Lusammenfassung Systemanalyse

System = Menge von Objekten, zwischen denen Relationen bestehen

statisches Modell kann dynamisches Modell beschreibt jedes dynamische
keine zeitl. Veranderung zeitabhangige Antwort auf eine Modell enthalt implizit
beschreiben aussere Veranderung ein statisches Modell
nichtautonome Modelle in diskreten Modellen treten Differenzen-
hangen explizit von der Zeit ab gleichungen an Stelle der Diff.gleichungen

1) 1-dimensionale Modelle (= mit einer Systemvariablen)

Modell = Konzept zur vereinfachten
Darstellung eines komplexen Systems

1-Box-Modell - Visualisierung

Aufstellen einer Diff.gl.:  linear zeitunabhangige Parameter
zeitabhangige Parameter (zeitabhangiger Input)
nicht linear zeitunabhangige Parameter (Gl.gew.Isg., Stabilitat)
(zeitabhangige Parameter)

a. lineare Systeme mit zeitunabhangigen Parametern

= o lineare Modelle haben max. 1
dC/dt = kuCin — kioC Attraktor (= asymptotisch stabil
= global)

Stationérzustiande: Nullsetzen = C” = k,,Ci,, / Kiot

Lésung = Lsg. des homogenen Systems + partikulare Lsg.
homogen: dC/dt = -kC > C(t) = Ae™e! A = Anfangsbedingung C(0)
partikulr: z. B. Stationarlsg. C* = C(t) = Ae™" + C” = (Co — C”)e™" + C”

Anpassungszeit = Zeit, bis sich Modell innerhalb vorgegebener
Anpassungszeit: 1 = -Ink / k Grenzen seinem Stationarzustand angenahert hat

b. lineare Systeme mit zeitabhangigen Parametern (= Input)
dC/dt = jin(t) — kC

i. exponentiell wachsender/fallender Input

jin(t) = jin(0)e' > dC/dt = ji,(0)ef' — kC

>0 - wachsender Input
<0 -> fallender Input

Lésung: C(t) = C(0)e™ — jin(0)e™/(k+B) + jin(0)eP/(k+B)
falls t>>k™ > e* =0 > C(t) = jin(0)eP/(k+B) = jin(t)/(k+B)

Stationarlsg. zum aktuellen Input: C”(t) = jin(t)/k
(falls ji» zum Zeitpunkt t konst. bliebe, ware C”(t) die dazugehdrige Gl.gewichtslsg.)

Fall A: adiabatische Stérung (B<<k) = C(t) = jin(0)eP'k = jin(t)/k = C”(t)
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Fall B: nicht adiabatische Stérung = C(t) = jin(0)e®/(k+B) = jin(t)/(k+B)

B>0 - wachsender Input > C(t) < C” adiabatische
B<0 - fallender Input > C(t) > C” Stoérung = so

langsam, dass sich

. . . . System standig an
System hinkt immer dem aktuellen Gl.gewichtszustand hinterher verandernden

Stationarzustand
ii. periodische Stérung (z.B. Jahreszeiten) anpassen kann

jin(t) = jo + josin(wt) = dC/dt = jo + jysin(wt) — kC
Lésung: C(t) = jo/k + (Co - jo/k)e™ + jisin(wt—atan(w/k))/(w+k?)” + j;we ™Y (k2+w?)
falls t>>k™ > e*'=0 > C(t) = jo/k + jisin(wt — atan(w/k))/(w? + k?)”

Fall A: adiabatische Storung (w<<k) =2 k* + w? = k* - atan(w/k) = 0
> C(t) = (jo+jrsin(wt))/k = jin(t)yk = C(t)

Fall B: (w>>k) = kZ+ w?=w? > atan(w/k) = 11/2
-2 C(t) = jo/k + jisin(wt — 11/2))/w (Phasenverschiebung: -11/2)

System hinkt dem Input um eine Viertelperiode hinterher lineare Systeme filtern
externe Schwankungen,

) ) ) die wesentlich schneller
grosses w > kleine Amplitude ji/w sind als systemeigene
Reaktionszeiten, aus
System heraus

c. nichtlineare Systeme nichtlineare Systeme lassen

sich oft stlickweise durch
dC/dt =f(C) f(C)#J-kC lineare Modelle approximieren

Stationédrzusténde: Nullsetzen - mehr als 1 Moglichkeit: f(C) =0

Stabilitat der Stationarzustande: dC/dt = f(C) - df/dC bestimmen - C” einsetzen

df/dC| c.. > 0 = instabil

df/dC| c.. < 0 = stabil invariante Bereiche = Abschnitte zw. Fixpunkten eines
df/dC| c. = 0 > labil 1-dimensionalen, nichtlinearen Modells
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1) mehrdimensionale Modelle (= mit mehreren Systemvariablen)

(Analogien zum 1-dimensionalen Fall) Dimension eines
Modells = Anzahl

Systemvariablen

a. lineare Systeme mit 2 Systemvariablen Mehrbox-Modelle stehen beziglich ihrer
Struktur zw. Einbox- und rdumlich
2-Box-Modell - Visualisierung kontinuierlichen Modellen
Aufstellen eines Diff.gl.systems: dCq/dt = J1 + k11C1 + k12C>

dCo/dt = Jo + ko1Cq + koCo

Stationédrzustédnde: Nullsetzen - C100 = (k12J2—k22J1)/(k11k22—k12k21)
CZOO = (k21J1_k11J2)/(k11k22_k12k21)

Lésung = Lsg. des homogenen Systems + partikulare Lsg.
homogen:  Ci(t) = A + A’
Cz(t) = A21e)\1t + Azze)\zt
A aus charakteristischem Polynom:
A — SpurP)\ +detP =0 SpurP = k111 + koo  detP = kq1kao — kq2ko4
> Mo = (Ki1+koo % ((Kq1+kao)2+4kioka1)”) / 2
A1 = ((K11=A2)(C1°=C1”) + k12(C2°—C27)) / (M = A2)

A2 = ((k11=A)(C1°=C17) + k12(C2°—C27)) / (A2 — )\1)
Az1 = (k21(C1°=C17) + (kao—A2)(C2°—C2")) / (M — A7)
Az = (k21(C1°-C47) + (kzz—)\1)(Cz —C27)) I (A2 - )\1)

partikuldr: Stationarlsg.en C4%, C,”
Ci(t) = AreM + Ape’® + Cy°
Ca(t) = AzreM + Ape’ + C,°

Regeln zu den Eigenwerten:
K12, ko1 positiv 2> Ew. reell
K42, ko1 pOSitiV; k11, koo negativ; -k11> ko1; -koo > ky2 2 Ew. reell, negativ
-k11 = k21; -k22 = k12 2> einEw.=0

Eigenwerte des linearen Systems betragsmassig kleinster Eigenwert bestimmt
bestimmen dessen zeitl. Verhalten i.a. Anpassungszeit eines linearen Systems
2 Spezialfalle:

i. hierarchisch: ki = 0 oder ky1 = 0 > Dreiecksform der Matrix P

- C4(t) wie 1-dim. Modell, C,(t) wie exp. wachsender Input
i. komplexe Ew.: dC./dt = k;C; > Cq(t) = A + Aqe™
dCo/dt = koCy > Cat) = AzieM + Ape™
charakt. Polynom: A> + kiko =0 > Aq2 = ii(k1k2)1/2 = tiw

lineare Modelle | C1(t) = A”elwt * Ane -

mit rein Cao(t) = Azie! + Ape™

imaginaren e = cos(wt) + |S|n(wt)

Eigenwerten nur Realteil interessiert:  Cq(t) = Byicos(wt) + Byasin(wt)
S Sl Ca(t) = Bzrcos(wt) + Bzosin(wt)
Instabil Anfangsbedingungen einsetzen - B'’s

Gillian Griin, 2003 dvonb



Lusammenfassung Systemanalyse

Fixpunkt = Zentrum >

Stabilitat der Stationarzustande: Systemverhalten in dessen

1. A1, A2 <0, reell > stabiler Stern Nahe lasst sich nicht durch

2. A1, A2 > 0, reell - instabiler Stern Linearisierung ermitteln

3. AM>0,A<0oder A <0, A, >0 > Sattelpunkt

4. M, A komplex, Re(A1, A2) < 0 > stabil mit Oszillation

5. M, A2 komplex, Re(A1, A2) > 0 - instabil mit Oszillation

6. A, A2 komplex, Re(A1, A2) = 0 = ungedampfte Oszillation (= Zentrum)

b. nicht lineare Systeme mit 2 Systemvariablen

dCq/dt = f1(C4, Cy) naturliche Modelle sind selten wirklich linear
dCy/dt = f»(C4, Cy)

Stationarzustande: Nullsetzen - mehr als 1 Lésung maoglich

Stabilitat der Stationarzustande: Jacobi-Matrix - Ew. Bestimmen - Regeln verwenden
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lll) Modelle in Raum und Zeit

0C/dt = Input — Output £ Produktion/Reaktion + Term fur Advektion + Term fur Diffusion
Fluss F = Masse pro Flache pro Zeit

Konzentrationsgesetz (= Kontinuitatsgleichung = Satz von Gauss):
6C/bt = -0F,/dx = -divF bei 3 Dimensionen: 8C/dt = -(6Fx/dx + OF,/dy + &F,/5z)
OF«/dx <0 > 6C/6t > 0
OF«/dx >0 > 6C/6t <0

a. Advektion (= gerichteter Transport, Geschw. v)
Fluss Faqy = vC Fx =vxC
0Caq/0t = -8(vC)/dx = -vdC/dx
Mischungszeit: Taqy = lIv I: Strecke
b. Diffusion (= ungerichteter Transport, Diffusionskoeff. D oder K,)
Fluss Fpi = -DOC/dx (= 1. Fick’'sches Gesetz)
OCpi/6t = -0(-DOC/dx)/d6x = D&*C/dx* (= 2. Fick’sches Gesetz)
Mischungszeit: Tpi = I?/D

Spezialfall: Gas/Wasser-Austausch
innerhalb Grenzfilm Uber Wasseroberflache: nur molekulare Diffusion
Henry-Koeff.: He = p/Csg. p: Partialdruck des Wassers in der Luft
Co> CSéttg_ -> Uberséttigung
Co < Csatlg. = Untersattigung
Grenzfilm: F = -DdC/dx = -D(Csaitg —Co)/AX (stationar, nur Diffusion - linear)
F = -v4(Csaitig—Co) = -vg(C(x+Ax)—C(x)) vg: Gasaustauschgeschw. [m/s]
falls Wasserkorper vollst. Durchmischt > Co = C
Anderung des Wasserinhalts: Verdunstung
VdC/dt = -FA = Avg(Csattg—Co)
dC/dt = AVg(Cséttg,—Co)/V = Vg(CSéttg.—CO)/h = kg(CSéttg_—Co) kgI Austauschrate

c. Diffusion und Advektion

, . Transportprozesse =
. . — * —
Mischungsvergleich: Tpis/Tagy = IV/ID = I* = DIv gerichtet oder Folge vieler

falls I<I* - Diffusion dominant zufalliger Prozesse
falls I>I* - Advektion dominant

0C/dt = J — kC — vdC/dx + Dd*C/dx? (=zeitabhangige Transportgleichung)
Stationérzusténde: Nullsetzen - C(x) = Aje ™ + Ae " + J/k

> A2 = (v(v2+4Dk)™) / 2D = v(1+(1+4Dk/v?)?) | 2D
Anfangsbedinungungen 2> A4, Az
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dimensionslose Grdssen:
Peclet-Zahl: Pe = xv/D Xr: typische Lange (z.B. Bachbreite)

Damkohler-Zahl:  Da = Dk/v?

Peclet-/Damkohler-Zanhl
messen rel. Einfluss von
gerichtetem und
diffusivem Transport und

4 Extremfalle von Systemen mit Advektion und Diffusion: Transformation
Da << 1, v >> kD - Advektion wichtig, Reaktion unwichtig
Pe >> 1, v >> D/x, 2 x, >> D/v > Adv. dominiert Gber Diff. > schnelle Adv.
Pe << 1, v << D/x; =2 X, << D/v - Diff. dominiert iUber Adv. - langsame Adv.
Da >> 1, v2 << kD - Advektion unwichtig, Reaktion wichtig
k << D/x; - Diff. dominiert iber Reaktion - langsame Reaktion
k >> D/x;, - Reaktion dominiert Gber Diff. > schnelle Reaktion

Hysterese = Abhangigkeit Synergismus = Zus.wirken verschiedener
eines Systems von seiner externer Krafte, sodass Gesamtwirkung
Vorgeschichte kleiner als Summe der Einzelwirkungen ist
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