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A. Lineare Gle.

'massysleme
Gauss - Elimna.
Ein Lincares 6[e;clwun3s5\ls-‘em (LGS) n

m Gleic}wnﬂen
und n unl:ekannl-en, wobei

m,n € N. ¢ n Sys-l-em).

L/recHe SQ'rle
OugXq ¥ Q4p X +.

PR e PTS I 1
LGS Qe X4 T G Xz F... ¥ agnxp =
am1 x1 * Qma X3 + ... + Omn Xn = bm
ya A
Koeﬂ'uzlwn‘- Vaciabel

Eine LEsoru eines LGS

;s-‘ ein n-Tu?el. 'D;e Men&e
LEsungen ish die

keme Lasuna
E'me LBsw: j
oo LEsunaen

LGS haben eine rechte Seile  beslehend aus lader
Nullen (be=b,=--=b,.=0). ls} dies nichl der Fall isl das LGS

besilzen eine (%q2%,=...=%,=0)

LGS ksnnen avclr seomelr:scl\ Le‘mc“e"- Werclen. @el\e Nokizen 4.11)
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Aen Nol.\za.n.

Alaor;-\\'\mus c\w‘ﬁr

GQ.USS - E‘ ‘ M;hOI-;Qﬂ

Besleu- aus zwer  leilen:

@ Voruarlsel;m;nnl;on
- L6S wied duch elemenlare Zelen-
Opem‘-;onen Ov{ Z?‘l[QnSLh(enForm aelsrocu-.

® ROckwarksetngelzen

= Aus ekeno\ von der le:‘z-len &(u‘cl\unt]
WQrijen ol“e Vuv}aLlen Ov{selas-l- und
eznaeselz-l-.

Eliminakionsschema

X4 X X
Q4 A, Q, b,
(2°9 Gy, Qzn b,_
o om oo am | b
| ]
Koeﬂlaim\lenmalrix

Ze}(enslo{-en%xm *

@ %X % .. 3 C—4
0 @ £ ... % C,
0 0 0.. ® |c




Der eines LGS enl-spn'c“- der Anzahl Pivols in
der Zei\ens-l-u-‘-enform.

En LSG &l genav dann losbar, wean ¢, ,..,c.=0. Sonst

exisl-;erl— kewme Lgsws, dies nemd man  auch

m=n=r s} der

Fals rem:
- l(e;mz Lg‘""&" VGJraal;ell keds Lecl:nsunﬂen
- Cme LSsvva' r=n
- mehrere LEsunsem ré<n
4\"" pafo.me-ln'ﬂe Schar
an LSSonjen
Fa“s r=m:
- eme L;swa! e besler Fall ( )

- mehrem Ls.sunsevﬁ ré<n

X,.%x,=0
by b= 0 v

= ren trvicle LEsunj

- ren  mehrere Lssunjen



2. Halrizen & Veklocen

'Det . E ;ne Maxhn MoLr;w ;s-\ e:n recuecldaes
Schema von m-2elea yad n- Spa”-en.
mn Elemenle in K, 3enml- Konponcalen.

‘k/é_ \m\duer kivp" “e'l‘e

2 0 Aup

Zelle ‘zverst
“aflm () | Spallesgale
Qpq Qu; **° %pa

nG 7
Das Element in 2eile i vad Spalle j, bezeichnen wir als a;
oder avch als (A)ij'

Elemenle Ay 1 k=420 min(inn) sind
und b;\c\en die .

m=n Quao\rahsc‘\z Herln'\! mil Ordnu«J m
m=41 2e;leowe((‘-or ~Topel
/ " f > Elzmenl- wird ql;
n=A gpuuewek‘or/ m- Vekler bezeichnel

\md \)moct\en nor
ewen  Dndex.



Q ‘QL Ze;‘Q Ol‘l-
n /7 ¥ Spﬁl e

R = HMen e o“er tec.“en n'Vel(\mn
|Rm = Heuac aller rec“en Mxn Mal—r;zen

(Oé . N u“ ve‘(‘ or)

R'= R (Skelor o )

.Oo'..o

0:= (bé---é) mxn -
D:= o ., > immer quadratisch
( A . = dz{‘_\ (du «gzu---odi) )

I=1, = dsq(14,..1) mxn

’twsem.x: wlere Drcadsmalviv
!

ﬁl B', ZB }er(o\a\l Komponenken weise

Mulbigikakion A-8

B,

Se A e Hakn Pl( )

@ Qeine W\xP Ak muss A )
n m

B cine pxn Moleix sein. P
- J(GIt




(R@SQ.\V\ & E ;3QV\ SCL\Q{'lQVl

l% 2.1 w V
LBedau tet
Vo:,/se K e

Va8, tabigan sihen K

wp)A = <(pA)
(xa)B = o« (4a8B)
(x+p) A = (xA)+ (/sA)
ot(A+B)= (xA) + (x8)

ArB = BrA o= Mgl
(448)+ @ = A+ (Bee) « fatrinedditon
(r8) @ = 4 (8e) « foTune il
(4a+8)c = (ac)+ (8e) L
/ Dt.‘ t. él
e)

' Ma‘»rixenmuuiplu'ltulion st nickt  kommulobiv.



V6

I Allgemeinen 33"- AB # BA. Wi sasyen zwel
Me‘v;zm l(omw-";eten wean AB =BA (d;u se‘z-l t‘vadml;sc‘le

Malizen  voraus).
Es qlt

Bei den Molixen gl e , so doss

A+O  B+0 wd  AB-0

\v\/ei‘er 3&“‘

A+ 0 , AB=AC so dass B+C
AN=0 #> A-o0

< LGS (and)

Se'\ A mxhn Mo.&l'\x LGS wivd nwm 2V
V= c:) '\'V([AG/
" Ax-b]
Dos Proclol(l AV ls-‘ e \m"Vol(lor -

(A); - ?}“i Vi

Kann bildlich als (Rol-ukon

aese\\en wer den.



, Hot eln LGS ¢ redbe
W\CL\-‘\SQ, E!aen;c‘ms{-‘ Lmeuvi-\&-\ SQ;‘“ ’) \mcl ¢ Lssunacn

x 1 So kﬁﬂn man e’

A (etu +v) = uAu 1Av darslellen als:
AX =8
A Seder  Valfor Lk:
G,'s‘ s,l ) (v): %I«-s“:: V5t + vy 8, Linearkowbinalion
) der S?D.“En von Q

Spallenveldo,

Dus LGS Ax"b ;SL l;sLur, wenn L ewme Lk def
Spu“»m von A: |S'\-

Beweis‘ Ax 2 X484 * e 4 XSy

Wemn A cine mxn Mabrix isl und B eine n xp
Malrix  so a]"ﬂ

AB= (Ab, , Ab, ..., Ab,)
od. AR- (,454 Ab, ...|AL,,)

;sl 5. der i-1e  Kolomenveklor der E'mkd-'-smolr:z.

so it
Ag =a;i  und  (AB)e;= A(Bey) = Ab;




Be-‘roc“en wir dic Ze'\\en veuonn
) ( ) emer mxn Malix A und nxp Mclvis B
b

und s Y= (Ya1--yn) €n Zelenvekder.

e

o

I$-

B +y,L *.. *Y"E und e-'-:B=‘£

A
wie Gblich i Zellemveldor von In

“:

g,_B
AB= &_B

sk A eive mxn Molax, so heissl die
nxkm  Malvix mi (AT)‘S = @)5; | die
20 A .

lSrl' A cine Lomplexc. Ma-‘v;)(, so is} dn\g
und ( )

d'w. Mu-ln‘x.

Eire Malix i wen A=A

E\'v\e /la-‘n'x lsl wean A = A < clu

Eiae ﬁu\:in ish wan A=-A. <y aqprel Elemere  sind 0.

mmmmm

nol Elemeale  sind el



”X” |s‘> Aie Lav\Je eines Veuors. Dizs lmm. in le eiv\{oc‘\
mid P\,laaoros berechnel  werden. Darovs  lebel sich  dann der
ab:
- ® = Il Uyl* = 2 i Uyl costep)

- [ o
v s Z bl Nyl

Wena wir dos de‘«‘m'uen,
tuucl\ Inneres Produld senewml—

CX, Y2 T XqyqgtxaYyt..x N,

. - ex, Y2 . Re e>.y>
eft\o.“tn \"V [\ g Ccos (f “,‘“ n‘l“ . Mlaemm\ cos y l""‘“\’"

Genav st das Skcx\cuproelou' Azfin;el\- als:

<x,y>= XHY=§;,‘1,‘

Es deuen die Eisenscl\qﬂen-' + Sede 2.9 (2-13)
* Korollar 2.10 (2-48)

Das Skolarprocldu- kunu nun o.vc‘\ Tur ]:es-,-;mmuv cler
oder oder emes  Veklors x€ E”

SQLNUCM Wefdeﬂ.
xll = |dexxs '



Es 3’;\-\ lex,y2| € Iedl- gl wobei dus Gleich

nur 3ilL,W¢nn \ ein \h‘d{ucl‘cs uon x s}

Wewn zwer Winkel  senkrech!  zvanonder  slehen (wly)
so isb exy>=0.

Es 3.\\» avch ondere  ANormen wobei aiu-:

lellp = (lx.,lpflle"*...*lx,,"_)% webei 4694 co

Das .ml\ere Proeluln-‘- von m-'Vdder x unc‘ n- Vd(‘o' \l is-l-
nur Jz{iniu\- wenn m3h, ‘Das aussere proe‘d"-l

X '\/“ isd deo‘oel: immer JQ{I'I\(‘QI"" es bildel

eme mxn Molix. Diese Maleix hot S enov daun
RMJ 1 ) wewa X% 0 und y+0

(D;C thiaaonol& ‘Pro\itltl:v\ PV x Von X 0.0( Y ;S"-
Seae\w\ dUN‘J\ :

ausseres Produk  der Exhedsvelloren
P x = A qux_r—ﬁu A von 'y
X T Tuy x
L_—l |l Yl| //\ :'\V\l’:s ?rh(‘ld"l (Sk&\hr)

?ro(\al&\ iovxs =

Y
4\ \ e E;Vlke;“-s‘lei('\-br von y
ma-v X

iyt



'P\’ it imwmer Hermitesch,

Is} eine Malrix A QEMM, so kann maan
die mt A bezechwele Abl\i[elun:‘

AE-E" , X = Ax

Tt abgeblded of-

b&‘-ro.blr\l-en . Doba gl A (‘y X + 'i')= yAx +A%
D;QS iS‘\' C'\uruucf:sksch {'&r QJ'V\L .

Wahrend dler DQF;n]uOnsLuet‘c‘l der A\)Ln\tluu:l A

imw\er oler anze Ro»um En fs-l-, ‘I\S'I' olas
e&m 'E;lmgnag Vvon Em. Es ;sl- a'oer ;MMer o &

-ﬂ( A/olcnv\ Ao’o.

Imane”
g im A= {Ax e(km‘xelkn—s
kern A‘*{Xek“\ A-x*o}

Die Prt\}eLs;onSvna-‘rix nxn P\[ L(lelcl sith In  sich
selost ab.
" PY ={oul |o(6E3



Eine qvao‘re-‘\'scl\e. Maleix A el )

wenn  eine Modix A’ exislierd ;| o dass
A'A= T - AX

(‘D;OS I&‘- nur o|er Fa" wenn dl.e Ma-lf;)c A
iS", d"l rRaﬁ A=n.

s} A resu\ar so hal Ax-=b ecine F.'mo\eul-(ae
L6son3 x=A.1b.

Wir  konnen dic Inverse wie {°I-3" berechnen:

([ b))

: 2n

Elemenlare -1
22;\2 no‘)era-ucnen _> ( Ih A )

p;VO"-S SJE'\QI\ a”eo'vm.

SPez;a" Fal 2x2 Moleix: i
Delerminanie
A : (t 3) sl \nverlierbar € ad-be # 0

. d -b
Dane gilt A= e (—cq)



E.mt Na‘r;x ia-‘- wenn AHA= In ‘ d\\ A“=A“4
Eine Malrin isd wenn ATA-’ r,,' d.h. AT-‘ A-4

D'\eﬂb Ma\rizeu S;nd w(ck-l; ,c\o. '\kre, Al;L;\Aunqm
Lanaen - uad winkdlrey stwd. Sie werden Op {Ur
Rolclionen uad Se‘maelongm Sebraucu.

Bsp.

cos ¢ O -swn ¢ FG‘\A‘ zV  emer Rolo-l\'on
(o] 1 o w ¢ in Gtaenulwuiaersinn

sind O cos @ in der Ebene die dorch
/ die 1sde wd 2-4¢ Ko-

?;ﬁac\\se blebl ord'mqienad\tﬁ abﬁa sPaun-I-
wird.

Kulcvw\ env L'A“Of

O\"I‘ZPU wo R,’: u(r

Fohdd 20 einer Sp%e.rde.\una an  emer \-\wgre\oam..



permulu‘-;ons ma-‘r;x
vev-\ausc\\en

|
E;'\.Q 4 4 0 © PA' Permlwuon von Zelen von A
pro ZQ!\O—L ojo 4 =P AP Pcvmu‘u‘;on von Spa“m von A
ojl14 ©

SPQ“&

S‘rvuw‘\e(l& Max r‘\;cﬂ

Uv\leve/ﬁ Bichuaono\mulr\\x

-(;;J:&aonalvv\qxr:x

BQV\A MQ-‘( t‘ X

Vw;uue. Bome\\: reilen

Hesseaber Modvizen
hol onlere Bondbrede =1



W.r annev(\, ewe Mo)nrh( A n Eloolv.e. cwpe:len

d
=k 2 2 =L
4 A IB“I B‘ B

Aul Ay,

Dus 'Proelok-‘- C von AB kemv\ nun BloeL
weise  berechnel wzve\en, So{{n\ die {-le Rloekklonue
von A  so brad  wie dia €-fo Blockzeile wou B hoch

ist.
L A, B

=0

D;es ‘s-l vw-lz\u:‘\ dm Soche, B-ereclmuu én

puro.lle‘ aLlo.ucen kum\cn



3. LR' Zerleﬂ\mx

rDie. LR‘Zerle ung is} ein Verfa\\rm\ 2vur LESunq cines
LSG. Sie s} besoaders e“de-l«'\/ wean  mthrere. rechie

Salen b, die aleiehz Koeﬂ-iaienlnnma\-r:x A haben.

Die LR'ZQf‘QaUﬁ boster] duravf , dess die

e\emen‘aran Zeileno';ua.-l:onm einer Malrix —

my ll’sP[- La-hor\ en-‘-e‘;r ecken .

?us ve(-IQUSQLQW Yon ZQ;\QI\ A@AS‘)I;G'\I o\er ﬂvun")mmkon
mid  einer Perod abionsmoleie %2,

DOS Aédhrtn /Svuru‘liﬂﬂm kann  wmd einer un-l»eren 'Dre'\ec[rsmw‘v'm L
daraes-lcm- werdea. Das Resullod von LA sl R

N

1A000086
« 10000 ’ .
L= ‘41000 (_d Sul;s-‘rakm.rcn emnes ‘
: : :(;u::l : g <k Vle({ocl\"' ‘ekj ‘JC' ze'le \il
x ¥ =Ly x4 von der Zele k.
Lrlee ¢

“ (1<k)

Bet  diesen OPero-‘ionen wird dic rechle  Seile b
nicht  mitbchandel. Es 3‘.\.-‘-

PA=LR




S@i PA s LR d:e. LR’ Zevl@auns von A, So
muss
Lc =Pt und Rx=c

Wenn non  mehrere 57:J¢w¢ mil der gleichen
Koe«}zienlenmalrix elss+  werden ynd varticender

rechien Sede b, so “isf die LR-Zer(eaunﬂ effizienler,

Es solllen r‘ls,jl.'cl\s-l grosse Pivels sewahll warden.

(R\de\a& unumam‘“ ¢
LR - Zer ‘eauﬂ auqv{!
4- LR- Zerleaunj f;’r A

2.lase Le=Pb nach ¢

3. lese Rx=c nach x



Y. Yellorravme

sind H‘”‘a‘"‘l decen Elemende sich oddieren
vnd mi+ emem  Skalar mou;‘)l"zn'ever\ lassen.

v K&Ptr ﬂl, (,,

‘De(‘. Ein Veklorroum V' Gber K isl eine  nicht leera Menag_
OU{ e\er eine. AAA;I:M

+: x,\,eV' —2 x+y eV
und euwne Sl:olormv“-ipln' kaion

¢ selK, xeV —> axeV

de.?in;ef-‘- sind. Fo‘jende Axiome Oe“en-‘

VA, Xty =yx Vx,y eV
(v,4) il eme | V2. (x+y)+z =x+ (y-ez) Vxy2 €V
abelsche Grpel V3. s a}u 0€V  so dass x+0=x VxeV

V4. 2y gedem x siu es -x sodass X+fx)=0

VS. &« ,<+\,) T okx +oly Ve IK, Vx,y eV
V6. («+P)x=ax+Px Vo BeK, VeV
Vo pelK, VeV

Vi (@f)x =o(8x)
V8. Ax =x Vxev



BQ‘\Se‘\Q\ e (‘\ ve \‘ek"o"aom e:
‘K“ {‘Tu n=1273,... BSP Rg'- {(‘Z) \xN,z G'R}
|K\"\¥h ' |le lKﬂKv

R (lK) ={Po‘1wome. vown &rad $c| mb
Koe“izienlen n IK}

P (K) = §Pobwome  von belicbigem Grad mik
Koe“iziewlen n “(‘}

diese dres
E;V\ ;s" Qit\e, “;Q\J'\QETQ-TQ.\\'MQV\ e Becl;f\sonden Sellm
UesVY. uisd GLaescklo&scn LezGS\\';h der Veklor- [(zc jeden Unleriom
addition und  Skelor mou;plilmln'o». ¥ {5r Beweis ven UV

:‘eclcr Unlerravm U sk avch ein Veklorraum.

BSP Set 'V'-IR3 sSo 3-&1 es {o\aend&
Unlercaume:
'V 5e‘her
- Ebene durch Ufs.aruv\:‘

= Gernda. durd\ ufspruna



ch.qet Molrizen ols Lineare A\a&lclun:len

et A cine Maliix mxn  Cher IK. So st
A eine A\)\ailo\uv\j von K" nach K™

Dos von A ;S-I- der \Iefle.hm:ch der
Abult\\mj A K" > K"

A= §Axelk™| x ek}

Der von A i die Menge aller xek”
die avf (o] alsae&\e\e{- werden.

A= § xeK"| Ax=0Y

ker A \5-‘ e;n Un-‘errqum von lK”

wm A st ein Unlerraum  von IK™

E'm VQ\(\OI' AQO’ Form ‘6‘01 YVt ¥ YPmlm ik %,«t,-.,z,,ek
ish ene (Lk) der Vekleren 44,1

'Die Mense, span {v.,,...,m."} = {14«4+...+x,,o_,\ f A gees Y€ IK}

Menoe aller LK von w,,.., 4,
heisst der von  44,..., 4% av‘:aes‘pmur‘e Unlerraum  oder die

Lincare Holle von 44,...;tsn.



Sei SSV', So is*‘ der wvom S Qv{-aespuvw‘e

Unlerraum  die Memae

spun S ’{g"‘ksk : meN,/x.elk,seS}

immer endliche Summen-

Die Henge  span S isl ein

Falls we sgon{v.‘,...,um} 50 85“-
s?on{v,‘,...,u,.,,w] = sgon{v,‘ ,...,0,,,}

doo w eine LK von «,,., v, ish.

/lo.u.

(A
E(ne MQ“JQ Ve,L‘orer\ Vg 11Uy isk (a“s

{Gr olle  Skelare Yriagm & K 8‘“'
TVat o4t Y =0 =2 5 4.0

DR kein Veklor 15l eine LK der anderen  Vekloren.
'; L.a.

Umaekd\r-‘- waren die  Vekleven

Eine Telmense SV il L ,foll alle
endlichen Te'c\menaen von S L.u gmd.



Falls 4 .4meV Lo sind und 4, ¢ spon 4409 }

dmm \S-‘ oueh Y-y Ym 1Vmeq 'I v.

E;l\ Erzeu emlensslslem nsl mJ\l OP'Il'mul, wenn  en Vek‘or
doven ene LK dec anderen  Vekdocen ish. Das oPl:;mo.le.

Erzeo em-.len.sys-lem s} so klein wiec maalich vad wird
.\94 @
gerenn

Sei Vg Vn @INL Basts von V, so alu es {'ar \jeéen
vevy eincleuliae Koe"iz‘mnjen E,,...,En cK mt

v= k=1 ?k Y

'Diese. Koeﬁir_ienlen ?k heissen von Vv Lezﬁalu'e‘\
der Basis. Der Veklor (“) heissl .

%,
Bs‘:. V=R, v=(§)

‘v ho-\- Koordinalen veklor (%) \)?.Z\Ta‘;e‘\ er
Standactbasis e,:(2) e,= (-3) wd €= (3)

A

dh. 1e,+2-e,+3e =V

Die Seauen einer nxn Malex  bilden die Basic von
k", wenn die Maleix rgaolar sl (Kmaan)



6\\)‘- eS In einem Ve‘(-‘ormom #‘-S_O} ein endliches Erzeu-
aenclmsys-‘em, so beslel ec eine Basis, die Teilmeu:‘c

cles Er zeusendemys-\em .

ede Basis beslehl aus der selben Anzahl von

Vekloren. Diese  Anzohl der Basisvekloren nemal man die
von Vound wird mit bezeichnet.

Der Nollveklersoum S_O} hot Dimension Null.

! Der Korper 1K st enbscheidend N
°V= (r \'\Ox D\m 4 Gl& VR ‘-)'ch ‘K = R (Buﬁs’ z= x-ri\,)
hol Dim 2 als VR Gbee K-C (Busi;'- A )

s Va,eq Vm €W Etr.eugene\enhlslem vonV und  sind
Wa ooy Wy, €V linear ur\oUnanaiJ, So ist n€m,

Je.dc. Nenae, l.u. Veklocen ous ¥, lagsen sich zv
eer Bosis erafmzen.

Ein  Veklorrowm V sk , (o\\s VT em  endliches
Erzeosendtns’s\em [Basis hot. Ansenslen st V .



Zwer Unlerraome U, V' €V heissen , wean es
2v \'\eu\em veY eindeult;-l beslimmle vel, vetl G:u , So
dass vev'=v. Wir schieiben VU8V und nennen V°

die von Uund V'. A“June;n" V=4,0..00, .

Bp. V=R U,-(3) ,-(})
()6

-SQ'\ 'V-e;n VQ‘L‘QU(O.UW\ U'\d Vi ¢Vn ene Bo,sis da.uon'

So 33“#

V; SPG“{VA}Q s'mn{vt}e vee QSPM{V,}
4 U, U,

Sei V ein VR Gher K mil der Basis L,,..., b. So
konnen wir olle veV bezad\ic.h der  Basis darslellen. Es
3}}:‘- ober Folle wo es besser ware die Vekloren Lezﬁal.‘gh
einer  Onderen Basis darzuslellen. In diesen Fallen  brouchen

wic  einen Bosiswechsel.



Se. L;,..., L‘,\ die neve Basis, so (aest sich d@e\er
Bosfsveuer Xezza‘;cl) ele o.\\tn Bmsfs &msle“en.

b, = E T, b. .far k=A,..,n

Wi Ag"mieren dann T(Af.k) € Hal . (|K) und
nennen | die

oder
. Tist immer reaol&r.‘

Cha X o A, Eine SPu“eksfncl die Kosvelinaden

T-= : von \;L Lezaal.‘eh der allen
A(M A, """ Ay Basis.

T- (La‘bzl"'lhn).4' (blltz‘,-"'bv:>

bes-\?mmen d\uck Guvss- Al&

L, RT=R

Sei & der Koordinalenveklor bezGal;ch der allen  Bosis
und %' bez&ah‘ch der neven Basis. So au[-l—

¢=T€
g T'¢




5- Lineare A\:\:ildunsen

Ceien X ond Y zwe VR Gber K. So heisel eine
A\)\)\\AUV\S F: X b | (X"’ F(x)) | Wwenn

FG+%) = F()+ F(g) [or alle %% e€X ond
Flax) = ¥ FK) ek

X=Y:R soil FFR-=R eine

v"K so iw‘ eine lneare Au)\\c\um nocL 'K Qin

° an Funklionencovme o isl F ein

X=Y so isl F eine

Eine  Fuaklion F (od. A\\:\U‘m&) ordnel \"edem x€ X Yooy
e Elemend {:(x)CY zZv.

f:%x =y x> [ )

F(X) heisst



Yx,x' eX {(x)'{(x') = x=x
(=Y

, Sowehl sw@ehl«'v als ouch indeldiv
L> h&l’ UMkELr{unl{ll'on £-4(\’):X

Eine b‘“-euzve, lineare  Abbilduma  F:Xr> Y heissl ein
ond wird  bezeichnel als F: XY, (s} X=Y, so heiss!

sie

Jeclev |somorpkismus hot eine Inverse , die aveh em Isomorpln'smus

sl

# ®IQ UQ“ einer anis l),,,..., l),, {:n X Jlkl Cinen
(oder die l(oocd.'nuhno\aulo\ona)

kx" x > IK“
x— k(=% X= Syt Goby

F
xéX 4 y3\/’=F(x)

o

hy J

m
&=k, () € “(“ licore Abldong 7 IK 2 ky (y)




In Woelen: Wir erhallen  den Koordinalenveklor n Ven y= F (v
indem clue A\)Bcluun&svnull;v A ewf i yon X
onaewenc\cl- wird.

Y = F(x) &—> n = A%
wober A= (a“ ... a“) die Al)LiHuanmolu'x iod.

?md e Amp
€-de Spolle ish der Koord.-Veklor
von  F(be) lJEtu_all‘cl\ bez(;sl.'cl\ Basis  CqpenyCom

Cj\'\ F(hq) = q4(

\J;f lA?mnen solche  lineare A\:U\donaen veranr[en.
X Fsy—%57

~_

GoF kommulakiv
A Retheofolge wichkiq T

Sll‘\d F: XY od G:Y +—> Z lineare Abbildun e,
so ist aveh GOF linear. Seien A,RB die Abbildunys-
makrizen zo F, G, so hol GeF dre ALLilde;maln'x BA.



‘.S“’ F: X=22Y en \somorph;smus mit AhUldesma-‘r;x A, so
is‘- A reau\ar und A4 dl'e A\)\:i‘dunasm—\-r;x von F'.‘: 117)(.

= s Areaaar , so is} T ein lsomorplu‘swws

Sei F:X—>Y e lincare ALL;uwﬂ

Is} U ein Unlerraum von X, so ist F(U)={F(): xeU}

ein Unlerraom von Y. A F'(W) bedevlel nichl,
doss F b'\ia.uiv ish

Isk W ein Unferraom van Y, so ist F (W) = {xeX: F)ew}

ein Unlerraum von X. | |

Seien X, Y VR/[IK mit dim X=n, dim Y= m

F: X—Y ecine Llineare A’bbil&uv\j
X —> Y

‘),,,...,\;,‘ cine olle Basis von X wnd
b,,.., bs die neve Basis.

Cat1Cm eine alle Basis von Y und
€} s Cn diec neve Basis.



A (0 k.z) die M;lildvvas malrnx von F bezﬁala‘eln

C‘Cr Q“Gﬂ 508!3.

A@.)  die Abbldomgsmabix von F beziglich

C‘Qr neven BOSIS.

d.h. F(be) = i a.c. und F(b.e) = .i a;‘_ C; ‘

'e= 4,..., n.
l’(x : X = IKn Koord;nulendewslt"una Bcsis B,, PRy L,.
k., @ X==+IK" " b, e b
ky Y= K" ' C Citm

] ]
Chpeet Com

ky © Y==IK"

T= (Tiz) Basiswechselmalein {Br X
S=(O"ik) Basiswechselmaleix {a.— Y

dl\ b'e = g e b. L=1,..,n

)
Cr = ﬁi" O &i k=4,...,m

Aso A, A € Mal . (K)
T € Ml i (K)
S € Mol pam (IK)



Wif hQLEn dos Lommulol-ive. Diaammm

- = = —— = — e,

> J_K_mr" ole Basis
N

A
s x |

/. n

'K
N

kx

S

K" T > K™
'Das D'\oawm konn auch ‘\Ur Vekloren ecs-lem- werden.

Seien & Kood. Veklor  von X zor allen Basis
%' Koord. Veklor von X 2Zour neven Rosis

n Koord. Veklor  von y zur allen Rosis
N Kood. Veklor  von y zur neven Rosis

Wir wissen beceils
r\'=A‘§ [ —d F(;()'-\’ & n,‘=A“§l
sowie §=T§ wd n=Sy

- |A=SAT™
7 A= SHAT




X-=Y, F:X—=>X
T=5

eine lineare

Sel\;s\-al:ki |dvn3
z.Bs‘). : Seiese\w\j
Roladion In diesem Foll newnen wie B die
Abbildungsmatrix l)ez(»‘al.'eh der neven

Basis (sta A')
Donn  heben  wir A=T B T-4

Dio nxn Mo"v;zen A €B  heissen

/ ¥a||s es cine reao\ﬁve

Ho‘lix T 31\)-‘- mit A’TBT-4
(wieuﬁ (Br " fufeuo“ ALLu'lclwasmo«‘n‘x)
\IJ;Q wet konnen wie  die Abb;ldun&smolr(x

dorch ace;anc-‘e. Basen vere«'n{-‘ael\eng
e X=Y : Ch49.

L X*Y : e;v\{:acl\, denn wir konnen
Basen wohlen. (kcns-“:ck)

2wel



ge'\ F: X =Y eiae lincare Abbildung, dim X=n
W Y=m 'Ruv\ F=r. 'qum bestl- F {'Br yeegnele
Rosen von ) x,Y :‘ die ALL;H\isma-\rix7 d J

{-;r lineare  Abbildun 3(7\

Se; F: X—Y eme lineare A\:bi\dunﬂ

Der von F ;s-l- ker F= {xex: F(x)=0} Fist in\‘lekliv

isl ein VUnlerraum von  X. < ke F = {O}
Das von Fisl imF { F(x)= xéX} Fist sor\ieldu'v
;s-)- ein Un-lerraum von Y . @ m F‘ =Y

A F.4 isk Urbild nichd  Inverse

Se AeHed,  (K) e lincore Abbildwg  A: K" —> K™
So st ker A = LFsonasmmae voo Ax-0

wm A= Henae aller belK™ so doss Ax=b
\ES\M" ls-l-



Se‘;en Vi, eoop Vi € K™ die Sfm“en von Ae H°l'mm (”()
So 3§“ ker A = {0} & Ny, sid L
tdim {01 =0
m A = "(m £ Ny Vg sind erze_uden K™

Seiev\ x,Y endlich- dimensionale VR  Gber IK wnd se F:X—2Y
eine lineare Au.uldwa
d;m X = J;m(ker F) + dl‘m Gm F)
Der Qaﬁ von der \inearen A\;Bl\dmﬂ F sk dim (i F)
= RunGF = dm X - dim (ker F)

Essiu= i) Fx=Y igediv &7 Rang F= dim X

W) Frx=Y swyekbv &7 Reng F= dim ¥

) F:x—Y bijekbv &7 Qahs F= dimY¥:dimX

) F:x =X bijkkiy &7 Rang F= dim X



Zwe'; VR sind i Qu“s es ewen ‘SOMOVP“S“\US F:X = |
s;\w\» Wir schreben X =Y.
Endlich-climensionele. VR sind nur isomerph  wenn sie  den selben
?uva haben.

L> |somorphismus £ Dimension  sind die einziqen

Invarianlen von endlich- dimensionalen VR,
Welder 3.\& e F:X=>Y wd G:\Y—zZ:

i) Rong (GoF) & min (Reng 7, Rewg 6)

i) G ingldiv. = Rang (6oF) = Reny F

lll) F sUr\l‘ch-uv =2 'Rcwn (GoF) = Kcm\al G

Seii A~ (]-e) € Mok, (K), sokam A cuch
als lineare Abbildw\j aufaefuss-l- werden.

A: KN — K™

von A Ovc»\ vOon A aueh

im A = fAc: x €K"Y kee A= § xel™ Ax=0}
= spon forany = R (A = N (A)




Ax b lasLle < be im A
Eine a“‘alliae l.-ohm:l st e‘mhulq'\a) & ke A= {O}

A im A endschedel Losbarked
kee A enkschadet Eindeu‘-b‘:eﬂ-

") A Zur ZG“Qns-lo‘-en{orm

2) Frei Voriablen {u’ne\m ols Pacameler

3  Schrebe die °|(3' Locone von Ax=0 als LK von Veklorea
mik den Paramelern als skalare Koe{{-. Diesa  Velkloren
bilden dana die Rasis von ker A,

= Pl’o {re:@ VQr'\a.‘a\e {(ne\(“ mon  ein ’Basise\emeo\l

=2 dim (ku A) = # {rde Variablen

Ch.1 Ram A= # Pivols D;eSQ De‘: shmmen
A/ Oberein! Weil:
A:M(kcr A) = n- # Pleels
Qurﬂ A= dim (im A) dim (im A) = n- dim (kee A)




Der Rm\e\ ciner mxn Molix A sk gleich:
1) der Anzahl Pivels
i) dec Dimension des Spallenrovas R (A)= im A
) der Dimension des Zellenrawms von A
Der won A isd der Spallenram von A':
R(K) = im AT = span { Zellen von A}

b Rm\j A= R&n& AT = Remd AH = Ravg K
N— —r

—

wenn K=C

4) A zor Zei\en.s-lu‘en{:om

2) 'pivo‘spa“m merken o ikt gegauss

5) Die Spallen von A dic Pivolspalen sind,
bilden eine Basis  won mA.

kem von A wird durch Glowss-A\J. be;h.ha“en,sawie.
der Zelenraum aber der Sfu"enrwm anded sich.



Se: AeHo-l-mm (lK) it ?mﬁ A=r.
dim( im A)

dim (im AT) *r

w

dim ( ker A) n-r
dl'm (lter AT) m-r
Es alu- zZwe Mﬁsln'chkeilen, wenn 1= min im,ns

L5 max. Rang
r=n &> ke A-{0}
2 die Spa"cn von A sind Lu.
2 die Zeilen von A sind erzeuaend
&> A:R"—=R" st injekv

(=m &> ker A1:' {O}
2 die Ceillen von A sind L.
~ Juc Spa"m von A sim\ erzeuaem‘l
& AR —=R" sl surdeu-:v
fer Fx=y G:y»z

S‘\'\d F, Gl ‘l‘hﬂﬁf& Aun.‘dun:len So Jl'"’
'l) 'Rav\J FG € wmin (Ran F, Rou G)
i) G ingldiv = Remy GF=Roy F

m) F sur\jeu-;v =2 Rmu GF= Rnaa



Sei Vein VR Gher IK, UsV und V€V, so s} de /‘lev:je

Bsp. u
v+Uu-= {v,ﬂu uel}

ein . Dies isl normalerweise kein Unlerraum!

Seien X,Y VR Gbee IK und F:X =Y eine lineare ALLildunj, so st
N | H: X =Y : x —> y,+F() eine

Wenn 0+ Yo eY ud Xo €EX eine L somg  von
F(x) = Yo is‘-, dann st die Lssuv\asmmae der a"-'aen Teilmg.ue X, + ker F.



6. Velllorraume mut
Ska\arproduld-

Wie wollen zwer Vekdoren veraleichen, dm‘ir keanen
wir  bereds die 2-Noem . I..Guae, & Winkel sind do{c’;r
enlscheidend ond wir wollew dies nom av{ abstrakle VR

anwenden.

’,Da{ar brauchen wir (‘sﬁ ,,J,c_), Doker
schaven wir nw den Karper an (Keper GTher R oder C).

Eine im VRV Uber |[E ist eme Funklion
|-l:V—R, x+—>lixi

mit den Eiaensc‘m en:  N1)  posiliv defind: ikl 20 Vx eV
Ixl=0 & x=0
missen gezeigh werden AN2) howuosen‘ laxll = lal-Nxll  VxeV, VelE
N3)  Drcecksinglichung: llx+yll & Uell +lyl  Voy €V

\J
xX+y

Eﬂ VR ml" @mer Norm, neand man  einen

Bsp. euklid Norm [2-Norm:  V=R': Il = xfoxieoax?

= XT'x

V=" : “u“z o L

T-Norm



. o] :[od — R
Bse . MQMMUM NO'M: V=1P,, = :(x)za,+>a4s( o tan”

lell, = max lp
NZ) Jx Ptx)' = |ul. IP(x)l = wmax \xp(n)] s oL'maxl‘)lx)'

N3) llp+qll, € Nplp + gl < zv ae«'den
] P -H’”“ = Jmax I plo + q(i’)l < r::?::(lpln)l + |¢1(n)|)
S mex Ipta] + e Iyl

verschiedene X = hiheres mex

= “P"-O + “q”°°

BSQ. P-Norm-‘ V= E" PGR'p*f
L 2-Noem es-‘ @Qine "qu = (Zn‘. |x;|9) G
P-”orm =
Eine st die Menqe aller veV, so dass
" Vll-‘ 1 Prana'-- (Kmm iwlucswmlc anwen oyaeben)

Bp. V=R* I, .




Ein im VR Viober [E ist eine Funklion:
L:,'7: VxN — E &« kann l«mp\ex Sew

Mi“ den E;set\sc\\m‘r‘tn: S") Linear im zweden Fallor: Vx,y2eV, «elE

CX, Y+2¥ = LX,YI+EX,T?
X oty2= o &x,¥>
S2) Symelrie wenn [E=R | hermdecch wem E=@
$X,Y> =2y, %) €xX,y> = <Y.%)>
83) Posikiv Az‘inil: ex,x> 30
¢, x> =0 &> x=0

Wenn dim V ¢ oo, *[E=R
nenal wan  V auvch: ‘E=C

Wir komnen die Addilien ond Sku\ormu“?r’ikal(an kombinieren.

2.Faklor: <X, oy + p2> 4 X,y > + ¢x, P> £ ecryr ~pexz>

$4 - -
=

-_— 52 —
T v B ez ypEuAexzr v By,

1. Foldor : < xx+py,z> g G,y

s} 'E=R, 3.[1 w=w L ﬁ;p dh. des Skolarprodvu- 15} ouch im

ecslen Fakdber linear.



BSP Evklidisches Sko'ar‘uodulel: V=R"

= Ty=7
€Xy> = XY= Ty

Die 2-MNoem von xeR" aild:  lxl, = Jex 0
' s : l;euu. SP
Evklidd. SP v=¢
()(,\I? = x"'\/: E ;;.Yd

D{e Q‘MMM von )(CL" 'l"- "x" = "(x L2
J L T heud sP

Sev Ven VR Thee E wil SP. Die
st Jtpmier‘- wie Fo\a\—? Ni:V—R, Wdl = ¥ex,x>
Doher My, domit <x,y> reel wird!

Sev Vein VRober E mid SP yad Nll die vom SP
wdvzierde  Veldernorm 1a V.

Co s de emes veV: |ixll =d<x, x>
Und der \p= 4(x,\/) , O< (7 Vs
w E=R 4 (x,y) = acccos ﬁ;T

R ~ Re (ex,y>)
for E=C 4 (ay) = acccos ocll- 1y

= x,y> = lx “y“' cos



Zwe§ VQHCNCV\ x,\l smd wenn <x,y> =0.
Nololion x.L\I

Zwe Hmaen M, N eV sind fc-”s
VxeM VyeN X, y>=0. Nolodin M L AN.

D;PS \mrd ?.Bs‘) Far JPEG verwev\cld'.
Ein S\talorpvodvu kawn sen.

Se, We Rmm ewne ‘Diaaona\malrix und wi; >o,V‘i=4...n

so sl ex,y, = XHW\'

Sei Vein VR Gber [E mil Skalacprodukt .
Vx,y eV, |<x.y>|2 € &xx)-<y,y>
Das Gleichheis zeichen si“- genew demn, wenn % und y l.a. sinc‘.

Der Beweis dazv s ewf— S$A47 in dea Nolizen, doze avch der
Reweis {\'/r die Drdul«sunakiehvua.



und  indvaieder Norm [I-II.

S?i Ven VR gbee E il SP¢-,-2
X,y ev X.LY =2 "xty||z= "X“l*“yn‘l A“ olabi=c?

b
xly yi=
CXy, XTY) 2ex, x> L Y ¥ Cyl5 4 Cy,yd
‘x,x) + ‘Y‘Y,
hen® + Nyw* g

Beweis:  lxzyl?

Bk, Mewn wic WD scheeiben  meinen wir die vem S.P indueierle

Nocwm.

Eine beslehd aus or“»ojona\en Bosisvekloren  der Lanag 4.

Diese Basen Ln'naen viele Vorlele, so wird es zBsp. sehe einfoch einen

Basiswechsel  clurch 2o fckvm.

Wean dim V=n, damm blden n paarwese Ot“woaomﬂe, von

0 versthiedene Vekleren @ine Basis von V.

Eine Basis  ish 0(“\030'\0\‘ fa“s tLL ,Lk> =0 Vil , k#l

Eine Busis s} zusadelich wenn alle Bosisvekloren die LaTnae

1 hoben. ‘bk 'Lk>= 1
. 1 fe-\ls L=k
ln diesem Fall - < L; ' Bx’ = Jl.k {0 ‘e“‘ L2k



Wic kennen eine Or“\oaonu\c Rasis {b,,,...,l:,,} normieren * 5:j= l’\i'l'l‘—b;‘il

Hol V dic Dimension n  und sk {64-.,b, % eine  orthonormale Basis
so 3\\1 {Dr UxeN:
X = i <b;,x> ‘)i
1=1

Dh. die Koordinalen von x \;ez&sl;e\\ der oclhonormal Rasic  sind:

.§k= <bk'x>'\’" 1;(‘4"":?"\1-

Sei {\:4,... bo§ ewme Orlhonormalbasis in V.R. V mit SP., wad xyeV.
'
F.= <b, x0y, <= b, y?v, k=A1,...n
N - H -
Dann: cxiy>y = ZF, 0, = %0 = <5

Folge: VayeV, Ml =Wsllpn |, atuy)= a(s,n)s xly =340

Wenn die Basis in V ordhonormal s} :

SP in V = Euklidisches SP in E"



Seien {_04,...,am} QV lu. Vekloren, berechne m  neve
Veld—oun {54‘..., Lm} eV,

\,4 = lla.“v.q" (w'.r richlen alle  Velkloren an o, aus)
k-1
o k=2,..,m : b = ak-?; ‘I’y"k’v"\l

1
bk = B'kllv Ek

DiQ Vek‘oren L4 1y L,,,,, L\\o\!n nun  Qine Of“\dnormo\isiule %as.'s.
Noch k- Schrillen 3'.|I= spon{a,,..., 0, 1= span {L“..., bk} .

In \"edem VR mil SP V, dim Voo, S‘M— es mindestens

eine  Orlhonormel bosis.

Erl'-memnj= U, u,c VYV  heissen komp\(m@nl&r wean V= U, @ U,.

Sei Veiﬂ VR Uv\d UcV ein U.R. So konnen wir einen oc“\ono'ma\e Basis
PG( u F;Ml!n {B“...,bb} . Wic konmen diese Basis voa U Ouf V erweilern

{b‘”...,l’". a., ,..-,a,.} . Fihren wir ob LYW Grom- Schmidd aus | erhallen
wir {b,,...,b", b,., ,...,L,,} .



Wir  nenten

dns Vom Uv\lumum u

U"={\,6V|y.|.u}, Urut, v=u'eu

Ewn wicutes %dsvio.\ ?Qr oc\\noaonuk Kom‘)\emenle i

VEE, sei ACE™" und xeE

—04_
_01_

—03_

— O\ -

x 0

=(0 AX‘-O &2 )(-L O"e Scollen von AH
b\%"* =<a,,x? f

9 im SGM1 des evkl. SP

0

xe_N(A) & Ax=0 & x1 R,(A“)<=> x € R(A")‘L

For  eine komv\ue, mxn Malie  wmik RMJ r ai“ﬂ

N(AY= R ¢ E" N - ?\&(A)l <"

4

NAQ 6R(A) = E NAYOR( =E

'Die. zwar Poare komelemenlaur Unlerraume  neanen  wir

die

def Ma-‘n'x A .



\Jem\ T eine Bosiswechulmolrix von B' nach R is-‘, So

15-‘ Fo“s &', BI oclhonormale  Bosen sind. \nlei‘tf
3“‘ (ﬂ-)h‘:_d.ld =2 THT=|N‘,. = Tu\ unlae.

ii D\e ﬂans‘ormw\-‘mv\smal’;x eines Bosiswechsels zwischen
Octhonormalbasen ik undar  bew. o:-\\\oﬂonal.

Be'\ ewner  solchen ’BQS;S“’VQVIS@OTMOL‘OV\ bleib} das
SP. 3\:3&\ und  dem enxspreckmd avch die  Morm  und der Wiakel.

.Sel‘Gn B,B' Otn\onormalbasen von YV und x,yéV, }=["]8,
Vl=[‘[]B ' '}"["38:, Vl"[‘/]s'- Dam\ 6-”-



F:X— Y ome Abb. X,Y sad VR wil SP tbe [E.

X “\0“’ Ovuonormalkasen B,B' F] 2 > F] .
Y hol Orthopormalbasen D, D' [N &.0 [_“ 8'0
A B8
xe X : 7 yt\l 1
ky lTk;4 k.’ LTI(.; A= SBTH
H = ¢H
v . #|Ts | B=S"AT
g GE" L4 rl‘e EM

Bei ewer Se\bs—‘—obb;\dunj X=Y ud B=D, B-D, st
S=T und A=TRTH, B8=T"BRT.

\Jenn F eine Se\bs\—olabildwd is-‘-, dann 3‘.\-\-=

°A H ecmid esch /reel S\"Meriscl\ &
B Herm“est‘l /ree' s\'mclviu'\

c A'A:1 & @'8-1
Bmk: Sei B eine Orlhonormalbasis von VR. X, so it ke X =2 E"

die Koord. Abb.  ein unilarer fortho.  lsomer phismus!  Das st genav
J;Q PO(SQVG“&LC R(MC(" <K4 X2 7y =< ¥, Q),E» = (ku("a), ‘(x ("t) )E"



Undare /or"n. Molcizen  sind \'\ene 'Dc-rsh“unﬂsmalrizm von lin.
ALbi\o\unsen, welche das SP erhellen, bzd\.

Seiea X,¥ VR ml SP. Eime b Ad. F:X=—Y heisst
undtar bew. or-\v\noaono\ Fo“&

O(-“)onormal Lusen o

Yv,weX: Cv, wdy, = (Fl), Fl)Dy

Es 3.\#: A, F st \anagnxfgu | \somedeisch

2. F sl winkeldrey
3. ker F=90%, dh. Fis} in\‘)eu-'v

Wewn zus&‘z\u‘s\\ n=dmX=dimY ¢ & Se J.ll

Y.
5. {L,"...'Ln} 01-“\n\olma“)05l‘s von X @

{F(b,,),_..’ F(ﬁ,,)} OI-“\lnolma‘\;asis von Y
é. FYoasd Uh'l‘carlor“\oaov\u\

F is) enm ‘somorphismus

+. Die Abbildun ma-\cix A von F beql.

§ F by
Octmonormalbusen  von X )Y \s‘-
v ar / ov-\\\oamm\, dh. AAH’I .

Avs (7) folql, doss A orlhonormale Spallen hal .



F. Melhode der kleinslen Quadrale
.4 QR‘Z?{'@&M& von Malrizen

Wenn  wir  viele 'Dqlmp.m“& haben ,

\ ¥
wollen wir eine msahdnsl aev\aue

o
Qinden. So dass /,,/L{.’(n)w,*a‘n
die Punkle * minimalen Abslond zor T -

/
Gerade haben. In diesem Be§s‘>.‘el

mussden  wie

>

7N
"
a, wd a, beslimmen.

Sei Ax=b ein LGS wil mehr Gleichunqen

als Vorables .

™ A H = H 2 In der Redel

m‘:.“ (esbar

(a)

So suchen wir X6E" so dass “Ax~H\: minimal it

D.h. wir suchen



|W\ Norma\(}u“ \)QQQ:\AQ-\' Sic\\ b nichd- ;n R(A)

o b ¢ spen{o,.. ay

' .
« mn dislance

R (A) = Spoan {04,...,0,,}

\»l&r .se\\en dass die Dislanz minimal |‘s~\-, weun der

Veldder Ax-b  sevkrechd zyr sleht,
L R(A)= spoan §04,..., on}

D;Q : )(“r s arjmn'n ”Ax L“: & AHA x* =AH h

xe E"

WQN\ Rm\J A=n 3” x*= (A"A’4AHL

\Jan Ran Ac n, kann man die Psevdoinverse mit S.‘naulﬁrwer-\-ucleavu:’
-F'mdm (cn.14).

A+A A*-' A+ wmd A A+A' A werden erf?»’”- wenn  Ax=b  keine
L;sw\J l\w" aber min "Ax-la": schon.



BE\S?\ el: 5
£

\J.\( Math‘ﬂ'\ }(4) T At aq"' t ...»"qn"h Dun’ol\tme\ €"AAQ'|.
f(44)= ao*o‘-“'f....*a”l:‘ :f»q
J:(-‘”) = a, * “411«1*-" *+a, L;‘l = yw

14 (2,> f
1 4, . L: o

(1] {_N

UG- =€ = UTUa = qu Gsen um o v erhallen.



8. De-'»ermi nande

Eine Zohl: del: IE"™" — [E
A — ded(A) , |A|

Funkiion P ist eine fa\\s P I:i",eldiv b, Es a'uu-
n! Permulabionen von (4,2,..,n) . Alle  Permuladionen  bilden eine
61upp¢ beziql.'oh °, bezeichnel mit ( )

Einc Pevmulal‘on P kcmn ol; P(oclvu \yon Lenac'\lm:‘cr

Elemenle belrachled werden
P’ by o tige o4, °"’4

v
VA
Diese Dnrs"e"vnj o wicht eindw\(a, aber dic Anzahl der Transposilionen st

entweder immer gerae'c.. oder immer unﬂg;nole.

DQ#. (Das Sldem Sf:,n ener )Permu"cr‘c‘en P ;sl’

+1, is-l erod
S‘a" (P) - 1, v 3 e

-4 v b unawode



Ve quac‘ral-‘sct\

D Delerminanle  einee Maleix A € IE ", bezeichnet  del A
AN ' is+

det A =2 sign(p) © Guper’ " e

Pes..

del A=0 & A sinau\&r &  picht  nverdier bar
det A+0 & A reaular < \werkiecbar

2\-2 Permol-olc‘u\ev\
-2
° p4-‘ (4'1) V-‘O‘-i
Pz ('L,’l) v=A, -

Bsp:

T Qut0,, T 0, 0.,

For \“ec\es k,Le §4,2,.,n% gt

del A = ; (—4)“;‘ Qk.& * del A-qu-] Entwickeln  nack k-der Teile
det A = :24 ()™ a, * det A g Enbuickeln noch gdec Spalle

wobei AU‘.ﬂ die Malrix de{—h\iev‘- durch das  Shreichen der k-len Zeile
und - Spalle won A st

Def : Kv = (_4)0{. “deb Ap ey heisd von O ¢



Re Drcrecks malrizen en\-sprichl dic  Delerminanle dem Produk}
a“er E\cmew‘e der Dieaona\en. (enh.,iz\«ln nach 4. Sen“e)

(Zo'l\en koanen durch S‘)a"n\ erseled wne\cn)

del i bnear in ;‘eo\ev Zale von A

—Q, — —_—, — — O —
—a,— —a, — — Qy—
H = ke i + . i

LUy +bw, u, a W
— QL —— _a'"_ —_—, —

werden zwei Zeilen verlauscht , so wechselt el (A) das Vorzeichen
deb(I) =4 (Dreiecksmoleix = 4-4-1-.-4=4)

hat A eime Null-Zelle, so ist ded (A)=0

ded(yA)= x"-deb(A) (i n-Mal)

hal A zwa G\eicke Zellen, so ist del(A)=0

oddierd wman zv einer Zele ewm Vl'e\{'oc‘\es einer anderen

Zele | so anderd sich del (A) nichh!

I-\'\' A' ene Dindonalma‘n‘l, So ‘us" dd‘A—) das Pmlou- der bica.&‘mewle

Vii. {av Drerecksmalrizen



’Dumus (o\ax,cluss wenwn  wir den cml1 A eE™"

an wev\den :

- Sans“at Al'l' de‘ A

2v bevecdhnen (O(n‘))

del A = (-4)v .‘\i L™

V= Anzu\ll Zelen var\uusckwa en

wobe::
Nei s 'Diuﬂona\e\emen‘e der Zet‘lms\u{enform

det A +t0 & A re&v\ir - Ravﬂ A= n
Solz 8F:  del(AB) = det(A)- del (B) @

A
Korollar 8.€: A isk reqlar = deb(A7) = Fag

Sotz 8.9: deb (A') = deb (A) und  ded(A")= deb(A)

Delerminanle  von  Block malvicen

A c = del(A): de}(B)
o )

det




9. Eiaen werle
&™E isenve\doren

Wir belrachlen .Sdbs-‘—obh-’ldw\am F:V2V, odim Ve, dabe

inlevessieren  wir uns  nur {'Dv veV, die von F skoliert weeden,

dh.  FG)=2Av

A“Q— EV d(e Tv e(V\GM '\ ad\sren l)u\e\en Zusammwen mal dem
Mullyeldor  einen  U.R. von V. E)= {veVlF(v)=)\v}

Die Mev\ae aller  EW wvon F sind deas von F.

Ewme lincare AbL., F: V>V yad ihe Haidro\ms\elluv:l A Bza\. ewer
Boss von V  haben die G|¢-‘cl~m EW uwd die EV  sind Gber die
Ko.,,a.',wl..,au;uoﬁ verbunden. A =2 §

Sev X ein EW von F 5o st ewn

Ul\‘efraum von V.

Die eimes EW s} a\eich
dim E) = dim Kel(A- 'AI). dm Ey 21

Wena wic einen EW A kewnen konnen  wir  den EV
wie {o\al berechnen : (A- )I) x=0



Das = del-(A-lI) hewed  das
der Molix A€E™, und die Bleichung %, (2) =0 die  char. Gle'.chunﬂ.

A sl en EW von A & X ik cine Nillshlle von %, (n)

Ein pd,nom von Grod n Obee € hat 1 Nollslellen, dh.

es SSH n (nic‘\l um\m\l:ﬂ vmcln'eo\m) EW.

Delmlali..\;f.mel alle ovno.‘eren
XA (7‘) = AOL(A'\I) s (a“-))(an_\)_“(“m_“) + “." Permolclionen
Poljnom vea Gr&d n
(_4)" ‘An + (—4)"-4(0“0 Qop *...*+ "m) .'\h-" t...
SBU" yon A

an'x‘ * on-‘v')" ...t ag
SP“' ddA

Die eines EW X sk die  Viel fachheit

von N als Mllslelle n %, (3).

8eom. Viel ¢ Ols Viel




Geomc‘ﬁscl\e |nlerprelnl(on-' Eiaenveuo«en s?nd rR:eanJen, Jn‘e Von
dec Abb. nichl verauded werden. En"aw:l
dec EV  widd ‘Qdemnl‘ek um den
Eiaenwe(-" skollerd.

andeve  Bosis
A ond |C=T AT| hoben dasselbe

char. Pelynem, die selbe del, die selbe Spor  ud  die G\eie\un Ew.

Die EV zu verschiedenen EW sind Lu. Dh  eine  lin. Abb.  kann

mesimal n=dim V verschiedene EW haben.

re3v|5r

s n Lu. E.‘ameuo...\

Wenn wir eme Basis aus Eisenvel(\onn {Br AcE™ hoben, so
is-" A aLnl;ch zu ewner diuaonu\eh Holrix A.

A c [ Va VY | = [ Vo Vg

A=VAV.4 =2 A s} du‘uonalfsu‘ulvor dvrch V.

n A "
Dies kawn als Basis-‘rans{mmu-\l‘on E -_— E

3332‘\% werdev\ und kl\f-\ uns VI lv_4 VI lv-a

Au{—aaken wie Axzb uwd A*
schnell  zv bweelmon. E“ A > E"

ellnrac‘l
zv be(ecl-men



Wenn A€E™" n_verschiedene EW het s} sie immer dioﬂona\isievlnr,
denn dann sind die EV b.u. und biden eine E;aeansis. Aber auch
Madrizen mt EW die nicht alle veschieden sind, Konnen ditﬁond\‘sl‘«lﬂr

sewn,

Ae o st A;aaonaln‘sierlmr &> geom. Viel \"edu EWs = seie nla.\lu‘cl

Es 81“- der

Sev Ae€™ Mermidesch: A" A Sei AER™ recl-symebiisth: A=A
) alle EW sind reel 3) alle. EW €R
ii) die EV zv verschiedenen EW ii) die EV zv verschiedenen EW
sind pasrweise_octhogonel begl. sind gasrueise_octhogonal begl.
des  Slandard skolorprodukles in €. des Slandard skolorprodokles in R .
iii) Es 3‘.\:\ ewe oclhonomale Rasis iii) Es s}\s\ ewe oclhonomale Rasis
des €" aus EV u,. u, v A des R aus EV u,.ou, ven A
V) For die unitive Mabrix W) R die ordhegomle  Molrix
U= (v u,) 3;\4- U= (u.u) gtk
UtAu- A UAu-A

A“Q Herm;-\escl\m /ree\-sym. Hu-\vizen s;nd Sku“ewnsen von w“\ommultn Atlnnv\

und se‘ﬂnn zu den Maleizen (normnl &> d-‘uonahsiuhur duech
uniVGr Haln'x).



SQ; Ae EM“ eine Herm'r\eul\e Madeix , So heissl sie:
c wenn  Vx 6E", x40 gt »"Ax >0 = ale EV 70
. wenn Vx 6E", x40 aill x"Ax 20 = alle Ew 20

Wem\ A posil&.m. d&r;n;‘ lls-‘—, dtrhv\iu" sie das S‘(a‘urproduH»

(uv) — PAv.

Eil\@ HQVM\.-\EMLQ Ifel‘.-s"m. Mobix A -‘»fa.\_sformiu‘- die E;nheuskusel in E” =zu
einem E\ipsoid mid Hooplachsen  Nqu,, Naup ..y At

DGS possied auch seneull mit allen  lin. Ab\;&ldunaen A! Die E-'nheihkojn.l wird  2Zv
einem Elipcoiclen . Dobei  kownen Dimensionen kellabieren , nahmlich dim Ker A.
Die Havptachsen des Elipsoiden sind Senue“ robierd.

i) A %us T Naah=a N N=4

Vq V’_ Sl"\d vl /\) o u,
Urbitder von — > _¥_> U, 1 Uy
Es 3\“' nichd umLQJi-\qj

Ou, Ouu, v,
A v, = o, |

Va4, Vz= U,

Av, =0,

Es 3\\;‘\' immer  soche  Ocdhonormalbesen {v,, v,.} {u., o Uny  und

€0
64 ..0n €eR”, so dass

A V = u z UV sind or"kosonaLIuni\-Sr
Z lS"' reel ‘r Jl‘uﬁono\ 2 20




Dies nennen W;f eine S:nau\irww"u(ltaunj . Eine SVD exislierd
{:\'or Jedc. “aln\(' can\ ob quadra-ksdw oder re:\v\ac.

Wie kommen wir dal'_WFZ

Wir wissen, dass A"A  immer  Hermilesch  und positive defini} is). Deshalb aiu es

f.?r A"A  cine Speld-rolr.evkaou AHAV =VA . Nen sochiecen wir die

Speu-m\:ev\eaona, so dass Ne 2N, 2. 3N, 2N =.=,70 , wobei r - qu A.

LE
H | | | | | | | | T"-. . O wir de{:niuen'-
AA Va - Vg Voo Vo = VooV Voo Vi 0 7 T;:=-‘Ti'

o T I TT 1/\O ™p
v. V! v. V!

nxn
Nxr nx (n-v) Nxr nx (h-v)

Damit  konnen  wir {u\amde Gleicl\w:‘ oul!sle"em
A'AV, =V, ZF molk. it V" ven links

VCA'AN, = T moll. mit Ty von rechls wad liaks
(T Ve AYAY, )= 1

Darous Po\%x'- AV, Z-: = u, = AV,= U, Z,. ~ redvziecde  SVD

Eraq—nzen wie U, 2zu einer wnilaren

Ha‘r'\x u (Gmm-Schmidl-) erhau-fv\ wir

=2[A=UZV"| vl SVD




Die Malix U dn‘o.aonal.'siecl- AA" = uTHH

Die Maix V da‘o.aonalu'sier\» AAY = vyt Bmk: AER™ o UV reel
W‘ﬂ ')"‘ immer veel 20

Falls A inveckierbar s ¢ A-A =V Z-‘ U"

SVYD bildiich:

mmm >n
n
W A | =w U
n ™
mén
Li
m A = ud 0%50 "
! \")
n m n n




AeE™ A E'-F" A= UTV" = v(v*u) V"
\—d

R

/H—\ . '
A = v R i V kann aew-sse Dimensionen

\-y—f\ kollabieren.
- / Skn‘;ewn J
on. [ uni 3 e
A\:::l‘:vé ! lee orlhoaona\m Hauplocl\sm
(rolnl;on unJ'oAcr)
SPIESQ\W\&

‘B'\s anhin  konnlen wic die Medhode der klemslen Quodrale nur onwenden,
wenn der Rons A=n  war. Mt SVD JGH» es non avch  wenn Rovﬁ Acn.

mxn

Erimerwﬂf AGE ' Ax=b ~—r Of&v;\;n "Ax-\ﬂl:

- - _i%'? VH
A - u [ r= (Ranﬂ A

O 10




\J;( k;'\'\@'\ nun vw\{bvmev\ :
o\a u unilﬁr e 8

= Uisl lan:'m‘veu

NA-bI; = N UZV*-b I = Nu(zvie-u')il = 0TV -whit

ﬂ:: VHX . crE= qu

T Ya Ca L
c
T Y t
=) = arqmin || Ty-cll} = ' -\
s" ' * ¥ Nr c.r
° :
° Cm 2

DQS Hiﬂ;mvm wird ene'um- (’\—lr 3,:% ) e 5(=C+J,'. Die Werle
Year - Y spielen keive Rolle, weshalb wir sie cvf— 0 selcen.

Z+ Peevdo inverse

= X’= VZ+u"b sk eine L‘asu.\\.l von Ax=b

A+ = VZ+u" isk diec  Pseudoinverse von A, so  duss
x*= A'b.

Good (,ucL and

von

hove un duvmﬂ
Th c E"A repe‘-ll\on V "



