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Themen vn Hewke:

> Ted1: fm\a)m hThemen/Aw{)gulom Vo lekter Wodae 7
> Tl 2: Kecwp dor T heorie ven dieser Wodhe:
1. Aquivaleni % Redmltion von Kr'b'\{itegmppen

1.1 Uxarakieﬂsiefw\j ven Kr&@teﬁruppen

1.2 Die Dyname % ihve Tnvasianken

1.3 stotische Hq[uivale,ni

1.4 meld»eyisieruna viner Kr&{lteo}ruppe wittels dar Invarianten dar Dynome

1. Der Frulnu’cs%rwk
> Tail 3 m’“"a"a"‘%ﬁ“’“" [ssen [ Sene B)

Teil1: ’(:raﬂu\%taTkemen von |ekzte Wothe 7

Qw22 Beim Berotnen wn. Momenten und Luerwwﬂer\ Mr\? man e Kr&ﬁice
ez\klw\.é ihrer vers daceben .

0) Rotodions achee [/J')rk,umg,\ Dina O Senkrecite o) 2w minde {?w TecdhMegh

@Jw'&']" Wie bestimmt man das Moment  finar \G’(»P’C -IEA be&ugJAdN Purdck 0 7
ﬁ? = Fop X -[EA
b) Moﬁ = r-{:ﬁ = s Wenn ?.b_-\;
@ M= r-Fp tos ()
m: ﬁ2+—r’03,¢§




Tl 2: Kecnp dur Theore von dieser Wodna
Good to kmowy: Momenke beredhnon in 2D -

\ ! M(f\ =r fAU)S (K) - dann KichCuwny mit dor

N A recJ,\}um-H(u‘::k\?I Regel. bestimmen: 5
r 0 g;
A
- MO = ( 0 > Moment

r Fa tos ()
A — A_(ra?slx) ) g )
Uheck: Mo - rs:\ (K)) X( 0 ) (FA-r(zs («)

?1 hot in 2D immer nur eint Kom?ov\ev&e 9

0

e

1. AWVO.\PJ\‘E & Reduldion wvon Kr'&@te j\mﬂ;en
H\S ers{'es MSSen Wir inv‘\ge Be{jﬁ[z{)e kﬁnnenlernen"

KriFtC%ruppv Ist e Sawvxlw»a von, KrT»Fto\, e an tnem Korpe Mﬁrbifv\.

{F7=1% F, . B’

P ist dabe dur Av\aﬁffs':wdw dar Kl"‘ie""’-a"‘"{’Pe
; 1’:3 ?i ist dur Ortsvelkor 2w P .

Tonkrals Krafrearuppe: Wenn 4 Uirluongsbinien aller Kiire siner [03ftepuppe

d“"d'\' Lunan PUJ\.kk ehan
.--"/Fl ﬁFi?"'il'—:n sy Fs?
Domn st K= SF.= ?,,+EZ+-{;3 +0 o

-

Mo=0
das Mowenk bwi(?&d» P (Plt. wo aliy b\)Tr‘a«maxQ:mcn d.wdnédrun)



Kr&(?kqm.ur: bustuk am 2 u\i:ﬂe:}m?umt ?uidnkeke Kr'oLeJu g{ud\m Bekrou‘s,

—_

=0

— —= ¥

M=¥xF

/ N Abstand 2w. den 2 Ar\an'f{lspunldcm

-

. *2
das Moment 1St in diesem Fall un Moh&njij wom Be’mjspw\ld".
Fo-F

[Bl= 1B 1=1¢ . Fi=-

1 Worwm 2 Nehmen wir an, Wir beredanen das Moment betily:d\ 0. Donn:
- — - - ] - - - - -
—t:l(*)d-=qu + MR = 7‘;*?4"'?7.”:;: rxE + 7, x(=F) = "«"ﬁ'?z""'ﬁ(-r:"’z)" Fo = FxE
he i t
F=-F - o
- —9-(-,,: 1 - - F- €
*2 \A)arwn? - Transformatrons regel : M, = M +_r’ xR = Mg = ?’l =-I\Z P ReSK 7—? =7
]00 J v v J ! r "Me bR (Roshand, 2 dan 2 ﬁnaﬁﬁlspld--)
R=0

Nudbsyprtem [ Sustem. i Glidngewichk:  Eine Kifregruppe it an Nutbsguten, boo. du
S‘?“’“ (dh. Karper wni K’.&&‘T‘*Pl’e) ist im GWWM, Wenn i _E=0

. Mit =0
S\ambousmz 153 &0

2. Die Dar\me onar Kr'i?kaaruppe st lhgxniu’c ols:

3‘ K INP‘Z (&Mlb(a qur Kinemake in Kinemakik)

bd;'\ebiﬁer Plet.

Eine Kr'&{éteﬂmppe kann immer Mgﬂ\fe Dvname, redmtiert Werden.
ﬂm\o%aw Ginamots Desthreibt die Dx\t)nw U Kratltejm,,pe I(DMPICHT & besitzt

2 Tavovi anten:

- =
1. Tovarante: L, =K

Erﬁnneru,\a-. Thvariante = uberall glw\ wg k.

2. Invorionte: |1, = -PZP_K’

Nun stelit sidh dae Frouae, wann 2 Kr'oletegmppm an Ginem SK dasebe W’lrkwxa haben .
Dann haissen divse Kf&?&earu{opm (stokisen) Bguivodenk .



3. Stadxsdae éQruivw\enzs
De@(nz{’&wa;uv\'dss sind 2 kxl{)/te—aru.ppm stodis dh Rq_ulvalfnt ) Wenn Thre C‘le&amtlkis“\'un&en

gsd sk | POEFT) = POTEGT) | Y SK-Bemequagen

Dot wos @olyt daraws ¢

Ermmenm\d] P- éesumﬂm%mg— K -ayg t MB W . < Adktung das ?/“* nr bei SK “}ifﬁ“@”&’i)
MB (Gesamtmoment be%ugluda B= E MB[ Z FBI X F

R = Reswlkicrande = ZF,
%\’B) R 3= Kinemate

o P=R-3 Up + Mg erhakten wir, dam 2 MP%WPM $T3LS Z:'g
gtokisth aguivolent sind ) wenn R‘t?' Ric i3 ol M{"iF = K’T ‘{21’?
Dh. in Kirze:

A\I\)enﬂ 2 l(mgreﬂmppm in tinem bdliebigen Punlk dia 8‘14():\!. nowu. 3 K MP
haken s»m{ se  shodis aq»ava\ev&

BSP: \F‘: / E ‘\Cn /34
A
NE IA
"\ E, Gs
1F3- 1%, % 3 §Ef§= 16, Z;2, 2:3’ Zﬁ

%?‘;f k. 7617 sind Versdisdune lbi@.teﬂmppﬁn, da M€ denselben S wirlen,

-

Fols Rq + F “'F = Ry 844—2\1"’?;-34' 'Z'”f “.‘_"_é
MPiff F" 16;3 | dann  Sind ct_{;.-f wnd %le stokisda Blg[uivalen’t,




Stodesthre uq;uvalem‘l wn L Km.@tfy\
Z Kfﬁg‘t F wnd 63 Sindk stodisdh an}&v\* wenn*
F G !_A_vwl (,Jlfbmg.&@.me.m F (,\)lrbmy@‘uie,mg
i Rk Byt st el
7. . Schn .
B A wek g osind € aguavalen
b

Qwiz: (Welche lCr'oL‘ltc sind stodictin &qp:\vaku\t? T:A \J.-.

/2

B
Zwmm{lusw\a :

Chamkkeﬁsivw\a gner Kr&{}keo}ruppe mittels der Invarianten d;rDanme'-

Krl@kzpw [ £ Moment) - —é=0 Wk V\PWEO
Bineellaft: R#0 wol T,=0
Nutlyen - R0 e M,=0

Sthroube: I,#0
Fir 2 Kri{ﬁteﬁmppcn %?3 Wk ﬁ—gf. $: stodisdh '&Q}Alvakcv\t wenn

-2 - 5 - - ) -
Ri%3= RiGi§ wa M, 1Fi3= Mpi67
7

bwdoij, abfrj[fjdner Pkt.




2. Der Fra hutssroub

Der Freiheitsarod ist dia Anzadd wwbhangioyr Bewegungen, wekdaer en Korper oder
S\&z’rem md/\%z» kann . ' el i

Um dan Freihnﬂ‘sgmi s Staa{-ems 2 beatimmen | muw man salopp gyt sich
uberlegen, in wldnt Ridkungen ° side dus S\},ﬂ‘em unalohb'.n?(:(a bewe%en laron
(Keine ﬂn%d' es ?(tb{' auwth tine formel d&gw )

Sd/\,umm Wir wng Tuarst uk(lw/\ tn  Untlner «Prmr Kb'rper im K oam on:

Freier orperin 3D

Six degrees of freedom — 6DoF

Up Xeais

Bacy

Fre,ihe,i’rsgrmd =6

\\\\\

Froer Kb'rper in 2D:

N

— Jcann Sidh in 3“Ridd:w\3en“ (X,\j ) Eo{‘dmn) be,uudm

Z —_—
£

J FYU ku{'s%ad = 3

Nun wellen wir uns ansdhamen | wie man dan Fruhu”cs%rouk Qi SWW (s
mehreren SK & Bir\dur\ﬁen) bestimmen lkann. Dmei'u haben wir eine natzlidn Formel:

€=n—b

n= Summe dur Frohetsgrade dar dnzehnn (Gorper
b= Anzadd dor Linsor Wuloh'&ng/:%m Bino\m%ﬁgludz\w»gen
L Bind.,umaen redawzieren dan Frdke&‘fsamd % oA S\r’rws?




Bo,isp'ldu

2D D
o (ein Punkt) n=2 n=3
./. n-:2'2_:4' n:'Z-S;_—b
=1 b=1
-) ,F=4—4::3 =)€=b_1zg
A n=3-2=b n= 3-3=9
b=3 b=3
=)€=6—3=3 -) €= 9—3:6
n=4-2=3§ h=43= 12
diese Bindawng sthrankt i b=5 b=b
Z‘gedc:«n Fre;qnukaru\, =3 ez §-5=3 = #" 12-b=6
Mok water an = nidk
witzihlen !

L wir haben hier uawtum bewiesen, dass en SK in 2D dan Frukei{ﬂgxul 3,
in 3D daun Erehettcorad b hat ! (oin SK ist gine HM&MM\NJ/\% Ven Zugsammen—
l?(\)ow\(iu\m wakerthen Punidten)

BUSP'\QL'- mehrere SK in 2D

rlit ohne glaiten
g 2 3 é 7

n=3 n=3 n=2:3=6b
b=2 b=2 b= 2+2+2=b
= $=3-2=1 = =321 = = §-b=0

Tipp= b bestimmen: Uber\eﬂe, in welche Ridn{'umgen der Korper sith nichk mehr beweaen konn.



Die Md\fi%ﬁm B‘mdw\gen ({l&r e Serie B):

A4 4

l)= ya b-.:. A b____ 1
wakhongige Bewequagen Wb hangige Bew - i hinaios. Bewedungen
n x W?i%‘-ﬁ,ﬁt - W&%‘_R,&?k yiy Beueguny

mbd:mnﬂbdw nodak Mo %Ad,v Il e M%A



11ﬂ3=Uhm%wM%Tmmm—&m36

4. Welche der folgenden Systemen haben den Freiheitsgrad 2 ?

AU»JC das 15t

klun Normaler "
(elenk

ol szrd'ew hben 3 S = n=133=9
ﬂﬁini ¥ OA'T\.M/UJOI’M-J\Y'%I Bivxdu\,\gen (g BQWET)\AI\%U,‘NSC}VE L ')

b= 44242+ 1+1=3

f=nb=9-3=2

b= 242+2+2=§

{)zn-b= 9-03 =1



L: 24242+ 2t = 9
f=nb=9-9-0

b= 2+242+2 =°¢
Pry\—bz 0-3 =1

—

= we A Wk thuh?rmtz

—s
———



. Auf einer Kugel mit dem Radius R rollt ei-
ne Kreisscheibe mit dem Radius R/2, die auf
einer in O gelagerten Welle sitzt. Die Schei-
benebene enthélt im Beriithrungspunkt P die
Normale zur Kugelfliche, welche mit der Ver-
tikalen einen Winkel von 7/6 einschliesst.
Der Mittelpunkt C' der Nabe bewegt sich mit
der Geschwindigkeit v = (0, v, 0). In wel-
cher Abbildung ist die richtige momentane
Rotationsachse der Kreiselung dargestellt?

O e Plte O‘Me Rotodonsociue
heben 9= 0




1. ! Die Krifte Fy = Fe,, Fp = Fe,, und Fc = Fe, greifen geméss Abbildung an
einem starren Quader an (Kantenlidngen b, a, a).

e:

-
F, Ev’mnerw\a: \V\Q =

o s ¢

! . - |
»‘ e Aoktung, lain Wi ful !
1. Berechnen Sie die Dyname der Kréftegruppe in O.
2. Berechnen Sie die Dyname der Kréftegruppe in P.

a
3. Wie muss das Verhéltnis — gewéhlt werden, damit sich die Kraftegruppe auf

eine Einzelkraft reduzieren lasst?

haw’d O -— 0 - F
oo Kr'ol@kc in thkoqurw\ mh.%&d/\r&b{r\i Fﬁ: ( E ) ‘:B: (?:) FC= ( 0 )
Q

1) D\ahwimPM\(kO’ i—lé, St g

ﬂ_h\__ _>‘|=-—7A -;R =c -aoF 0 B — 0
M7= 2 e = Mo e b —(LOF >+(—0o\F =Y

Dynams. tm Plt. 0: $%, Mo3= %( ( )f




2) Danw m Plk, P = %fé'ﬁ?—ﬁ
= E
€ (1) (ewwd
T\,l):n\': F/)l'o""\' "’—‘2?0 X—f{ (Trweorcg-e\) |
aelpdyr B
= [ 0 )F-l— 0 | X[ ]F T
b—o 'y 1
((—o\) (& — 0+ o 0
= 9 + —{H—b) F = -0+l >F= ( b—o | F
- —b b-o—b
- 1 0
=J iK;Mng %(1)1::(‘0::)[:5

. Yl bQNJ‘,’S QIPZX“'(? )

3) Ein&&bm?}v wern  R#F0  wwk I,50

- =

Nehwe Dypams imn Pt 00§, Mg

— 1 —Q 2 2 |
L=RM= [ )F |0 Jf= o+b-)F=(b-20)F=0
‘ 0 1 b—oa

1\
s F#0 b

NIES

B

£ Wir Kidten omde Plek. P ndhwan lomnan & wiven u»{? dos QQLUN. Result ok gp.hnnmenz

a1

0 ,
I,= KMy (3)F-[ —m)F=(b—o»—a)Fz= (b-20) F2 20

—h

=> p-20=0 & =20 &
dw 0

-

cs-\s
N

—_—




. 2 Bestimmen Sie die eingezeichneten Komponenten der sechs am Wiirfel (Seitenléinge

a) skizzierten Kréfte so, dass sie einem Momentvektor in z-Richtung vom Betrag M
statisch dquivalent sind.

B a
| Fe
C > D

F,

a vFD F
L oe——JE

/A FF -

// a FE
e E

0
Wir massen die Kr?i{’xe S0 bu’h’rvuv\en, sd. Stodisch 'ciqu;vala\t 20 (’a)

—~ — 0
= dh. R=0 wat @N—"( ) & wae Ael.
M

= Rirmissen dorams o GUW sa}hm wﬂpﬁdm L omde den
Wb el anndcon \Com1ooneh’fen {Zlow)

9. alle Kr’&(.)kt in Vd(i?Or@Orw\ M?Kdvejb-&m

F (0 ) —F7 (FB) f 0 > —F, 0 > BeT:
=| o F=| & =1 0 e
[ ) 8\ o NN A F 2t




FQ—F€= 0 &= FB=FE @
F-fem0 © Fef —©
FA"FD=0 & FﬁzFD "'@

darops erhalfen wir :

-
MZO{— b 123 tMani

/\bdfubfg Sk b C (in MUl PUEA = v kimet-sonon duss e o) dusseloe
Mv\m "/OIMM{_ ))

- A - —0 0 0
i (L1
i -7

ﬁf ] 6’ j)w.rtwyl,w fehan dinrdn C

;)X(_SFD ) ) (_?:D>



o @, Ol ® ¢ B=F=-F = -Fp=-
*(FEJrFF)a:M = Fe*”ﬂ’%
= =g 7O

Somak hoben wir: (ows () wal @)

_h M
pr 200 FD"’ Z
M M
Fp= 2. Fe= 5
M M
Fe= 2 %= 2 /

FE = "FB
(a) Z_FE :-};—‘
Fp=TFe



5. Ein starrer Kegel rollt mit der gegebenen Rotationsschnelligkeit w auf der xy-Ebene
ab, so dass seine Spitze stets im Ursprung des raumfesten kartesischem Koordinaten-
systems liegt. Die Abmessungen sind der Skizze zu entnehmen.

Mz

1. Was ist in der skizzierten Lage die momentane Rotationsachse?

2. Bestimmen Sie die Geschwindigkeitsvektoren vp und v, in den Punkten P und
M in der momentanen Lage.

3. Wie lange braucht der Kegel fur eine Umdrehung um die z-Achse?

1) sihy Skizze  Lrofien ol glushen:
7 B
l,um?vm&do\c
l ) fonze Kont adckling, 2um Bodun st MZ )
J,u Y‘(IX) = 0{'( ) & C'w'a.thzvabzdzw»a_ ot (o(old) ols Pl cw{) dor Geradan

0
(<]
A

1

— \ i
Rdak ve,l(xor(e,w)
D By w3, t
&AL
.OASQ‘\:'%’OP-) ]
M . roo= 20csin (0°)= 43
Lo ' 2 2s-tas (36)= plp sin (60°) = 430

B 2 (t' g
§_<_ X ' ja : v hz rM,M= '\E& Sin [30") = A‘g&.
fom! = NRartes (36) = =
l— M2 - binee st @

=) SK-Formel verwenden:
5 ~ ] W — 20 0
z\)r'“T\”oi-Bxlzop = (0 )" 0 [X{ © )‘(‘@aw

{ 0 0 N30 0

Wir kennen diere Guwnwsmt (T wel Mle Mz)




D) 2t Qi wne umwwa uv dis 2 - B duses

Plt. M blebt immer a-€ derselloon Hohel ( 2- Komponevd'e_ von M )
/ andert sida nicht

Bawmlunrve ven Plt. M basti mmen:
Wekthe,  Strece QI\XV\}CQrLU}/c Plt. M in tines wllen \LM.CLV{J'\'W\.&7

Nviw

— U= 2ar (Uwu{,wud FYVNY) ‘O’&ru) r= rOM’ =
o U 20 20- 3ma

oW

N]%

Schwuligleck von Pt K= = [, =

Wir wissen , doss |Stredoe= Zut + Schnelliglast | (hofectbch o

dom GIUM)
Streda
= 2yt = i
AR
swmgu [Vi_.'fé: -2
U 3ara a L
= t= = TR n w
Dy LERYR ﬁ v i







6. Eine Kugel mit Radius r rollt auf einer festen Kegelfliche AB vom halben Offnungs-
winkel 7/4, einer festen Kegelfliche BC' vom gleichen Offnungswinkel und auf der
gezeichneten, um e, drehenden Welle ab. Die Welle rotiere mit der Rotationsge-
schwindigkeit w. Was ist die Kinemate der Kugel in ihrem Mittelpunkt O?

! Welle

Ginamake i Punkt 0 = §%, BT 7

Stwitt 1@ Distanzen bertimmen:
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44444444444444

— N I
2= r-Sin ‘4" =

=) S= 34+ Sz= r-sSin ‘13‘—> +Y‘-Sir\

%+
v
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-
~
+
-+
~
-
-
v
-
~
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o
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o

=) d= Zr—rms(r%)= r- (2-12 =

z

3
ZY‘

l;lyt targ edeak M{! dar u,,yx

444449

444444044475 0840

4444444444042

:r‘ — -

B Y ﬁms)
273 2.



Schntt2 - M2 bu{'{mmf/\
= g ol anp dor laakx@gngm Sthiens

-
Distanzen _b_zu W hehmen!

> Vieeel Uh{}ﬂdﬂfr ods Wenn
nitht B

ot akioms achue dor el
(®)) khﬁ

Duk E sind M2

I\‘Q‘” \(,,32\ '
- Wy e 1 wom‘)omevx‘}e (M&MV\'\'B n

= wg—( g> x—\%w%

Sowntt 2 \(.ow\povnevv\‘m bere danen
T v Walle it beeawmt & F wh oin Pk aN{) Wele & \%e\



: - - wk y O

= Wy XV = 0 = N2+ A2
k™ " FE N34 N3 >— W

0 2 ' 0

Ns
=) —gér‘bo=-— Aﬁ+f rw, /—'.—Y' /'2.

3wz — (N3+A2) W, ((mb)'(a—b): (b
=) wkz-—zw.._i—-_.[\r‘i—__ﬁ :——Sw-———'\[g—l\,—z =

NB+NZ  43-N2 3-2

[ Vo 1
4
= —3uw (NB-42)

— Wi -
= W= 0| = -3 M—S—A)—Z) €y

0

(a) vo:¥

(2 —V3)rw e, W= —2w(V/3 —2)e,.
(b) vpo = \/g(B—ﬂ)rw e,; wp=2w(B+v2)e,.
(¢c) vo =v2B - V2we,; wip=r1w(v3+2)e,.
(d) vo = %(B—ﬂ)rwey; wi, = w(vV3+V2) e,.

Vo = %(\f —V2rwey,; wp=—3w(v3—V2)e,. =>



(\?o omth noth er?.UN\Q,n"

- a’-EAB_rw[Ar \3) 23




7. (Optional) Der Bewegungszustand eines starren Quaders mit den Seitenldngen a,
a und 2a ist zur Zeit ¢ durch die Geschwindigkeiten in den Ecken E, D, F, die
Rotationsgeschwindigekit w und die Schnelligkeit v; = v/2v auf der Zentralachse
gegeben:

2v, dy, f1, 0,
vg = | ez |; vp = |da, | ; ve=| v |; w=wl| 1,
€3 2v f3 1

wobei ey, e3, ,dy, dy, f1, f3, w unbekannt sind.

z
FE H
a
F G a
A D y
B 2. C

x

1. Stellen Sie den Bewegungszustand durch eine Kinemate in der Ecke D dar.

2. Bestimmen Sie die Zentralachse (.



