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Komplexe Analysis Zusammenfassung Logarithms : → auf der negatirenreellen Achee nicht stetigbzmundef . ! Stetigkeit einer Funktionzeigen:

1=521 Prof . A. Iozti s= log (2-7--10942-1) + iiarglzls.d.es = z
•

allgemeine E- S - kritenum :

• Composition von stetigen FunktionenLina De Windt
,
ldewindt@ etht.ch ↳

ist nicht eindeutig . ↳ z
,
sin 12-1

, exp 12-1
,
- - .

Log 12-1 := log 1124)+iiArg 12-1 wobei Argtt) c- [-1-1,1-1] ↳

oft nicht stetig : Kompositionen von E
,
12-12

, Arg 1H1.Grundlagen : ↳
Haupt wert des logarithms . dieser ist Eindeutig &

holom . b- 2- c-61 Real > 0
• Grentwert link

.
nicht eindeutig ) ⇒ nicht stetig52=-1 NI

komplexewurteln : K c- No
Sei 2- = ✗ + iy ( kartesisch / Normalform ) : y .

- - - - - •
Z

nrz= lziñei 14+2
-11k¥

-2.13
. him (F)2$ → versuche y=O ,

✗=y .
I = ✗- iy I konjugierte ) %

> R

Sei Z = IZIÉ? Dann :
→

genau n liosungen . z→ ,

✗ 2. Komplexwertigefunktionen:12-1 = Nityz 2,2 Abteilung komplexwertiger Funktionen
12-12 = E. z I Def . 2.9 : Sei U EE offer , f : U → a stetig . fist ableitbar / E- differenzierbar in

f :D→ ¢
^ "=

f
It 2- = 2.Rett) Rett) -_ ✗ = 12 ( 2- + E) ftto)

Zoe U , falls F him f- (Z ) - f- (%)
=ftp.oj-ddzf-czog-limfk-ol-OZI-f/Zo)Z-Z---2iImtt

) Im 12-1 = y
= (z - E)

# IR
z→zo 2- -Zo oz→o

oz

D ist ein Gebiet in 1C = die Abteilung von f an der Stelle Zo .

17^+2-21<-12^1+12-21 D- Ungleichung
komplexwertige Funktion : Graph (f) c- ¢2 -51124 →

nicht

darstellbar:( Particle Ableitungen :Hn - 2-21=17^1-12-21

Polardarstellung : flzt-flxtiiyl-ulx.yltiivlx.gl pep,
¥ fix, g) = him f- KY )- f- 1×019 )

✗→ Xo ✗ - Xo

2- = real = r ( cos (e) + isin lie )) = rcis (e) 2.1 Stetigkeit & Greritwerte : §yf↳y , = him fix, y )
- fix , yo )

wobei r= 12-1 = Nxztyz I Def 2.2 : Sei UCE eine often Télmenge . Eine Function fill
→ E heist y→y, y

-

yo
n y stetig im Punkt zoe U , falls V-E >0,7s > 0 s.d.lt 2- EU : 12--2-01<8--711-171 - f-KIKE Satz : f : U→¢ an der Stelle zo c- U E-diffbar ⇒ fan der Stelle Zo Stetigf- Arg 12-1 = arctan (F) + I. it

,

2
•
Z gilt . fist stetig auf U , falls fstetig in jedem Pkt 2- c- Uist .

r Holomorphic Funktionen :
or

a im 2.Quadranten s IR Def . 2.4 : Sei Ueuieoffene Teilmenge UCCI
,
2-

☐
c- U und f : UI Ezo} → 6 .

wobei I := { - n im 3.Quadranten 1) f- : U → CI heist holomorph auf U falls sie auf ganz3 4 a c- E ist der GrenzWert von f in zo ( Not : him flz) = a) falls
0 sonnet z→z. U diffbar ist .

V-E>0
,
Fr=r (E) > 0 mit Blzo

,
r ) EU and If 12-1 -al < E b- 2- c- Blzo ,r ) , 2- =/ Zo

kartesisch cos (g) = Izlei" + e-
ill )

⇐, {
✗= Retz)= rcosp Bem: zhjmz

.

-112-1 = a ⇐slim Rectal)= Reta) and him Imlfl# = Imlal V7 c- U 2) f : U → CI heist hobomorph in 2-
☐

EU falls sie in einer
2-→ Zo 2- → z,

y
-

- Imlzl - rsiny sin 141 = File
"
- e-
il ) offerer Menge um zo hobomorph ist .

1) F him -112-1
2-→ Zo

• f : U→¢ ist ganz falls in 2) U= E istRechenregeln : •Zntzz = En + Ez 1-221=12-1
>
= Ez Bem : fist in zostetig

⇐> {2) f- G-list in Zo definiert
Sei 2- = ✗+ iy . • zizz = En - Ez -z=eiT= e-

ie Bey: fist diffbar in to ⇒ fist stetig in Zo
3) III. f- 12-1 = flzo)

• Re (z ) = Izlz + E) eZ☐i= 1 = e-
Ziti ;é"i= -1 Gennett : Benn : Def von f- enthiitt E : fist nie holomorph

cost-2+2 a) = cos (7)
• Im 12-1=2^7 Iz - E) NI

µ
,
I FIND

leak erects
↳ ) fin einemPMN Rechenregeln : Seina

, PEE und f , g G- diffbar .
• E'=

É
- (

✗ WZ
• ftto)stetiglbzw.stetigz.gg

,

z .E- ✗z+yz)+i(¥+yi) I =É⇐> expat = exp (E) µP a) lineantiit : lift p g)
'
= xf ' + pg

'

> IR > IR (goinzbarl ⇒ I
pµ(

2) Prodnktregel:(f-g)
'

=f!g + f. g
,

Die off ene Kreisscheibe : seize 1C und sei r c- 112=0
.

Die offene Kreis- #⑨pÉD fiwz) G- rentwert an diesem

Scheibe mit Zentrum Zo und Radius r ist die Teilmenge 3) Quotientenregel
: (f)

'

= F-G- f-9
'

fzmit glz, # Og-
Blzo

,
r ) : = {2- c- E : Iz - zokr } von ¢ .

damnit Great wert existiert : jedeerdenkliche Kurve muss gegen
den Gren-2wert konvergieren ! 4) Keltenregel : ( flglzl))

'
= f-

'

1gal)
-

g
' 12-1

Def. offer : Eine Télmenge UCE heist offer , wenn zu jedem 2- c- U
, Insbesondere: Iede Gerade durch einen Pkt

. muss gegen
den

Fein Radius E > 0 s.d.BIZ
,
E) c- U gilt . Grenzwert konvergieren ! 5) (¥%n Iz- -201h)

"

= ¥9 ncnl-2- Zo)"" b- 2- c- Konvergenzradius
Der Fundamentalsatt der Algebra

:
nicht unbedingt versa .

⇒ 2 Geraden haben untersch . Grentwert ⇒ $ Grenzwert !

I Bsp : f- →F→↳
besagt , class ein Polynom n- ten Grades

genann
NSTEIC hat

.



2,3 Die Cauchy - Riemann Gleichungen 3. Kurvenintegrale f- komplexewgintegrale) Eigenschaften : Sei y:[on ] → U EE ein Pfad und f:U→E stetig .
Sei f : U→ ¢ , flzl= UH , y ) + irllx, y ) . Falls es getter : ↳

Integral komplexwertigerfkt .Def . 2.31 : Seif :[ a. b) → 6 . Dann ist iiberkurrenincbereamen
1) lineantiit : Sei g c-

U→ ¢ stetig und ✗
, PEE. Dann gilt

:

412-01 = Ulxo
, yo)= § VIX , , yo) = Vylzo) b b b

damn ist f E- diffbar . fafltdt :=/
a
Relflt;) dtt / Im / fit,)dt ↳ [✗ f- 12-1 + pg 12-1]dz= ✗ fyfttldztpfyfczldz

d a

Uylzol =- UH , Yo) = -0 Ulxo
, yo)= -0×(2-0) Bem : die Integrate Sind reek .

dy 2) Sei s:[ 0,1 ]→ U EE durch 811-1 :=yG - t) definiert . Dann

Zudem gilt
: f

'
Hot = uxlzo ) + iv. 1-41=8×11%1 Def . Pfad:

= uyczo ) - iuyiz. )= - iffy (zo)
1) stctige Abb - J:[aib] → ¢ Ig fttldt = -fyflzldz

•

Bem_ (Not) : f- g-
^

2) Pfadisteinfach , falls yltn ) = yltzl ⇒ titz Oder { tn
,
tz }= { a , b } 8= - y⇒ f. U→ ¢ ,

ZOE U . Wenn :

3) Pfad ist geschlossen , falls flaky (b) 3) Sei 8 :[0,1] ein Pfad at y 111=8101 und Sette1) Fux
, Uy , Ux , Vy in einer offerer Menge um Zo &

4) Pfad ist diffbar auf la , b) falls 7.
y
' (to ) = lim

V 't' -81%1
+→ to t - to

b- + ← 'a' b) falls OE tell
2) sindstetig into & erfiillen die CRG

(y * g) (t) : = { 8
""

Dann ist y
'
/ to) der Tangentialvektor zum Pfady an der Stelle yltol c- U

⇒ Ff ' (Zo)
8121--1) falls Yzet £1 §•#8Pfad = Kurve f- Bild von g) + Parametñsierung So grit

: Iy*gftt1dZ= fgfttldztfflzldzFalls fan der Stelle la
, yo ) EU diffbar : f-

'

1×0
, yo.) ist eine line are Abb

. Parametrisierung = y :[ 0,1]
→ G

g
t ↳ glt)

IRZ → IRZ • 82lb ) 4) unabheingigkeit der Parametñsierung . fgflzldz =/ fizdz
(g) ↳ (4×1×990)

"Y'↳%) )( ;) =/ ab
-

ba ) -(5) Bsp . Pfade :
•8"" Ss :[on]→u

0×1×0
, yo ) Vy / Xo , Yo ) y falls Seine andere Parametrisierung des Bil des von y ist (d. h

. 8=81811-11 wit r :[0,13-10,1]
Sind Abbildungen¥4 @

L nicht einfach diffbarmit Not 0,8111=1
y:[a , b)→ ¢

Jalal
° Richtungistwichtig

!!

Def : konforme Abb .
yea , Hauptsatzderkompleaen Integralrechnung :

↳ eine lin
.
Abb

.
C. → ¢ Coder IRZ → IR

' ) met det 1M) > 0 heisst Kon form ,

¥00841b
)

falls sie Winkeltren ist .
< f flzldz = Fly (b)1- Fly lab mit y :[a ,b]

→ 6 Pfad
t

^

nicht diffbar 0↳ an.ea.gg ,we n.gg
.
g , , ow µ ,, ,, na.gg, nonfarm , fans ay, ay , a.yung yµ,^n

y, ,a ,
• t

,

-811-1
>

in jedem Punkt Winkeltreu ist .

✓
ylb)

geschhossen
⇒ d.h

.
eine Kon forme Abb . erhirlt den Winkel zw . der Tangenten zu

2 Karren in der Ebene achtung
: µ#y, das ist nicht geschlossen .

•

Hat 8

Bem: IR- diffbare Fkt . ist auch E- diffbar ⇐ ihre Abl . ist ein konforme Abb .

Kor . 2.27 Sei f:B Go , r ) → 6 holom.fiirz.EE und r > 0 . Karrenintegrate : Sei UEIC often , f: U→ a stetig &

11 Falls Re (f) = u konstant ⇒ f icons tant Sei y
:[0,1] → U EE diff bar . Dann ist das

2) Sei g
:B ( to ,r) → 6 cinch hohom

.
und Sei Relf ) = Re /g) - Dann : Kurvenintegral von f enticing y :

f- g tic ,
ce IR .

3) Falls f- : Blzo ,r ) → 6 holom
.

⇒ f konstant fyfttldz-fflg.CH/jlHdt@
4) Falls lfczilkonstant ⇒ fkonstant

Kor
. 2.29 : Seif : U - E horom

.
Dann gilt : 8%+8%2=0--8%+8} ( fote-flyltn.j.lt/dt+iflImlflycti1-jlt1)dt&

Def : harmonise che Funktion :
muss kompkltnnabhiingig von der Parametñsierung Sein ! → y.CH :)

Eine Funktion g
: U→ IR mit UCIR

'
and 8%2+8%-2=0 heisstharmonischanf-U.RS#fy,ftt1d2-=fyzfk-ld2-wobeign= eZñit↳ sind lo der Laplace - Gleichnng 0g :O , wobei 0 :=¥ + 8%

yz= ezrnitz
+← [°

'
"



4. ein bisschentopologie Der Satz von Green - Gauss : Seien F: U - R' ein VF auf einer offenen 5
.
Der Satz von Cauchy

Menge UCIR
'

und Sei VCU eine Kompakte Menge mit stiickweiseglattem
wegzusammenhoingend

:(WZH)
2 Bedingungen : 1) UECI offend einfach WZH .

Rand dV=S . Dann gilt :
2) f : U→ E ist holomorphanf ganz U . Dann:

t £ div Flay ) dxdy =/ Fls) - nsls) ds ! f besitzt eine Stammfunktion 1=12-1 mit F' 12-1=1-12-1 Yz c- U B
✓

✗
tz

£
⇐ OV

mihtig ! ⇐sake Aussagen von ④ getter .kein <⇒
nicht Wegzusammenhiingend Wobei ng der Einheitnormalvektor an der Stelle SES = OV ist. d.h.tt#7Baber7B⇒ 7A A⇒ 13 ⇐ 713⇒ 7A aber 7A 1--3713

einfach wegzusammenhiingend ( " keine hither " )
< j.com

- v

Falls I Stammfunktion : Bestimmung gleich wie in AnatBsp : ☐ yiH=/;%¥, ) tangent : Nslyltil
= (-1%7-1)

,
^
↳ alle mioglichen Wege von X nach B sind homo top

stammfunktionen miissen immer diffbar , insbesondereanchstetig seein
ds= dy 11-1=118111-111 dt and 11 Nsls) 11=11 y

' 11-111
damnit es eine Stammfunktion Sein Kann !

> ! ⇒ ns (s) ds=
Ns 's)

✓①⑤ 11µs,,,
ds = Yj¥, , 11g ' ltllldt = Nslsldt

§ ④& Umlanftahl : ziihlt , wie viel Mal wir eine Singulariliit
⇒ Is Flslnslslds = 4^71×11-1 , yltl) - f #¥, ) out↳

jedegeschlossene Kurve Kann stetig zu einem Pkt . zusammen - µz④①n
-20 umkreisen

Gegennhrzeigersinn : positivz-a.mn
.Homo topic : gestanoht werden Eigenschaften komplexe Wegintegrale : Sei UEICWZH

, y:[a. b)
→ u ein Pfad

and -1 : u- E stetig . Dann gilt
:

u Uhrzeigersinn : negativ
Def : Sei UEIC offer , yo , y, :[a , b)

→ U Pfade mit jolal-y.la1=2
① / fabflyltll - y ' Itidtl-fablf.ly/ty.y1lti1dtinlR:lfflt1dtK-f1flH1dlundjolbl--g. (b)=p . go ist homotopzuy, , falls 7. stiickweise Indy (Zo ) = Wy 12-01=4 ? g § ,+, ,stetige Fkt . H :[0,1 ] ✗ [ a , b) → U mit :

achtung i. A. gilt nicht Ifyfltldtlcffylflzldz ← links EIR ,recent , , , g.µ,,
Bsp : Iµ①f@÷÷1-110,1-1=8011-1 Hls

, 01 = ✗

② Sei I die lcinge von y , d.h . I=/abljltlldt . Wenn If 12-11 EM b- 2- c- U
,{ µ ,,

,
++ g. it,

++ c- [" ^] and {µ is
,
, , =p

Its c- [aib ]
> ^

Invariant :
dann folgt : Ifyfttldz / EM -L

Die Funktion H ist die Homoto pie von go lindy, %③
< 8

#¥u
f : U→ E ist holom . auf④ .

Dann

Fi & yz Sind Q Falls f. U- G holon : fyflzldz + É ffizldz --0
a

a homo top k=, yn fynfttldt-fyzflz-ldztff.tt)dzJz
L

÷IIm. Ñ Fans f. u → ¢ hohom : ffttldz =/ flzldt
>

N n
falls *#µy, fynflzldz = - ftp.fiz-idz-tfgzflzldz)④

2.4.1 Vektorfelder & Divergent : Stammfunktionen Sei UE e eine offene , WZH Menge &
⇐

↳
82,83 zeigen

in die

Sei F: U → IRZ ein Vektorfeld auf U EIR
'

eine offene Menge . fill → 6 stetig .
Dann Sind folgende Aussagen Equivalent

:

andereriantungmiy,

Man schreibt (×
, y ) EIR

'
und
>
jedem Punkt des D wird ein Vektorzugeteilt a) Fiir jede geschlossene Kurve y:[0,1]

→ U gilt fyfttldz = 0
2) Das Kwrvenintegral fgflzldz ist unabheingig vom Pfad s:[on]→u

ausserdem gilt
: ①^

Fix
, g) = ( tg %) ?

> y,
>

go3) 3- eine E- diffbare Funktion F : U→ G wit F' 12-1=1-12-1
Indy, (2-0)=3 Indy. /2-01=1↳

falls diese getter
: F heist die Stammfnnktion von fund

Divergent eines Vektorfelds , Def : div Flay) : = ¥-4,g) + ¥ lx, y ) fgflzldz = FISH )) - 1=18101 ) ⇒ fynfttldz = Indy, (Zo) fflzld -2

↳ wenn Vektorfeld oils Wasserflux interpretive wind: To
↳
Achtung : Fanon stammfunktionen , die nicht mi im Satz definiert werden

.

• divFlay ) >0 : Punktlx
, y) ist eine Quelle

KoroHar : Seien UEG eine einf ache WZH , offene Tentmenge
und f: U→E holom.

• div Flay7=0 :
im Punkt lay ) ist gleichmiissige Storming

Dann : 1) Sei y ein geschlossener Pfad . Dann gilt
: fyfttldz = 0• div Flay) co : Punkt lx , y ) ist eine sente

2) Das Karrenintegration f- ist unabheingig vom Pfad .



5.1 Integralformel von Cauchy 6. Taylor- & Laurentreihen : Singularitiiten :
Bedingungen: 1) f : U → E holomorph auf U einfach WZH Def . Singulantiit : Pkt . Zoan der eine Fkt . nicht nolomorph ist &

6.1 Taylorreihenentuicklung :
2) -20 EU ( einzige Singulantiit innerhalb U )

Zusiitzlich : jederoffene Ball um zo Be lzo) muss mind . 1 Pkt . enthalten

Taylorreihe : Seif:B lzo , Ro ) → ¢ hot
. Fkt . & Ro> 0 . Dann besitzt f- 12-1 an dem f- 12-1 hobomorph ist .

3) y
:[0,1] → ¢1 { Zo} ist eine Kurve , die to urinal fair je des 2- c- Bczo

,
Ro) eine Reihenentwicklung 1

BSI: §zoBe(%) ⑥gBeHd sing . von flat = 12-12 ? ⇒ laine 112-12 istmrgendshol .)im Gegenuhrzeigersinn (math . post umloinft d.h
.
die Reine konv

. absolut to

f- (E) = £1 f
'"
(zo) (Z- Zo)

"

n=o
n ! +⇐ B ↳

"%)

z.is/-singulantiit-2oistkuneSingularitiitKreisscher-be

pflz, muss
nicht hd

~ auf Zo
Sein

Dann grit
: ftto)=¥i§§!¥ dZ ✗gz## ⇒ holom

.
Fkt

. besitzen immer eineTR
,
die auf Bczo , Ro ) um z

. konvergiert .
Isohierte SingMarit eh

^ Def : eine Singularitiit ist isoliert , falls die Fkt . auf dem Ball Betti hobomorph ist faire EIR>o⇒ Ro ist der Konvergenzradius .

✗ yow
.

Kline konu
.

und f
'n'
lzo)=zh÷§ f- 12-1

(2--2-0)
"" dit

g- z
= ¥? -2 ,

Ro : 12-1<1 ¥ # " >
✗

f- It) darfimerhalb BSI : !

glom .

Rei he : fttl =
^

fans ↳=3 ✗

long EU) keineweitere
⇒ Ro=z ✗

✗

✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ xxxxx

nicht isoliert
Sei nun S = - y .

Dann gilt : sing - haben nach " Def . Taylor - Reihen . and Maclaurin - Rei hen - Entmcklung :
isohiert nicht isoliert

"ert

" "

BSI: fttl-s.tn#flZI--loglZ1 f- 171 =
, ?n(¥) Mit 2-0=0

f- Hot -0¥,§¥÷ dz
¥0bn inner halls je des noch so kleinen Kreises

f- 12-1 = ¥01T
.

f-
'"
(Zo) (Z - Zo)

"

TR von f- an der Stelle -20 am to weitere Singueantiiten
KoroHar : Sei f hohom .

Dann Sind alle Ableitungen fMauch holom . Bsp : Sei es¥ : sin (E) = sin 12in) =0 → g- : sin=
,
/ = sin 18×1=0

Falls u:=Re(f) and U:= Im 1ft , besitzen u undo a viele part . Abteilung en . f(⇒ = n÷n1, f
'Mio, # Mc von f an der Stelle z ,=p

d.h
. irgendwo Zw . & und E ist wieder eine NST

. Das wird auch nur swimmer mit kleiner en E
-

hot
.

⇒ besitzt LR auf Blzo
,
Ro) f ④ fttol =

Mittelwertsatt : Sei UCE eine offene Menge und f : U→ 1C kochrezeptfiirtntm-cklungspunktz.to : (variation der geom .
Reine) wir kiinnen one Funktion um eine isoliertesingularitiit ats

eine holomorphic Funktion .
Seein Zo EU und r> 0 s.d.BIZ

.,r) EU . Bsp : fat ,¥ um z☐= I entwicheln : Laurentreine entwickeln :) ↳ Weil dort ist Fkt . holomorph
ld.h.keineweiteresingnlan-t.at auf KreisScheibe)

Dann gilt : ftto)=¥^f ( 2- ☐

+ v.exp Izmit)) dt
→
wir bit den das arithmetische Mitter

iiber den Kreis mit Radius r
.

→ ftt) auf Form f IZ -Zo) brig → errant geom .
Reine anWenden ⇒ -112-1 = . . .

C-
z
(Z - 2-of+ C-

,
12--2-51^+4 + C, ( Z - Zo)

"
+ Cz Iz-2-oft . . .

2-• = Sing .

d.h : f- 1%1 ist der Mittelwert von f auf dem Kreis mit Zentrum % and Radius r .
^

=
^ Ro : 12-11<1 Klassifikation von Singhlantoiten :f-G) = f- z =

g- (z - z )- z E-It - E)
- É = £217,124m (⇒ 1212--111<1 2-0=1 Seien HEE offer , 2-☐ c- U und Sei f holom . auf UI { Zo } .

Sei flzi-n-E.cn Iz - Zo)" f- LR) V-zc-Blz.IR)|{ Zo}
= 2-¥92" (Z - E)% <⇒ Iz - z / <2- f→ fiirgenisses R > 0 . So definiert man:

Maximumsprinzip
: Seif holomorph und nicht konstantanfuw-ZH.konvergenzradi.us ( potenzreihenj , (⇐ 0<2--1 )

"
wesentliche Singulantiit : cut 0 fiir A ride n< 0 (~¥?£nz

" )
Dann besitzt If 12-11 kein Maximum auf U .

↳ Bsp : sin (F) ,
2-0--0

✗

d.h D- Zoe U mit If tell £ IfHolt & falls 7. so ein Zo , dannistflz-lkonet.RO= him / ¥+
, / = 2- Ro =

^
hebb are Singularitiit : Cn = 0 Fns 0 (~ -2 cnz" → Tayeomeihe !)

ma him.fm ) n⇒

⇒ D.h . das Maximum wird auf dem Rand OU
angenommen .

↳ Bsp: si¥⇒ ,
2-0=0

⇒ dieselbe Aussage gilt anchfiir Maximal minima von n
,
v vwbei

↳
gilt fair alternierende Potent reihengenanso . Pol m- ter Ordnung : C

-m =/ O und Cn = O Hn < -m (~¥%nZ")
flz ) = Ulx , g) + i UH , y) .

d.h
.

7.13 . f- 12-1=9%1-11" cnzn ⇒ R=fi→m|¥
,
/ ↳

Bsp : ¥ ,
zo=o 1 Pol 2. Ordnung)

↳ bei NST im Wenner : m= Ordnung der NST

↳ d.h
.
Re { flat } & Ian { f- HI } hehmen Kline lokalen Extrema inner halls

eines Bereichs an
. Konvergentradius heist : 12-1 muss < R seein demit die Reihekonvergiert . ↳ F Lim Iz-zo)mf 12-1--10=41%1 → fans ☒ m mit him It -2-0141+1=10

2-→Zo 2-→Zo

Bem : Sei R> 0 Konv
.
radius von §→cnZ" . Dann ist Konv

.
↳ m= 0 ⇒ sing . ist hebbar

⇒

sing - ist wesentlich(
Korollar : Seif eine nicht konstante & stetige Funktion auf a

radius von ¥oCnZ
"
NE

,
da n

.
Reine 12-1<12

einer Kompakten Menge K ,
die holom

. auf dem Inneren von Rist.
⇒ 2. Reine : Iz>KR⇒ lzkirz

The big picture Singulanitiiten :
Dann wird max If 12-11 auf dem Rand von Kenreicht . Singulantiit Been : endlich ride sing . ⇐ isoliert

2- EK

Bem : max lflz)) = max ( f- 12-112 ← manchmalsehrniitz-h.ch .
Nullsteller : Seif : U → 1C hohom

. an der Stelle Zoe U . Die Fkt . f hat an nicht isohert isohert

der Stelle to eerie NST der Ordnung m (⇒ Fg : U→ e mi t f- 12-1=12--2-0)mglz)

(
d.h . auf gant 1C hobomorph

und g 12-01=10 wesentlich hebbar Pol m- ter OrdnungKoroHar : Sei p , g hohom . an der Stelle Zo wit p 12-01=10 und Sei Zo eine NST derSatz von Liouville : Seif : ¢ → E eine
gauze

Function
.

Ordnung m fair g. Dann ist Zo ein Pol der Ordnung m fiir .

Falls If 12-11 beschrcinkt ist , ist f konstant
.

9- '" ↳ falls NST bei 2-0=0 im Wenner & im Zahler wo Ordnung der NST

lemma: Seif : Blzo , E)→ 6 hohom
. und Sei f- 12-01=0 . Entweder ist f-12-1=-0 auf Blzo , E) Oder im Ziihler 3 Ordnung der NST im Neuner ⇒

Zo = Kline Singulantiit
!

↳ d.h
. If 1241cm fiir ein MER zo ist eine isolierte NST ion f .



b.1 Laurentreihenentwicklung falls wir sdchekreisscheibenhiitten . ..
Tippen 7. Der Residuensatz

↳ haben auch negative Potenzen ③ :

^ 1 1

damnit die Reine nun and ausserhalb von Ro konvergiert :) fttt-1-nlz-z.lt 1- glz-Zo) Sei f : U→ 6 wit UCE
, offer ,

WZH & f holom . auf
1 Ul { Zr , Zz , . . .

, Zn } und z
, ,
. . . , Zn im

Innere von y:[ 0,1]
→ Uenthalten . Dann :

BSI , - z
= ¥ . (¥- ,, = . . .

= -ÉZ" → konv
. fiir 12-1>1 ✗ ✗ ×

"

, z
> y

n=- i -112-1 =
1

^
1-ñz÷z)+ 1-917%1 f f iz, dz = zai ÉW(y , za ) Res ( f , za) Achtung ! : nursing -

,

Konev
.

welehe in yenthalten
[ sing .

d.h
. also f,z,=÷y= { ¥%Z

" flirt""

f ,z, =
1 1

k=^ sind
,
interessieren uns

s
1-ñz?z

.

)+
y

É zn fiirlzl> 1
Em: die Singulantoit , 7tg~z?zo) ↳

y = Pfad , wretches zu mind
.
eimalumkreist

n=-a he weiterentferntist ↳ Res If , Zkl = c-
,
der Laurentreine von f um Zkkonv . nicht ↳ haben nun auf gauze lausser Einheit Kreis) von" hat den ghisseren ↳ in diese Form bringer . d.h :

eine Reihendarstellung von flzl :) Konvergent radiusauf 12-1=1 : Ver hatten der Reine unbestimmbar .
rth

s k

eim-gem.it#mtn-us--. ÷¥f@h@i÷÷÷→ . : ±Funktionen
,
die hobomorph auf Kreisringent Scheiben sind

,
kiinnen 0

① um zo -1-0 entnickeln : zo addieren & substrahieren r v

< I
17
,

-1

,

<*
ry,wir in Laurent reiner entwickeln .

Innerhalts eines Kreisrings Bs± it um ⇒=p : eZ= et
- ^"

= e. it -1 v75
,

- 1 a (2--1)
"

Ros 12--2-01<12 gilt damn : f- 12-1 =¥%anlZ -Zo)" + bncz-z.in ② Substituieren : >

^
"

Esp: d- = É¥ ⇒ eflz) = I (f1
÷" "¥7

n=o n=0 n ! § flzldz = Zai (w/ y, , %) Reslf , 8) + wlyzitn) Reslfitn) + Whys , Zz)
- Res Cf , Zz))

mit : an = ¥ify
f '"

(z.z.int,
dz

→ him"Ég .
(z-zojm-ndtbn-zE.ly

""
③ Indies verschieben :

> R l-z-zjk-zcnlz-z.sn = # cnlz-zoitk-n-%ecn-k-lz-z.in 7.1 Residuenberechnung
:

n=0

→

Esp: si¥⇒=1zÉtnnZ = ¥
,

z ① allgemeine iiber die laurentreihe :Oder : f- 12-1 = £ Cnz
"

cn= Lai f fl
"

12mn ! don't forget : g- z = Z - iz ✗

ylz-zojnndz-fiirn-IO.IT , 1--2 , . . .n=-a Res ( f , Zo ) = c- , von f-12-1=-2 Cutt - Zo)h =LRvonflzlumzo④ Product entwickeln :
n=-a =

Falls f- an der Stelle Zo holom .
⇒ flzllz- Zo)

""

cinch holom .

⇒ bn=0 firm 1,2 , - - . ⇒ Cauchy Product Former :(¥2, a ;) - (¥9b;) __¥ocn wobeicn-e-z.aebae ② bei Pole m- ter Ordnung :
↳
dawn ist LR -- TR and an __ IT

.

f-
" '
6-D Sei Zo eine Polstelle der Ordnung m von f- 12-1%Éaixi)Ébj×i)=¥%nÑ wobeicn-e-E.aebae

⇐sKochrezept Laurentreihen auf Kreisscheiben : Dock : wenn nur die ersten Paar koeffitientengefragt : einfaohgleiche Potenteneinsammeln
7412-1 holomorph mit 412-01=10 s.cl . flat =

412-1

① PZB (2--2-0)
"

"Pl"
= ( §=oZ÷ ) . /¥97" ) = ( it 2- +2¥ + ¥ + .

. . ) . / a + z +2-2+2-3 + . . . ) = glm-11
- K Abteilung

g- z

② bestimmen auf Welcher Menge / Kreis ring - / Scheibe ich die Reihl
= , + ↳ +⇒+ ( z> + E- + E) + ( is + z> + E- + F) + . . . einfacheinsammeln :) Damn : Res Cf , Zo)=

&
"" "
"" d

""

entwickeln will ( m - , , !
= him

^

-2→€1m-11 ! d-2mn
((Z - 2-klmfcz))

1 7
③ Inform bringern - g / f-%)

btw
-

1-nlz - Zo) Kleiner Trick :
falls m=1 : Reslf , Zo) = 412-0) = lion (2--2-0) flz)

2-→ Zo④ in geom .
Reihetdtinsetten Laurentreihe im Punkt 2-0=10 von flz) mittels Substitution bestimmen: ↳

sehr hilfreich : Reger von Bernoulli / L' Hiipital : zliyz.fg.tt#=fginzofgYzY-⑤ iiberpriifen , dass die ReihenirWhich konvergiert ① Substitution u=z - Zo (Z=U+Zo) ③ hebbaresingulantiit : Reslf , 2-07=0
BSI: flat = z -z auf D= { 2- c- El a < 12-1<2 } Laurentreine um 2-0--0 ? ② flu) im Punkt u= 0 entwickeln

④ gerade Funktionen: Sei 2-
☐

= O eine Singularitiit . Falls f eerie

③ am Schluss Riicksubstituieren -

① f- 12-1=(1+2)*2, = } / In -¥) gerade Fkt . ist ld.tn
. f- 1-2-1=-112-1 V.E) damn entheilt ihre LR

② Wir Sind auf der Kreiss cheibemit Ro=1&Rn=2 nur grade Exponent en
l d.h . ~¥%znÉ" ) . d. h

.
die koeff .

③ flat } / f- n - f-+ 2) = 13T¥ ,? }
- E- It;)) alter ungeraden Exponenten Sind O

,
insbesondere c-1=-0

fH1=÷z flit
,) glitz.) ⇒ Res (f , 01=0 → Achtung gilt new fir 2-0--0

④ fn-t-1.IE?..zn-1nEl- E)
"

) ⑤ Einfache NST im Wenner : falls flH=§¥, , 912-1 hat

⑤ Reine ' : kon" fin 12-1>1

} Reine hour. fair , < Izkz ✓ :) in Zo eine einfache Nullstelle . Dann :
Reine 2 : konv

. fair 12-1<2

Res If, to ) = ¥¥¥← unterefunktionixableiten .
Bem:p 12-1 and qttlsindanalytisch ,

aber nicht unbedingt Polynome !



⑥ Funkturi der Form f
"" 8. Uneigentliche Integrate a a

flz)
:

II Typ Fourierreihe : A-=/ fltscoslxtldt & D= ffltlsinlxtldt
- a -a

f
, Der Cauchy - Hauptwert des uneigenttichen Integrals : ✗ c-R.fi# §¥, nie in #

Res / f- , Zo)=n ,
wenn Zo eine Nullstelle n- Ter •

R
•

Hauptidee: betrachte stattdessen E :{fltleittdt f-If its lcoslxtltisinlxtldt = Ati B)
Ordnung Oder ein Pol 1- n ) - ter Ordnung P.V.fflz-ldz-i-limffcz-idt-2.liÉ Res If ,z;)

- • R→x -R j=^ komplehi f- tienen :)
⇒ A = Re (E)

,
B= Im (B)

von ¥ ist . • R
⇒ lésen wie Typ II , aber betrachte noch et" → Pfad so bestimmen

,
dass e-✗ya=/ ffltldz = him / flzldtt him /

°

R→a R
-112-1 dz

Identitiitsprinzip : Sei UEIC offer , f , g : U
→ ① holom

.
&

i.A- - a R" 0 ⇒
am schuss Re bzw . Im heroins filters

✗
✗

f- 12-1=912-1 It -2 auf einer offerer Menge Oder einer Teitstrecke . nurfiirfgerade gilt : P.v.ffczidz-ffczldz-z.IT czldz Bem: Wann muss man obendurch
,
Wann unterdurch

☒
?

Dann grit : flu = glzl ltz EU gilt nicht auf IR !
* → °

→

y
> 0

, yco lion 2- = xtiy) so wiihlen , class Integral honvergiert.
Insbesondere: -112-1=0 auf einer offerer Menge oderteilstrecke

⇒ f- = 0 anfu
)

7.13
.

e-
✗Y : ✗ co → ⑦ ,

✗so →

Anwendnngen des Residuemattes / =D 4 Typen von Integrated
Achtung : Bein Residuensatt Hauch alley . Wegintegrale ) za ^

I Typ f Flcosltl , sin It) ) dt Oder to Flcoslzrnt) , sin 12TH )) It
=

a

diirfenkeinesingularitiitenauf dem Pfadiuberwdche man IV Typfaflxldx wobeiflxl nur 1 Pol auf der IR- Achse hat

integriert , liegen !
→ Hauptidee : scheme Subst. einfiihren ⇒ Residuensatz

Hanptidee : wie I , aber anderer Weg Wahlen :

Eigentliche Integrate : Bsp : If
"

^

on - zacosotaz
DO fiir lala ↳

Weg in 4 Stiickezerteilen

yisoherten 2K 1 Zoe R

① cos
,
sin → exp Form

: I= ↳ g- a(eiO+éio ) + az
DO ↳ flz-ldz-tffttldztfftttdti-fflzidz-2-ii.FI?esCf,zi) ^

Kochrezept eigentliche Integrate von Fkt . mit Singularitéiten -8s are rr

① Polyhome in Zahler & im Wenner faktorisieren ② eio-zsubstituieren.cl#=ieiO=izc=sdO=.,dzZ-,yloj--eiOOc- ( o , za]
↳ Kline Singulantoit in y ⇒ rechte Seite = 0

gR1 ↳ wie I : limffcz)dz=O
② Fkt

. in einfachere Form 2-ertegun Bsp . cot G- 1=0512-1 E- f
sinlz,

Bsp . sin (F)
y ,
1- a(z+1z)+az¥ dt "→ • TR

- R Io R
>

9 bei e- 0 ↳ him / fczldz = - tires lf, Zo) (ans VL)
③ kandidatenfiir NST finder : NST im Wenner

, Undefinierte Stetten ③ umformen & Residuensatz → Achtung nursing ,
die in jenthaltensindbeachten

" °
-K R

④ NST im Zahler ? somit : I= him fflzldz = tires ( f , %) ¢R→x
-R

→ Ja : separat betrachten in ⑤
Bem : mit dieser Method berechnen wir wirMich das I

.
[
• flzldz und nicht

→ Nein : Ordnung der NST im Neuner = Ordnung des Pols •
nur P.V.LI/-lzldz auch wenn die Fkt

. nicht gerade ist .⑤ separate Betrachtung : → Zerlegung in hot
.
& nicht hot . Teil

lemma : Sei grit) : = Reit flirt c- [0
,
in ]

.

Seein p und q Polynome mit→ evtl . Reihenentwickeln T
von ganz ftt)

! • Grad 19-13 Grad ( p ) +2

⑦ Integral lésen nut Residuemat , gauging g. ggau.gg , ,

④% ⇐ t%¥d× ✗ "R
, wobeip.gpoym.me in ✗ ma ,

falls IPg¥, dx : bed . lhttlkc
⑥ Residuum berechnen liber Formel

auf {Him ,z,> o}
• g. 1×1=10 V. ✗ ← IR ← din

.
wine sing. auf der folglnden Eiglnschaften : n

Hauptidee :
now dazn →

R- Achee

I in E- Ebene bringer ⇒ iiberygeschl. integieren ⇒ Residnensatz :)
④dog Ipl £ deg 19-1-2 ,

lyfttldz = 21mi I Wly , Zn) Res If , Zn ) B⇒ : I=L!# + ,
dx grit tc-ER.RS ④ g- IN besitzt Reine NST auf der ✗- Achse

.

ZNEU yRz= Reit
't

te [0,1]

r Sei f 12-1 :=Pq¥_, 412-1 , Wo bei th 12-11 beschr
. auf {ZEE : Im /2-130} .

① Bedingungenerfuitt ? → Ja

② I=E÷§i¥+ , d×= limf ^

,R→a yr,
✗
"
+1

d× Dann gilt
: bin fflzldz =D
R→A JR

③ Definer y = JR, + pizz
→

geschhossenes Integral ! :) Bem: geht auch fir YRIH := Re
- it

,
TECO

,
and 1h 12-11 beschr

. auf { 2- c- E : Im 12-1<-03

d.h
. fyflzldt =/ fltldz + f fltldt = Ziti -2 Reslf , Zi )ieu

u - - innerhath 8 Beweis :Sei deglptn , deg (g)= m ,
und Sei Ht c-Emit Im 12-1>0

,
1h12-11 EM

,
MEIR> o

8Th 8122 ( d.h.IM/zi) >0

aus Vi wissen wir : f fit dz=0 falls fix)=§¥, mit Grad (9-1×1) > Grad (PHI +2 & Dann gilt fair -2 auf yr , 12-1=12 and If I -211=/ Pq¥Th⑦ / =Ñ"
↳ Lemma next row 91×1=104✗ c- IR

2-

| . / Ant
. . .

t ao z
- n

⇒ fyfczldz =/ fltldz = Ziti ? Res If,zi)= I :) = > Residuen berechnen / ait
"
+ - " + " 2- + do

hlz) / =/ Im bm+ . . . + b.z
-m / - 1h17) / ER

" -?
C-ME 4¥

É=F Achtung welcheinteressieren uns ?
bnitmt - -- + bit + b.

→ Tmlzi )>OV Imlzi ) < O TI Ti

a
•

⇒ lfypeflzidz / Ef, Ifl Reit ) Rieitldt £ to ¥Rdt= -110¥Bein: • wenn I= f. flzldz & fit grade :
E- foflzldz = If/ f- Hide

•

y kann auch
anders aussehen

.

Dann achten : Wcg , zi ) und Veohattender f fair R→ a
⇒ Lima / fyrflzldz 1=0 ( da 12-130 b- 2- c- G) ☒



9. Fourier- Analysis Herleitung Fourierkoeffitienten: L
Funktionen

,
die auf einem Intervale def . sind:

↳ auf der ganzen IR
- Achse fortsetzen :)Skalarprodnkt < f , g >=/ fltlgltldtperiods che Funktionen : - l

↳

gerade oder ungerade , je nach Anfangsbed .horniest

f-
: IR→ 1C

,
7

p EIR s. d. flt + pl = fit) ⇒ sin (NYT) , cos (n t) bildenvvollstiindiges Orthonormals ystem r

⇒

p ist Period von f , f- f- ist die Frequent von f . auf Rann von 2L - peniodischen Funktionenbez . cf, g > ! Bsp : fit = { ¥ t + c- [" É ]

is2,11L- t ) tE[E. L]
kleinstmiogliche Period = Fundamentatpenode

⇒ d.h
. wirkiinnenjede Funktion in unserem Raum at linear - o g

Kombination von diesen Basis vektoren Schreiber :)

BSI: f- sin (bat ) →

p= 13 g
: = cos 141Mt) → p= I ⇒ am finden : spzw . Reine & 1 Basis rektor em dessen am wir suchan baden :

1) F.S.ws grade Fkt : Sette f- IH -- fl- t) b- t c- [-1,0] ⇒ fit +211=1-11-1 ltt EIR
⇒ bn=O , an = wit Formel bestimmen

f- + g → p=kIg(13,11=1 ⇒ am = f- < em , flt) > HfH=N<f,fT 2) F. s . alsungeradefht : seize flH= - fl-t ) b- t c- [-1,0 ] ⇒ fit+d) = f- It) b- t EIR
t

gerade & ungerade Funktionen
: a. +¥9 anwscnwttbnsinlnwt) ⇒

an = 0 , bn = wit Formel berechnen

f. IR→ 1C heist
. . . gale

: f- 1- t) = fit, ¥, an __ Cnt c-n =2Re{Cn} cn= § ( a- 1- b) 9.2 Die Konvergenz der Fourierreihe
Relation: Seif 2L- per . anfl-L.LT , stiickweisestetig .

bn=i Icn - C- n)= -2Im{Cn} c-n= § lati b)ung-wadei.fi-1-1=-1-11-1 , fltk- fl-t)#.

• 7 linke & rechte Abteilung Ute C- lil] ⇒ FR auf [- L , L] ist konv.

l Orthonomalitcitsrelationen : Seif eine 2L - periodische Fkt . • tt c- C- lil]
, fltlsletig : f- 11-1=0 FR = % + nÉ

,

(an cos / t) tbnsin / t))
Eigenschaften : • ungerade Funktionen : { ultldt = 0

¥1,1 ei
"F- te- i M tdt = {

^ him
•

an einer Springsteen gilt
: FR=1z( lim fit) + lim fits)= Mittdwert

o n # m fiire
" t

; him c- I t→ to t→t:
• grade Funktionen:-[gltldt = 2[ gets dt

n konvergiert liberate wenn n

gerade
. gerade = gerade Function stetig

{
2L fiir m=n=O Bei Springsteen : Reine konv.

• {ungerade . ungerade = grade / Los (n t) cos lm t) at = L fair m=n±o
gegen den Mittelwert

fr →ungerade
. gerade = ungerade

- l 0 fiir mtn of >
L

Been:[ per.Flutist per. ⇐> Perioden alter Summanden haben ein gemeinsamesvielfaches . J s.in/nILt)sin(mILt)dt-- { L fiir m=n =/ 0

Trick : falls f we der grade noch ungerade :
- l 0 fiir Mtn Das Gibbsche Phanomen : → Effekt , wretches in der Noite von Springsteen anftretet .L

g-evader & Linger order Teil von f extrahieren : f sin GIL f) cos (MILf) at = o f n
,
m Sei sµlH=¥→cnei¥t die N-H part. summe der FR ion f .

- l

↳ g (f)
= § ( flt) tf ft)) → a.B. fiirfltkcosltltsinlt) : '

→ in Springsteen treten Gibbs - tower auf → verschuindet nicht !

g(H= cos It) Symmetries ↳ Héhe immer ca . 18% der Spmnghiitfte , egal wie viele Terme die FR hat
.u 11-1=21 lfltl - fl- t))

uit, = sin (t) ltgerade Fkt .gilt : bn = 0 Yn und an
-

- Elif '" us t) dt th>0
⇒ sup If it)- snit / ~ 0.18 - lmittelwert )
TEC- L , L]

9.1 Follrierreihen → hier immer p
--21 fans mints anderes stent . Hunger ade Fkt . gilt : an __ O th und bn = Elif Itt sin /"F- t ) at Un> 1

↳ Mehr Symon . & Skitter siehe Anhang lgeholt aus Nus I E.F.) Approximation durch ein trig . Polynom : lfiir Messing der konv. ion FR )Sei f : IR→ 1C 2L - periodisch , stiickweisestetigtc-C-L.LT , n

Sei pnltli-E.nyneintundfltl-n-E-acn.int
7. link & rechte Abteilung ( d.h

.

→ ← ) in jedem Pkt . 1- c- C-lil] . ttigonometrisches Polynom N - ten Grades : f- trigon 0m . Reine) +
trig . Poynomn - ten armies

Ti

Dann : 7. Fourierreine von f :
w= 21¥ ¥ + ¥

,

(an cos / t ) + basin /^ t )) , wobei NEIN , an -40 Oder bio quadratischer Felder : Elf , pn ) := Ilf - pnÑ=¥ /
☐

If It) - pnltlldt
rn

flt) ~ § + ¥9
,
an cos /n t) + bnsin (nFt) (⇒ n§n cnei

t

wobei n ⇐ z
,
into

↳ Wollen so Klein nie miiglich hatten ! → finale koeff . pn
⇒ E ist am Weinstein wenn yn = Cn . . . Herleitung Skript 5.125

i
einige Definitionen : a Nreelle

schreibweise Sei EI Ifl :=÷[
*
lfltlldt - I= fit ~ acne

in t
← komplexe n= -nlcnl

'
⇒ Elf, pn)- EI Ifl 30

• % : Mittelwert von f anf einer Period
• a , cos /F) + basin /E ) : 1. Harmonische / Grundschwingung

Satz : Das trig . Polynom des Grades N
,
das am besten eine 21T- per . Fktf auf

Fourier koeffizienten: c- in
,
-11] approximiertld-h.mil dem Weinstein qnadr . Fehler ) ist die part

( f 2L- periodisch .
• anwsl t ) + bnsin / t ) : n - te Harmonische / In-11 . Oberschwingung Summe SN der FR ion f. Der Kleine te Wert von qnadr . Fehler ist :

an __ 1-{ fit ) cos InFt) dt L
nzo EJ (f) =¥, lfltlPdt -⇐nlcnl

'
→

www.tonabnehmendfiirzunehmendemncn-LT.ffltle-in
+
out

bn= 1<1%-11-1 sin In t ) dt n'

n> 1



"

9.3 Fouriertransformation:
""'f Integraltransfomationen :

Die Bessel 's che Ungleichung : ?¥dCnl 't [
☐

If 11-112 dt ltfltlmit FR ,

cn= FR- koeff.
'

Idee : Seif 2L - per . → 7. FR wit koeff.cn Tfly) :=/✗ KIX ,g) f- 1×1 dx ,
wobei f 1bar . K ) eerie Fkt . auf↳

cinch in IR

Die Parseral ' sche Identikit : ↳
Koeff . Komen ah Fkt . f^ : I → 6 anfgefasst werden . einer Menge ✗ 1 btw . ✗ ✗ Y ) def . ist , die gewissen Zusatzbedingungenerfiiut.

Fiir eerie 2in - periodische Fkt . f- It) auf [-17+1] gilt : Fourier -transformI
" ↳ É """ fie"" > = " klx.gl = Kern der Integraltrafo .

IT ✗

Bspe: ① Sei ✗ = 112,4=112 , f abs . integrierbar & Klay/= e-
"Y

.

É FRT
Def: f :/Ri ist absolut integierbar falls : [alfltlldt < akomplexe Reihen: 2¥

,

/ fltlldt = É lent
n= -a ② Sei ✗=lR

,
Y:{ y:=c+iw :c fest , WEIR } , fnimmt nicht langsamerals Me

"
ab

1M , ✗ c- IR) und Klx,y1=eM . I⇒ Laplace - Trafo
Satz von Dirichlet fiir die FR : Seif : IR→ ¢ stiickweisestetig ,

absolut

fiir reeve Reihen : ¥ flHPdt= ? / + ¥9 and + bi ) integiebar , & besitzt eine linke & rechte Abteilung an jedem Punkt . ③ Sei 11=1-44,4--2 , Kit ,n)=^I e-
i +

and fist 2L- per. komplexe FRT
• An jedem Punkt no f stetig ist , gilt : Anwendung : 1) Problem auf ✗ leine Mengel liisenschwieng . . . :(

⇒ hilfreich bei der Berechnnng von Reiner

ay ,
a

kisaeng : ✗ ↳ YÉX Bsp: Diffgleichungenfltt-fgf.az#.faflu)e-iwudu)eiwtdw . pn

Amplitude - & Phasenspektrum Problem hier loser :)

Sei f 2L - periodisch ,
w= It die Kreis frequent von f . • Falls fan der Stelle to EIR nicht stetig ist , gilt :

2) Info iiber Fkt . iibertragen : einfacher Info liber ihre Trafozu
iibertragen & damn Fkt . ans diesen Info rekonstruieren .

anwslnwttbnsinlnwtl = Anwslnwt + Ion) tn > 0 ¥u[[ (¥/Iftu) e-iwudufeiwtdw-1-zfh.nu fit) + lim f Iti) 9.4 tattling : ( = new Art ion Multiplication :))
1-→ to +→ tot

Amplitude : An :=Van2+bT ↳
Wozu ? 1) Seien f , g und f - g abs. integrierbar . Ist die f?glw1=? flwtglwl → Nein !

Phase : &n= - arctan / ba÷) + {¥,
"

a;Yo Fourier - Transformation (FRT ) : Seif : IR→ 6 abs
. integierbar . die ↳ ist die Faitungwnfiwiejcwi

FRT F : IR→ IR ist: aka Spektralfkt. 2) seein flzt-EIanzkundglz-1-e-%beze.flz-iglzt-n.ECher , wobeifiirh> 0
A cn=¥oan- e be lkoeffizienten) → folgen den Regehr der Faltung .⇒ FR von fltl-A-ztn.IT An wslnwt + Ion) Wn :=nw

§ /w/ =# [a flt / e-Iwtdt = Itf) seienf.g.IR→ Gabs . integierbare Fkt . Der Faltungsprodnkt f- * gun fund gist:Amplitudenspektrum:{ Ao , Ar , - .. . , An} , Phasenspektmm:{ do ,
&

,
- . -

,
Ion }

a

4- * g) IN:-(
→
fix- tlgltldt = [afltlglx- tldt⇒ Graphene von Dieren Westen : Darstellung von f im Spektralbereich Inverse Fourier transformation / IFRT) : Seif: IR → e eine absolut

integnerbare Funktion , deren FRT f- auch absolut integñerbar ist. Die IFRT von Fist: Bem: f- * g ist mind . so glatt wie die glattere beider Fkt .

Bem : Seien f, g EIR→ 6 abs . integrierbare Fkt . , die auf 1- a , 011 ] verschwinden .
F-' 1-1^111-1 :=# [If lwleiwtdw = f- IttBsp : Fourier -

y
Dann gilt V✗

: f-* g 1×1=0
and b- ✗ 30 :

Synthese eines Satz non Dirichlet
✗

a

Rechtecksignals :
'falls Bedingmodenerfiiut ) f- *glxt-faflx-tlgltldt-f.fi/-t)glt1dt--f'fcx-t1glt1dt

Bem: Schwartz - Raum / SURD := Raum von Fkt .
,
deren Ableitungen

"Schnell
genug im

a T T
°

abnehmen "
.
F- ' Kann fiirjede Fkt . f- c- SIR) def . werden & F-

'

1ft is tabs . integierbar. g 11-1=0 b- TEO f- 1×-1-1=0 b-✗Et

Eigenschaften FRT : Eigenschaftenfaltung :

1) f- * g-- g * fa) ÉÑg)lw)= ✗ few) + piylwi taped llineantiit)
2) If * g)* h = f- * 1g * h)

2) fa (w )
= e-iwaflw) taek

3) (✗f- + pg)*h=✗f*h + pg * h

3) eiatf (w ) = Flw- a) taek 4) flt - a) * g 11-1=1 f- * g) It - a)

4) flatfoot= ¥ # (E) tack * 5) f*^glw)=EfTw)g^ (w) FRT der Faltung

5) § It = f- ft ) 5.1) F- ^ If* g) = F-
'

(f) F-
'

(g) IFRT der Faltung
*
b) (f=Ñf^*g^ FRT des Productsb)

w ,
= (Iw)

" § (w) the 1N FRT der Abteilung
b. 1) F- " (f. g) =z¥ F-

"

(f) * F-
'

(g) IFRT des Products7) tfhtlw) = In dd÷ Ftw) Yn c- IN Abteilung der FRT
* Bem : 526 getter new fans § , § btw

. f , g , f -g absolutBeen:
wegen

b) und 7) sind FRT and Diffgleichungen eng
verwandt ! integnerbar Sind .



Satz von Plancherel : f &f^ absolut integierbar . Dann:
* Bem zu Bed ① : fltl muss nicht zningend =D Sein

,
da man durch

Eigenschaften Laplace - Trafo : Seien f , g c- E und o
, p c- e. Dann gilt :

✗ a multiplication mit HIH f- 11-1=0 lttco Zwinger Kann . Doch !
1) linearitiit : Seien f , g EE und ✗, PEE . Dann gilt :[ at flt)Pdt=/at Flw) /

'

dw Damit Laplace-Trafoeaistiert muss fits in der Nñhe von 0 ( btw .

fiir him L[✗ f- + pg] (s) = ✗ Lcf] Is) + PICg) is)
+→ o+
) mind . von obenbeschriinkt Sein Innit Wachstum Kleiner als

Bem : phys. Interpretation : Gesamtenergie eines Zeitsignals wird unter der FRT erhalten Metrtfiir irgend eerie TEIR und MER .) 2) Verschiebung in der t Vari abel
⇒ d.h

.
E im Zeitbereich = E im Frequentbereich

I[f- It - a)Is) = e-
as

L[flH] Is)
Def . • E. = OriginalraumDer Satz non Dirichlet fiir die FRT: Seif : IR→ Claire 2in - periodische , 3) Verschiebung in der s Variabel : Sei ✗ c- 1C

.
Dann gilt :

stiickweisestetige Funktion derart
,
class V-t-IR.tt die linke some die

• Fkt . f- E E = Originalfunction
rechte Abteilung . Dann gilt : • Lcf] = Bildfunktion & sie lust im Bildbereich

.

L [eat f- It] Is) =L[fltDIS-al

i) Cn sowieflwl Sind wohldefiniert
↳ Unterschied Laplace - & Fourier - Trafo : 4) Éthnlichkeit : Sei a c- Rt

.
Dann gilt :

↳ Laplace : cinch fiirwachsende Funktionen :) L[f- ( at)] Is) = 1a L[ flt)] ( Sa) Ha c-Rt
ii) die FREE

,

cne.int konvergiert ltt c- IR ↳ Laplace : werte von f t too → Kuni Rontribution 5) Laplace- transformation der Abteilung : Seifc- Emit f
'EE und Sei

iii) §Hl= fit) liberal no f stetig ist
Bemerkungen , niittliche Tricks : yep , ,, ,, = , yep, ,, - figg, f ,,,

flt' stetig flirt> 0 . Dann gilt :
in wofltl nicht stetig ist lhier : in tot konvergiert die Reine

1) Falls f- 1+1=10 lttco → Fkt
. Zwinger die Bed . zuerfiillenfiir Laplace :

gegen : § Hok Illini
+→↳+

f- (t) + him f- It)) ← Durchschnitt von
+ →ti linked rechteseile :) mitten Heaviside Fkt : HH ) = {

0 to
← fruit µ www.plizieren . falls an ch f

"

,
- . . if
"'t E und falls f.f ' , . . . ,f

"-"

stetigfiir t > 0 :
I t > 0 → im unsprung nicht definiertBem : in der Noite von Springsteen: Gibbs- Phanomen : L[f

'"'
] Is)=snL[f- Is) - Sn

-

^fi;g+ fit)
- Sn-2¥;g+ f-

'
it ) -

. . .

- fiyg.fm
-"
it)

over- / undershoot von ~ 9% der Spninghohe
2) Falls o

'
> 0 gilt : ett < et

't

,
s. d. aus lfltilc Cert ⇒ If A)Kcet

't

↳
Der kleinste Tf , s.d.lfltlkcettv-q.co heist Wachstumskoeffizient.

↳ falls fif', - " if
"

stetigim Unsprung : Lcf
'"is)=snL[f) Is) - sn

- '

flo) - s
"→

f'lot . . .- f
' "-"

( o)

DieX- Funktion : ↳ Bem : von H : rn=o b) Ableitungen der Laplace -Transformation : Es gilt ltn c- IN :

yea
,
ay 1×1 = { 1 ✗ c- C- a' a]

dn
0 Sonet Niitzliche Eigenschaften: dTn(Ilf]cs1)= c- 1)" I Itnfltils)

• [The- " dir = n !
,
[The- sit dir = n ! 71 Integral:FRT : Ñgqaylw)=NÉ "sin law' = a- sinclaw)

AW shh

sina.lt , :={sih¥ 1-+0 • i. A. gilt the 1N
,
n> 1 : L [tnrt HAD 1st

""HE L[ft flirt drills)= Is Lcf] Is)
tattling : a + =o

"""" """ B 8) Sei of der Wachs turns koefficient von f. Flir ✗ > of gilt :

V-abs.integrierbaret-kt.gg Mit g 11-1=0 auf 1- c- C-a
,
0 ) gilt

:
• "

YL[f]Wdiff-1¥]lx+iy)= /
✗+ iya

✗[on] * glx) = £ , gltl It 9) Sei T > O und sei f eine T - periodische Fkt . , dh . fit+1-7=1-1+1 ttt> 0 .70.2 Eindeutigkeit der Laplace-Trap & Inverse Laplace -Trafo : Dann gilt its c- Emit Recs)>0 :

saz von Lerch : Seien f, , fze Emit Wachstumskoeffizienten Ta , Tz .

10
. Laplace-Transformation : Lifts)=

, -

'

e-
stotéstfltldt

Amahme : Lcf, ] 1st Lcf, ] Cs) Vs mit Real > max { q , q
}
.

Def . Laplace- Transformation der Fkt
. f : IR→ 1C : to ) Faltungssatz :Dann ist : f. It = fact) Ht an denen f. & f, stetigsind .

a I [f- * g) =L -4311g]Lcf ] b) = fofltl e-stdt s=T+iw

11 ) Sei s die Dirac - Delta Funktion . Dann gilt b-a c- IR :
Inverse Laplace - Transformation : Seif c- Emit Wachstumskoeff . of↳

konvergiert wenn IfCHIE Mert to c- IR and Laplace - Traformation Fist . Sei Poly) : = ctiy fairy c- C- a. a) ein Pfad , 118 It - amiss -_ e- as

wobei c > of beliebig ist . Dann gilt an altar stetigen Stetten te lo , a) von f :
Satz : Sei E der Ravin der Fkt

. f: IR - IC mit forgender Eigenschaften :
* a) fits = 0 b- too f- It ) = ⇐ fp

,

est Flslds Dirac- Delta :
2) Fr c- IR

,
3M > Omit If It)IE Mert ft > 0

Eigenschaften :D f SCH dt=1:3) fist stiickweisestetig and I die Grenzwerte fig; fits
and flying fltl An den unstetigen Stetten to c- 10,4 gilt :

an jeder Sprungstelle to EIR> o und insbesondere Ffi;g+ fltl . I{ ( limit→ to-1=11-1 + him+ →↳+1=11-1) = Lai fp.ee#FlsIds 4
•

8 It - a) fltldt = f- (a)Dann : Die Laplace - Trafo Lcf] ist t f c- E auf der Halbebene { SEC : Recs) > r } t

wohldefiniert und ist eine komplexe Analytische Ekt . der Variables . 3) THI =/ 8 (f) dt
- a

Ausserdem gilt
: lim Lif] Is)=O
Reis)→ a 4) Ll Slt - a)) ( s) = e-

as



Tabelle : ( aus Roma skript Iozzi) : → Mehr Siete Anhang. 10.3 Anwendungen Laplace - Trafo : t

Gewiihnliche Differentialgleichungen : Bsp : fltkttfoftlsinlt - a) dir
L 5- rtiw

Allgemeine Schema fiir das loser von Diffgleichungen : f*sinl#
1) Laplace - Trafo bei der Seiter

(⇒ fltl-ttfx-sir.lt)⇒ Eigenschaftenanwenden
⇒ Flsl = LET]ls1 + Lffotsinltl] wobeiflsl-L.CH] Is)⇒ Anfangsbedingungeneinsetzen (Llyn - sky ) - yeol )

Elt) ⇒ Fist = fit L[f) 1st L[sinltl ] Is)2) Umformen ( Ausklammem etc ) und nach ylslanflésenElt) (⇒ 1--14--17+1=14%+13) PartialbmchterlegungEIH Refs) > Reta ) nach
4) Riicktrafo der einzelnen Terme mit korrespondenttabellenfhanfhisen-sflsl-sst.it =÷, + ¥= -d-ds.tt/-f-%f1s)-Elt1--sylHgefunden:) & Umfomen =dµ-(LEDISI) - f-¥, /Lasts))=L[tush- f- Lct' ]KI=

Elt)
=L[1-+1,1-3] is)

EIH Beispiel : f"+2f'+f=tét+et
Elt) AWP floro Riicktrafo ⇒ fls)=t+÷t%{

f' 101=0Elt)

① Problem mitten Laplace transformeren: Differentialgleichungssysteme :Elt)
51=15) - sf ' /o )- flott 21st /s)- flow + f- Is)=L[test]ls1+L[et] /s)

Elt)
⇐> sifts)+2sFls) + Fls)=L[test]lsl+L[et] /s) ! !

I 1

Elt) (⇒ Flat Is- +2s + 1) =L [test]ls1+L[et] Is) I 1 On , Oz Klein .

EIH n e il
Lctét] = - %L[e-tusks!,, , 10

,
102

L[et]kl=s! , ! !
←

1 n n

t Elt ) 0-0

Jz (⇒ pls) = 6+112+51 =
1

M M

sa+zs+ , 1st "" +1%16+112 Bewegungsgleichungen : mllsinln)"= -mgsinlntkllsinlz - sinin

t> Elt) o_O I.
sz

= f- Lct>e-+IKTPFB {mllsinlzl " = -mgsinbztkllsinb , - sin Oz)
+ ( a+ , ,

(3. Ableitungronst, ) fir Oj klein : sin Oj Oj
tatltl

,
a> 0
-

gate
⇒ Fcs) -- f- Lct>e-tis)+¥L[et- e-t]ls)t1L[tét]ls )

⇒ fltl =L
- '
[ Fist ]1H= 1,1}t3+t - E) e-

+
+ Yet¢ { mlÑ, = -mgQtkllOz- Or)coslwt ) Elt) o_O

s

Stw ' Bem : mit Laplace kann man die part.to . zu einem AWP finder , mlÉz=-mgQ+kllQ-Q )
W ohne Fuerst die alley. listing findenzumiissen ! :)

sinlwt) Elt ) - sztwz I,= -1,0 , +1mHz- On)Integralgleichungen:Wsh / at ) Elt) o_O
s

5- a'
'⇒ {É

,
= - YO, + 1m10, - Oz)

= Gleichungen , die eine Funktionfundihr Integral , sowie
sinhlat) EIH 0-0

a evtl . eine konstante entheilt .
S2 - of Mit f- = :w2 and k_m= :X i.

ult - a) Elt- a) o-•
e-
as Rochretept : ① erkennen

,
class das Integral eine Faltung ist {

0,= - will , + ✗ ( Oz-0,)
s a- Heaviside- Fkt.

② Rechts & links Laplace- Trafomieren 0
,
= - W'02+210, - Oz)

Slt - a) Elt- a) 0-0 e-as f- delta- distribute
③ nach Flslaufhisenundumformenfiir Riicktrafo

E1H={
it >o

o to ④ inverse Laplace- trap → fltlbestimmen :) Dann : Laplace anfbeiden Seitan
,
nach ④

, , z
f- LIOIIISD

laplautrafoanfmigh.ch#fistOriginalfunktion anfliisen and anschluss nicktransformieren → On ,O , :)



1

12 , Anhang • sinlxt
tan ""

• 0051×1%+1-8 Summer : • sinhlaltsinhlb)=2sinh(a÷)wsh( "1)
Volt tank)

• sinhla) - sinhlb)=2wsh(a¥)sinh(%-)
Trigonometric •s.int/y--3sinlx)-4sin3lx).cosl3xj=4ws31x)-3coslx).tanl3N--3tanH- tan ""

1- Stank) • coshlaltwshlbl-zu.sn/a+z-b)cosh/a-zb-)
• sin
' / E) = 1- Cosby

2
• cos

- (E) = Athos /x)

z
• tart / E) =1 -WSH) • coshla ) - coshlb)=2sinh(a¥)sinh(%-)

1+61×1

• sin /✗ d- g) = sinlxlcoslyltooslxlsiny) • tanhlalttanh (b) =
sinhlatb)

cosh (a) cosh (b)
• cos lxt-yl-coslxlcoslyl-tsinlxls.in/y) Produkte: • sinhlalsinhlb)=1z[coshlatb) - coshla- bl]

• tan / ✗+ y )=tanl×)+tanlY
)

• tank- g) =
tank ) - tanly )

7- tanlxltanyl It tanlxjtanly )
• wshlatwshlbl-1zlcoshlatbltcosh.la- b)]

A
^^ P

Euler ' sche Formel " opsin
• Asinlwttaltbsinlwttp)=✓[Aws✗+Bwsp]2+[Asin✗+Bsinp]2

'

.

• sinhlalwshlb)= ? - [sinhlatbltsinhla- bl ]

d) - sinfwttarctan [ Asin✗+BsinP ) ) • tanh (a) tank (b) =
tank /a) ttanhlb)

e
#
= cos /2) + Isin (z) e

"i=
-1 7 Ausa + Bcosp wthlaltwthlb )

Is
,

Additions theorem :
Potenzen : • sinhlakitzlcoshlzal - 1)

IT

Cos
,
Sin : Cosh

,
Sinh : • sinlxltsinly )= 2- sin /×¥)ws(¥) • arctan /¥)= -2

- Arctanll)
• sink > (a) = f- lsinhlza) - zsinhla))

cos lz1=1z(eiZ+e-iZ ) coshlzj-1zlette-Z-c-bijektivouufco.ae) • sink) - sinly)=2ws(¥ ) - sin /€2T) • sinhala)=1glwshl4ai-4wshl2a)+3)

sinlzk.fi/eit-e-iZ ) sinhlzl-1.IE?--e-Z)-bijektiv • 0051×1+005191=20051×+2-8 )ws( • cosh
- (a) = f.(coshlzaltl )

•wslxl-coslyk-2-s.in/'+?-)-sin(X-1-)owsh3la1--I--(wshl3a)t3wshla))
Betiehungen:

• tan /a) Itan (b) =
sinlatb)

coscalcoslb)
• cosh" / a) =L - ( cosh / 4 a) +4 wshlza / + 3)

cosC✗1= coshlix) coshlx)= coslix)
• costa) - sinlal-rz.o.in/I-a)=Nz.cosfE1- a) • 1- tank

'
/a) =

^

coslixtcoshlx) coshlix) - cosh) cosh
' /a)

Multiplikationen:
sink)= - risihhtix) Sinha)= -Isinlix) Formel von Moine:( cosh (a) t-sinhlalf-wshlnalt-sinhlnal.lt NEIN , n > 2

•

sinlxtlcoslptl-1zlsinllxi-pltlto.in/Cx-p)tDsinhlix)=sih(z)
sinlix) - isihhlx)

→
= isinlz) Inverse der Trigonometrischenfunktionen :

•sinlxlsinlyl-1zf.ws/x-y1-cosCx+yDtanlx)---itanhlix) tanhlxk-itan.li/) • coslarcsi.nl/D=V1-xT=sinlarccoslxDHerleitenviaws4xi+sin4xi=1

tunlix)= itanhlx) tanhfix)=itanl×)
•

coslxlcosly)=_I[ Cosa- g) + wslxtyl] ✗
• sin / arctanlxl)=yµ+,- •

coslarctanlxll-yfz.ge/--coshlx1tsinhlxe-X--coshlH-sinhlx) • sink)Cos4N= Ĵ(1- cos (4×1)
• tanlarccoscxD-x-1.li -XP" •tanlae-cs.int/Y=x-l1-x5%C0sh2lx)-sinh2lx1--1 Gt : • 1+wt4n=s¥×; E : sin /E)=±✓1zH-wslaT
• arsinhlx)=lnlx+NÑ ) • arwshlx)=ln / ✗+Nxt )

Secant
,
Cosecant

, Cotangens
: see# , Csc=¥ ,

lot
• wt(a±b)=

cotta'°t '"" cost -9 )=±NEGtwsÑ
cotlaltwtlb) • artanhlx) -_ Eln / 4+-11,1×1<1 • arcothlx)=1zln(¥7 )

,
1×1>1

• cotlza)=
cotta ) - i

sinussatz :
sink)

=

sin (B)
=

sin (8) b µ a zwtca ) • sinhlzarcsinhlx))=2xNxI • sinhlarwshlxl)=N Vx >0
a b c

a) (p Potenzen : • sin /a)= 12.11 - Costa) • sin
>
la)=¥l3sinla) - Sinbad • wshlarsinhlxl)=N×Z+T

Cosinussatt : ( = ✓ a't b' - Zab -

cosy
C

• sin" (a) = Igloos 14A) -400512a) + 3)
• cos

'
/ a) = } /Acosta)) • cos

} / a) = ¥136s /a )-Costa))Betiehungen & Eigenschaften : • cost (a) = 1g - (Ws /Ga) - Acosta / + 3)
• tank)=

sink)
•

⇒
= It tank)

Cosby
• sink)tws< 1×1=1

1

Hyperbolischefunktionen :
• s.int/l--sinlN • Costs)=wsl✗) • tant-X)= - tank)

Allgemeine : coth /D=
wshlx)

sinhlx)
• sin / É±x)=wslx) • cos / ✗IF )=Fsinl✗) • tan /¥ - x)= - fan ,×, a tank /a) Itanhlb)

tanhlatb)=wth(a±b) = rlttanhlaltanhlb)
• sink- X) - sink) • cost- ×)= - coslx) • tank- ×)= - tanlx)

Za und 3A : Alles gleich wie fiir sin and cos → sin=sinh&ws=^wsh
• sinlritx)= - sink) • cos /rutx)= - Costa • tanlitx)= tank) § :

• Sinh / E)=/Ñh{ 1×30• Sintra-D= -sina.ws/2Ti-x)--coslx1.tanl2T-x1---tanlx)
• cosh /E) =wsh{aHÑ

Zsinlxlwslx) 20054×1-1 (-✓wshlaÑ ,
✗ < o

• sin /2×1=4 Ztanlx) • cos /2×1=(51/1) - sink) • tan 12×1=2
tank)

2

1+tan4H g- zsinyx,
1- tank)

1- tanlx)

7ttan4✗)



Wichtige Ableitungen & Integrate : substitutionen : If!¥dx=lnlfW+c
f g

' 1×1

Allgemeine Ableitungen und Stammfunktionen: gin
dx " 1×1=91×1 d×=dgY×,ffiw.fi/ydx=-z-f4xD+cfflglxDg'lNdxUHF 91×1 d×=g&Y×, f(a×+b)nd×=la×+bT

"

(hti)a
+ Cst-ammfunktiont-KT%Fanktionf.cn#i.Ab1eitungfyx,I ← fflé, sink IN , coshlx)) DX Ulx)=e× d×=d÷ / ✗ (g×+b)nd×= lax + b)

"+2

-

blaxtb )
""

tht 2) AZ (n+,)a2
+ C

✗
ntl fflx,Nt )d× F- sinlu ) d×=wslu)du g×z(a×+bynd×=(axtb)

""

-

Zblaxtb)n+Z+b4ax+b)
""

•

nty ( n -1--1) ✗
h

h - ✗
" "^

(n+3)a3 Cnt2) as Inti )a3
+ c

fflx,NÑ)d✗ a- sinhlu) d×= coshluldu g
✗ 1 b

• In (1×1) F- =✗- ^ - ✗
→
= - ¥ laxtb)nd×= - In -2) a4a✗+b)h-2

+

(n- a)azlaxtbjn-1
+C

2.
✗
% , fflx , NXT)dx ✗ = wshlu) d×= sinhlu) du fa¥+bd×=La-ln1a×2+bltc•

g
r✗=✗%

,2-Ñ
If /va)d× ulN=±a dx=adn f ✗ '

• et et e× (a2+×Ynd×=2(n -1) ( a2 -✗2)n- '
+ C

• ×. / man) - n ) lucky ¥=×-^ ffW^+d× u*=VÑ d×=" du 5¥, d✗=(¥arctan¥))+c
•

a fR( sink) ,wsl×Dd× ulxt.tw/E)dx=,fu, du f ✗

Inla)
- of a× ax.tn (a) Sv¥+Td×=ViI+c v×Id✗=NxI+c

↳ sink)=,¥u, ↳ coslx)=
1- "

g ✗

•
✗

^ Itu' ✗z+y,dy=arctan(F) +C S ¥+yzdx= arctan /F) + c
wya,

- In / IN-17 10gal /XD xtnla)
y

•
- wslx) sink) ask,

Potenteh Und Wurtcln :

g
,

f #If:d×=×z+yz+c
f✗hd×=¥,✗n+^tC nt -1 ✓⇒

DX - arcsinlx) + C

is
'

• sink) costa - sink) Expterme : g
n

J
1 fN×dx=§×} tc f- , !×zd×= arccoscxltc (ex-a) dx=1a(lnle✗- al - ×)+c

off • - lnllwslx)D tank cosy,y=1+tan4H f×ea×d×=(a×a? )ea×+c
^ /NÑd✗=1l×NÑ + arcsinlx))tC f1F✗2d×= arctanlx)+c

f✗zea×d×=(ai×z_za×+z)ea×+,
/ ✗ e"d×=ÉÉ+c

Is
• ✗ arcsinlx)tN-T arcsinlxl VÑ

g ,
as fe×+✗e✗d✗=✗e✗ + C

S
'É

• ✗ arccoscx, -Next
-

^ va-xtdx-ard.am/Va-T)+c p+qea×dx=¥ -
'

aplnlptqe
" / + C narcwslxl VE

g eax flex+ a) dx=^-a - ( x - lnlate ✗ 1) + c
• ✗ arctan (×)-

WH""
arctanx,

^ fa¥tbd×=¥lhla×Z+bl+c
ptqeaxdx-L-p.tn/p+qeaM+c2 ✗2+1

f
✗ 1

1×2+04" dx=
-

zcn-g) (a2+×yn-1
+ C f ve!,-d✗=2arctan(Ve×_T ) + c

Wichlige Ableitungen: ✗
a

tea''sinlb×)d×=ea×f
la?- ✗' In dk= zcn-1) (ai - ✗2) n

-n
+ C

aztbzlasinlbx) - bcoslbx)) + c
• lay'=lnla)a× • lnllxl) '=1✗ • let)'=e× fNa¥d✗=fl×Na¥+a4oglNa#+ ✗7) + C Sea''wslb✗)dx=a¥×bz( awslbx) - bsinlbx)) +c
• (✗ ra )'= -

✗Nabila)

×,
• tan

' 1×1=11- tank) Exponential- & logarithmusfunktionen ✗ c- 1C

Hyperbolischefunktionen :f✗e✗×dx=e"l✗× - 1) +c•

csc '(✗)= - c.sc/x)wtlx)
• Sec'lH=secl✗)tanl×) fe×d×=e✗+C

✗ z f
^

• cot 'lN= -csczlx) • arcsin ' / ×)=v¥ g×z✗✗µ=e✗×(✗2×2-2*+2)+ ,
Swshlx)dx= sinhlxltc wsh4x)dx= tank /Htc

•
arcws

/ 1×1=-1 • arctanllx)=
^

fth""d×=×(↳ IN - 1) + c × > 0
✗ 3 fsinhlx)d×= cosh a) +C In,¥dx= arcsinhlxltc

VE 1+11 ' flh¥d×=1zlln1NP+c [ e-✗"d✗= ,
REIN> O f ^

• sinhix)= cosh IN • cosh ' 1×1 _- sinhlx) ftanhlx)d×=lnIe2×t1l - ✗ + c v×Td×= Arccoshlxltc ( ×>1)
Sxslnlx)dx=×s¥lln1N -¥) [• tank 'lN=%hzµ,

• arcsinh 'lN=%+×T
→

e-
"
dx=Nñfsihhwdx-lnlex-rj-lnlexthtcfnfxzdx-arctanhlxltc.SIdx= lnlxltc

• arccosh'lN=f×⇒ • arctanh 'lH=
, ?×z f

'
ti - n fsinh-tlxldx-xsinh-i.IN - N1+xT+c

S¥adx=lnI×±al+c o unit, dt-lnlxthfcosh-yxldx-xwsh-i.IN -NÑ+c
Integrate : feI+ad×= ✗ - ↳ late"

+C f(en1✗Hdx=llnHÑ"+ca

Rechenregeln
:

gey,ad×= latex-al- ✗
+,

✗ n+, V-n-t-rftanh-nkldx-xtanh-nlxltf.tn/1-x4+c
a ftanhlxldx -_ ✗- tanhlxltc• Safa)d✗= ✗ fflxldx ltxec

b
f Ñ+×dx= lnlx) - lnlxtl)+C

fsinhllx)dx=1q / sinh 12×1-2×1 + C• Sbxfcxitpglx)dx= ✗ faflxldxtpfabglxldxa fak×d×=ak×
klnla)

+ c a> 7
,
KEIR

• fabflxldx -_ - fbaflxidx / ✗he" d✗=ea×É( - g)k n !
.

✗
n-k

• lfabflxldx / Efabtflxldx no Intel ! ak"
+ c

l
×?µ×, dx= lnlln / ✗1) + c

• fbflxtglxldx-cflNGlxiab-fat.fi/YGlHdx f×4nwd×=( ✗
"n ""

-¥ ) + c *a

d 41 3

fkn GHI 1 ↳ The-Tdr -_ n ! (part.int .)/ dy=zNJ
• fifa)dx= fat.fi/Ydx+fjflNdxV-a,b,cElR,asbsc



Trigonometrical Funktionen : Periodischefunktionen
, Integraltabelle : Fiir ROMA wichtige Folger & Reihen:/sink)dx= - cos /Ntc fsinlxlcoslx)dx=1zsin3l✗)tC

"
"" " "

"

µ
" " "

"

""""""" " """ " "" ⇐ "" " "" "
" ""fwslxtdx-s.in/x)tC fsinlx)ws4✗1dx= -13 cos> a) + C

5 2

sin r¥ 1 2 O O O o costs
⇒ g- g- o o o o

↳

Konvergenzverhalten
:

ftanlxldx= - lnlcoslxlltc fsinyxicosyxidx-j-14x-s.in/4xDtC him sapnwicnz-nT-lzl.h.ms upn = {
< ^ ab" "" ""V

"

0 Reine AussageSin
'

¥ IL T, IF It a- cost 8-+3" 3rd 3¥ 3¥ 8¥17 3¥ 3T¥I sink, dx= la /
sin ""

fsinnlaxcoslax)dx= sin
""
'" '

+ C 32 16
"→ " → ✗

> 1 Divergenta.* + , / + c imma
sing; ; ; o o o o sin .ws * ( ( ( ( ( o ☐ep.konuergenzraaiuseine.potenwu.ae:1¥, dx=ln / -0051×1 / +csink) - n fsinlaxwshlax)dx= - cosh"la×)

+ C
,

g
n Inti)a sin" 3%283%1 3¥ ¥ 3%-8 ¥ 3¥ sina.ws

⇒ Is 0 0 The 3- O R:=
^

tank)dx= ln / sink)/ + C fimsupypgg ,
R > 0 falls limsup -_ 0 : F-

tow}y×, d×= tan Wtc
fsin2lNd×=§ - sinlxlcoslx) + c

2 cos ¥ 1 0 0 V2 2 0 sin.ws
' 4¥ Is } O O O O n→x

fcoszcx)d×=Iz+
sinlxlcoslx)

+ c
2 WSZ 2+÷ ¥ Iz ti ÷ Iz in ODER : R= lygia /÷g, /fsifplx) d✗= - fancy + C fsinlxlcoslx)d✗=1zsin4NtC

Parameterintegrale Mit variables Grenten : ⇒

Reihekonvergiert , falls IZKR & divergent falls 12-1 >RV-z-c-efsinnlxldx-n-nlfsinn-zwdx-sinm.INWSH)
n 411-1

fcoshlx)dx= fcosn-2C,yd× + Cosh
- '
Cxlsinlx)
n FlH=fyµ , fltixldx diffbar falls diewichtigsten Potentreihen & Grenzwerte:

fcotlx)dx= bnlsincxlltc
flt,x) and ¥-1T ,N stetigintundxundllund 4 sink,=£(- yn

Z
""

^

fcsclxldx -_ - lnlcsclxltcotlxlltc (zn+ , , ! Rea n - z
= É Z

" # I# ¢9 d.h.RO"
"⇐ Tin (haunt sletig diffbar . Dann gilt :

no no

fseclxldx-a.tn/secCx)ttanlx11+c xSec -_¥
cos G) = -21- yn ¥ Ézn= 1-Z

""

farcsinlx)dx=×- arcsinlx)tNT✗tC E- a

farccoslxidx-x-arca.sk) - ✓⇒ + c
dFd¥=Ñ¥¥ltiHd×+ f- 14411-11441-1 - f- It ,YHDy'H) n=o zn ! n,

n -z

n

explz)=É¥= him (1+25) Rex
farctanlxldx-x-arctanlxl-1.tn/xZ+il+c falls fnur 1 Variable , d.h . f : IR→ IR n=o n→•

fxsinlxldx __ sink) - xcoslxltc Grenzwerte:

/ ✗Zsinlx)dx=2✗sinl✗) - (✗ 2-2) coslxltc
him (1+5)" explx)

/✗' sink)dx= 31×2- 2) sink) - ✗ ( ✗2- b) cosmic n→x

fxcoslx)dx= xsinlxtcoslxltc
Integrate der Form fathers""dx → substitution a- plxipwbieren . Konvergenzbereich der geom .

Reine bestimmen:
/ ✗Zcoslx)d✗= ( ✗2- 2) sink) + Zxcoslxltc

Kleiner Trick : mittels Substitution :
1×30051×7 dx= ✗ ( ✗2- b) sin 1×1+31×2-2)wslxltc 1 -

7-fizs-n.io/flzDnfsinlax)sinlbx)dx=sinlla-b)x)2la-bj-sinla1-b) ×)

Zlatb )
+ C

T
Isin /ax)cos(b×)dx=

Cosllatblx)

Zlatb )
-

cos / (atb)✗)
zca- b)

+ C was Auch immer da stehtldarfnatiirlichaucheinefkt.seen.z.B.expl.at)
/ ✗ sin (a) dx=

sink" - ✗✗ •SHH
+c 11-12-11<1 → diesen Ausdruckdannsoumformen ,

✗2

g✗zsin(✗×, dx= (2- ✗4) wslxx)+2✗×sinH×)+c classes in der Form 12-15 . . . vorliegt
✗3 T

f×ws(✗ ×)dx=
✗ ✗sink)+wsl✗×)

+c das ist dann konvergentradius .✗ 2

f×zws(✗×)d✗= 1×42
-2)sink)+2✗×wsl✗×)

+ c Spezielle Laurentreihen :
21T

✗
°

y a
✗

y-zj
umt=0 : 1)

g- z =¥oZ
"

locos " It)dt=[
"

sin" It)dt=¥
1 ✗ a

costs It)dt=fo"sin> It)dt=O 2)
a-zp=¥m=oZ^+m=IcnZlf- 0

Hos ' It)dt=fÑsin4Hdt=- mitcn : Kombinationenntm ,
die lergeben?.= 1+1

21T

[sinlt)cos4Hdt= fowsltlsiriltldt -0 * Weil die Roeffizienten bei alle 1 sind

21T

So sinltlwsltldt =D 1
Somit ist

, , -zp
= .FI/nt1)zn/



Sammlung niitzlicher Folger & Reihen: Reihen : Weiterewichtige Potenzreihen:(ETaytorreihe.umdennuupkt.entnicnelt.tn
- a taxi• [F. = 2-n¥ Knew • ¥

,

k =
nlnt"

• ea×=2n=o
n : =1+ax+¥"+¥?t . . .

Grenzwerte von Folger n" 2
"

• sink)=Zn?of, ,n ×
""

• £ ^ n
• zk2=

nlnt"-12^+1 )
(zn+ , ) :

= ✗ - + ¥÷ F- - .
k= ,
4k'-1 =zn+ , th c- IN

• Lima # =D HSE ④
+ k=^ b

• cos 1×1=2%1-yn ×
"

•
n

n

un, :
= 1- + I÷F . . .

• fin login)
n→ nk

=0 fiirk>0 ••Inln+n=1 ( Mengoni - Reine) • -2k
>=/ nth;^) ):( £42

• arctanlxj-z.pe?o1-,,kx2kt1• limqn-ottq.EC Iqkl
n=^ k=n K-1

,zn+ ,,=x-¥+÷ -¥ → diesefkt
.
Sind

n→•
• him nk

• an __ 1 ; anti } / an -1¥ ) → an KNX • £12k- 1) =n2 2
"

• him at = 0 fiirlal> 1 n→aTn=° fink>0Wh IN > 1
k=,

• sink)= -21×2 - ✗
" + }? ✗

'
I . . . analytisch

• him "Ta - 1 Hat Rt • limnka"=o fink> o • harmonische Reine :[ii. 1k - divergent (Riemann 'scheg-fkt.nu/-s--1)
• cos

-
IN = 1- ✗

'
+ ×

"
- }? ✗

• ± . . .ld.h.tl?=Fkt.)n-sa
n→a a n

Nk und la '> 1 • geometrischeReihi.IN?oxn=g?xfiirlxK1-KomA Laurent
• Sinha)=En=o1zn+ ,> i. ✗

""
= ✗ + i. ✗ ' + F. ✗ ' + . . .

• time. In
-_ 0 V-kc-IN.kz c- ¢

,
12-1>1 n

• him • cosh 1×1=5
^

n→

= 0
• Potenzreihe: -11×1=-21. , an / ✗- Xo )

"

n=o(zn,:X
"
-

- It ✗
'
+# ✗

"
+ ✗

•
+
. . .

• him horn -_ 1 a 1- isnt
n→a

• him
1 ✗

a konvergiert fiir s> 1 • lnlx ) =In= , n 1×-15=1×-11-1,1×-1)Z± . . .

→ ocxcz

n→,
ann !

=0
• Riemann'sche }-Funktion :{

n= ,
-ns{

divergent fair set• fjm
^

n→, login,
=0 fiir n > 1 a

• NÑ=EÑ=o(E) ×" Bem : a- liohestaylorpolynom -_ Taylorreihe• him nn÷=0 • Itai '
n→,

µ, µ ,
→ atternierende harm

.
Reine → konvergiert . Vereinfachungen :• him n÷=0

ma • Exponentialfunction:Éon÷=e;¥I¥=e× •

'

✗+2--3+1×-11=13 - 1^+1×-311=13 -

g- 1=13-17 - "¥+(×¥_Y- . . . )• ¥zn÷=0
•

1

Potenzreihen ( Alte Reihen um 1×1<1 Oder lxka) 1×-312=8×-1^-3 =¥¥

Funktionenfohgen ,
Grenzwerte : Geometrische Reine : f-✗ = .FI/Y=1tx+x2+x3+ . . .

• lnlxtln 1×+1 - 1) = lntlt 1×-11)

sink)
•

^
• lion

✗→ o ✗
=1

• him
✗→ ✗

eat y+×=IÑ=ott)h✗h= 1- ✗+ ✗2- ✗3 + - - . • e✗= e - e
" '

✗
b
= + A %

•

^ of
,
wg(µ2hd×=

1-2-3 - - " (2h - 3) (2h-1 )
• him

✗→ ☐

ArltAhk)
=p

g- ✗
2=-2%0×2" = It ×'t ✗ " t . - . 2.4-b . . - • 12h -2) -2h

-

✗
• limns Chi;)! I

• so
"

•
^

gin /✗12h d✗=
1-2-3 - - - 12h- 3)12h-1)

.
-1• him

✗→ o
Arcsinlx)

=p • him
✗→ ,

lnlx) y+×z
= Into 1- 1)" ✗" = 1- ✗' + ✗4- . . .

✗ ✗- y
=/ 2-4 - b - -- 12h- 2)-2h 2

•
1

• him
✗ → 0

✗
a- ✗

= -21=0 ( Ia)"= 1a . / it # + (Ia )'t . .. ) • ( a" - b ' )= ( a- b) latta> btazb't ab> + b4)
sinlax) =1a • him 11 - cos IN)=o

• lim×→o sinlax) ✗→ 0 ✗

Integrate /Ableitungen der geom . Reihe:
• a' + a' + a> + a' + ai-1-cai-n.la" + a> + 1)=/atilla + atilla? -ati )

sin 1×1
= A ✗

• lion
•

1
• him

✗→ a
X - sin / 1×1=1 ✗→a

lnH+×)
= *

µ- ×,
,
= Info In + 1) ✗" = 1+2×+3×2 +4×3 + . . .

• (atb)
>
= a

>
+ Zabtb

?

• him
,,→ ,

a
" -1 • him ↳""

•
^

• ( atb)
>
= a

>
+ 3a2b+3ab2tb3

✗

= lnlal
✗→a nrx

=°

(✗ - a,z=En%( Ia)
"

"ln+Dxn=a÷+¥+%÷+ . . .

• him
✗→☐

lnlatx) 1a
• him 1- = - A • him /%):O • ×

""
•
a
'
- b' = ( a- b) ( atb)

✗
=

✗→ o
- ✗

,

• lull- X)= - In=o n+ ,
= - (✗+ Ézt¥t . . . )

• am
✗
2 ^"

wenn acb• lim×→a ✗Na = 1 ✗→ o 1- ask)=Z • lnlni-xt.fi#-dt--En=otn+Yxn+1--x- ¥+51 - .
. . Binomischertntnicklungssatz:( ✗+ g)

✗
= In:(1) ✗" "y" ✗ EE ×,yElR

• him that ✗1=1
•

1
• him

✗→ a
✗Ñ= 1 no ✗

gyp =EÑ=o1z✗h(11th)l2+n))= 1+3×+6×2 + lox't . . .
↳

Konvergenz , falls ×> O und / 1×1<1

Xb • him arctanlx) __ Iz •

^
• him

,,→ ea×=0 ✗→a n+×p= -29=0^-2×4-"
"

11th)l2+m=^ -3×+6×2 - - - -

✓
Konv

. falls ×>04 /¥14 Grenzwert
, Rechenregeln• lion

,→o
e× -1

• lim
↳""

Binomische Reine:( ✗ + g)
✗
= F- (E)✗"kyk ✗ c- 6

, ×,yElR✗
⇒

✗→ a
xn=°

k=o Sci him an=a und ln→inzbn=b .
• lim×→o WSIN -1

• bin •

^ n→x

✗
=D

✗→ o+

= a y+×p=IÑ=ol- 1)" Intl)H= 7-2×+3×2 -4×3 + -
• loin fan. bn) = a-b

• bin
,,→o

1- WSIN n→a

×,
= 1

• him 1-0051×1=0 Dann :
z

✗→ o ✗

• NT+×= In:("F) ✗" = 1+3×-18×2 + F. is -÷gÑt . .. elimlantbn)=a+b
• lim×→o tank)

= 1 • bin • NT_Ñ= g- 12×-2-1.4×2 - fi,? , ✗
3- 1-3-5

✗
4-

.
. .

"→*

✗ ✗→ o+
↳ (×)=- *

2.4-6-8

• him
✗→ ± -15

tank)
• bin

a✗ -1 n

✗
= FA

✗
= lnla)

✗→ o Teleskopsummen : Ilan - ak+ , )= am- anti
• linn

✗→ •
( 1+1×1''=e k=m

Añthmetischesumme : Ék= hlnt
"

• him
✗→• (1- ×!, )×=é

' Riemannsche Summer:
z

( Beweis : Induction)
K-1

• him
,,→ In + ¥)×=ea lim-E.FI-11=1^-11×1 DX Fakuvtiit : n !=Ñk= 1.2 . . . .

-

n
,

0 ! :=1
n→x k=r

• him
✗→ •

✗a. lnb 1×1=0 limb-a-h%f1atkb-nat-fat.fi#Gammafunktion: TIN :=[t✗-' e-tdt
• him
, ,

WH)
n→a

n

✗
k
=D Tln+M=n ! n c- IN



Sonstiges : Wichtigellngleichungen : Parametrisierungen : y
:[ 0,1]

→ a

Mathematische Konstantin:( Approximationen)
• tattle laltlbl 0 - Ungleichung n

t '→ ylt)
TIES

.
14159 • la- bl > Ital - 1h11 if

ex 2.71828
• 11×1-1411<-1×1--911 1×1+1 yl Kay EIR s

y1H= re
#it

1- c- [0,1 ]Wurzelapproximationen :
• 2abEa2+b2

V22 1.41 NII 3.32
•lanbntE-zllar.it/bni)N3~~1.73T3k3.b1Nb-~~2i24r7~~4.12 • lab- cdlelatlb-dltldl.la-CI Beweis: ausmnltiplizieren

^

V7 I 2,65 Zz

logarithms Rechenregeln :
↳
Wittig bei Gleichen - konvergent teigen: ✗

ya ,= ⇒ + (

zz-z.pt/fnlx1gnlN-flx1glxIlElfnlxil1gnlxl-glxl1t1glxH1fnlx1-f- 1×11
> 8
,

•

loglxyl __ loglxltlogly ) flN=e× '⇒ f-
'
1×1=4×1

rationale Funktionen: ✗

• log 1×4 =

rloglx) a=b×⇐> bgba=x Zn
• Polynome f- IN lganzrational)

• logbtyl-logblxl-logt.ly ) • Bruch aus 2 Polynomen fg¥,- lgebrochenrational)
• logb 1×+91=10861×1 + logb /" ¥ ) disjunkt : wenn 2 Kiorperkungeoneinsames Element besitzen .

^^- b Begñffe :
• logblnrxt-logblxhl-1nlogh.IN

grade 2-ahlen : n= 2k
,
KEN

.

{0,24 , . . . }

Basisumrechnung : ogantefunktroin : Funktion
,
die in ganzclholomonpn ist .

Primzahlen:{2,3 , 5 , . . . } ↳

d.h.analy-h.su• logblx)= toga 1×1
'
%!" Potenztiirme : von oben nach unter . lisle nichtiger ganter Funktionen:

• 10gal b) = loggia ,
⇐> 10gal b) ✗ Kgb (a) = 1 > ex

Wichtige Gleichnngen :t-a-BB-r-o-fg.tn/eM--ellnlN1--
✗

> Polynome
Parabel : Normalform : fw=ax2+b×+c

Exponential-funktion : fH1=e× ⇒ f-11×1=1^1×1 (bij . auf IR> o)
>

trigonometñsche & hyperbelfunktionen
Scheitetform : fw= a- Ix- d)He > -2

,

•

,
0

ganter Funktionenexpiated = II
n=o n ! a.ae/nlaloanalytischeFunktion=holomorpheFunktion line )

;
mieng : a

•

wichtiger Trick
: a×Ñe✗- Inta '

= b
" "Jbl" Def: Analytische Funktion __ Fkt

. liisst sich durch eine Potentreihedarstellen

• eatb-ea.es ☐ ein Kiirper ( Vektorraum)• 5- ( d. e)
• ed

-b
=
I >

Def: meromorphe Funktion auf U= holom
.
Fkt

. auf U\{ Zo , . . . ,Zn } hit
eb

• e×=e× • fe×dk=e✗ + C
Wichtige Funktionen:

Zo
,
. . . ,Zo= Pole oderhebbaresingularitiiten

• Betragsfunktion : f- 1×1=1×1 ={
- ✗ ✗ < °

Def . Fouriersyntheses Zusammensetzen von Harmonisation in einer periodischenfkt.• de✗×=✗e✗× • fe✗×dx=£e✗×+c ✗ ✗ 70

• fakult.at : n ! = 1.2 - - - - - n

Die Xi- Function : Xgqa, :-, {
^ ttfaia]

Definitionen von e× : 12h11! = zhn ! O sont

• e×=§%×n÷ (Exponentialseihe) (2n+ 2)1. = 12m21 - 12h11!

• e
" bin (1+5)

"

( Def. ah Grentwert einer Forge wit n c- IN ) • konvexelkonkavefunktionen :
no nicht

vergessen !
Konvex :¥ ☐

linear Funktionenldh . Geraden) (
einpaarwerte : log ± Basis e e

"

-52.718 e
? -51,649

sindanfgantltlkonvexund Zriiit
log 111=0 log 141-51,3863 e

'
-57,389 e

"
-5148,4 In ✗ =n-X eKonkan µ<oy×e☐ konkav

, jedoch nicht strict .
log 121=0,6931 e

'
-520,09 eb -5403,43

log 13) -51,0986 e
"
-554,60 d-= 1096,63



Graphenwichtigerfunktionen:

flxkex

fake
"

fake
?

-11×1=+1

bfnÉWEshl✗)

HOI=sinhl✗)

FF=FtanhW

flxtex
'

flxlf-taraes-o.sk#1 f-1×1=5×2
fflwxk-sairn-5.HU)

ftfdzxltanaefctalanlx)

ffntxcenvheclx)

ffextreueseelx) qfwd*xo=o•tl✗)



Seien Zo
,
woe 1C and f: 1C→ E eine Function .

Wenn hobomorph :
Sei E- ✗+ iy .

• flzk 12¥ =?¥=zA zltinz
,

flat = Wo ,
so gilt zlejmz

.

I f- 12-11=1 wot
• Polynone

flH= et •Trigonometrical hyperbole
• f- 12-1 = ✗2- y't Zixy = ZZ

Beweis : ① ta , b c- ¢ : lal =/ at b - bl E la- bl + I bl
sche Funktionen • fltl = - ytix = it

⇒ I al - lbl E la- bl
.
Da a

,
b beliebig • Exponentialfunhtion • f- 12-1 = ele"

Warren folgt auch Ibl - Iat E la - bl • Log (z) auf Retz, > o . log'1z1=1z
• fat = e-

✗
cos IH - ie

-✗

sinly) = e-
Z

Sei nun ↳ o
.
Da lying

.

f- 12-1 = Wo gilt , folgt , dan -]r=r (E) > 0 s.d.lt 2- c- ¢ ,
• flzj-z-auf.CI 903

mit 2- c- Blzo
,
r)

, lfttl - woke gilt . somitfolgtv-z-ecmitz-EBK-o.ir)
1 If 12-11-1Woll E If 12-1 - Wo / CE .

nicht hobo morph : • flzl = ✗2-y ' - Zixy = 2=2 .
I
-2

Deswegen gilt arch lying
.

If 12-11 = Wo • flzl = ✗2- y
'
= { I-7+2-1 .
I

g
Z

Wann Laplace ,
Wann Fourier transformation ? fth = g- zz

• flt ) = ytix = IE . iz ,
,
z

• flz) = - ✗tiy = - EWenn f 11-1=0 b- too ⇒ Laplace lkonvergiertofterals FR )
• flzl = extend = exp (Z)te×p(Z⇒

Laplace nicht miiglich: flt = Hltlet
'

•flzkééiy = E-

f IN = J-keinrs.cl . et
'

Cert ft > 0 • flzl = e-
✗↳sly> =L (e-E + e-Z )

d.h
. fiir Laplace : Funktion kann Wachs en , aber nicht schneller

{ flzl
-
- E ist nirgends hobomorph .

als eine Exponentialfunktion mit linearem Exponent. flat Imlzl ist nirgendes hobomorph . (f- 12-1 = Real gleichfalls)
andere nicht - Original funktionen : e¥ ,

¥
,
. . . flzl = 2-E ist diffbar im Unsprung ( und auch nur dort )

einige Originalfunktionen : eat the 1st >a ,tZ ,
. . . IZ ist nicht hobomorph ( ausser auf -2=0 )

Unterschied Laplace & Fourier: et auch nicht holomorph .

Laplace : Kann auch wachsende Funktionenbetrachten:) Bem: Funktionheingt direction Eats ⇒ Funktioin ist nicht analytischaber: werte von f fiir negative Wertebñngenkune Rontñbutioin ^

Hinweisdaranf , class
Liste holomorpher /nicht holomorp her Funktionen : ↳ Achtung dasgeniigt nicht ats Argumentation ander Priifung !
aus MC 3 : Bem: irgendwo nicht definiert A. B. PolStelle) ⇒ nicht hobomorph .
Seif : IC → 1C hobo morph . Dann ist : Bem: bei Reihen : wenn Reine anfgeg .Bereich nicht konv.⇒ nicht howmorph

glzt-flziholomorphgltt-flz-4holomorph.glzt-f.TNnicht hobomorph ( nur bei 7=0 hobomorph )

glH=fÑ hobomorph → CR

glH= f- (El nicht hobomorph (nur bei 2-=o hobomorph )

Sei ulx , g) = ✗' tbxytcy
'
wit b

,
CER

. Wenn c= -1 ist a der

Realteil eerier holomorphen Funktron f- uh ,g) + iulx , y)
(Weil Nur dann ist u harmoniesch)

Grob : lineare Ausdriickemit E , Re 12-1 , Im 12-1 Sind (moist)

nirgends diff bar . thingegen sind quadratische Funktionen

(Oder Prodnkte diver Grundfaktoren) in 7=0 diffbar
( and anchmeist nur dort ) . → ersichtlichmit CR .



Beispiel Integral Typ III : Faltungausfiihrlichberechnen , Beispiel: Aufpassen ! :
• Res / f , Zo )=c - n von LR von fan der Stelle zoentwickelt.•

coslxl
•

cosh
seif ,µ= {1 1- c- coin

and get,={
Zt + c- [012 ]So ✗2+1

DX <⇒ f- [
• ✗2+1

DX
T O sont o sonst

• bei der Singulantiitenbestimmung:
grade Funktroin falls man fiireuizo 8- bekommt

① komplexifizieren : If* g)HI berechnen : → weiteruntersuchen
.
evtl ist sie hebbar :)

fit ,=
eit ① Faltung (Definition ) aufschreibenlwiihlenwdchefunk-ho.in
zz+ ,

→ f- IN -_ Relf HD welshes Argument hat : • Imlfgfttdz)tfyImlflyDdt^

② Residuensatzanwendeniiber :lfx-glltt-fffthglt-rldt-f-Iflt-tlgthdt-lgx-flltlrkyi.FR,R] → E ↳ hier Winkle das
.

n②
.gilt ) __t

y,
② Beidefunktionenteichnen:

y,
:[on] → ¢

HlH= Keitt yR=Jn*yz >

ffyiz.fr/-lHdt=linfy.flHdz-+lyizfyzflHdzR-sa
③Wann ist das Integral -1-0 ?R

• fyizfy.flz-ldz-lfiz.IR/-lHd2---gesuchtes Integral . ft) -40 wenn 0£ -1<-1

g
eiRÉ"itR+ieTit glt -14=10 wenn 0ft - Tsz

t> T> t -2• iz{f- lzldt / =/ Ginny, Rieznit + ,
dt / =

⇒ d.h
. tattling ist -1-0 wenn Te [ 0,1]n[t-2,t]_

=/ftp.gfieil?wsHtle-RsinHt)R-ierait Unser
" Cursor "

Rzeztit + y
dt /

nicht vergessen
: 1- ist eine Variable !

Rt ^

Effing !
" e-
"""""

Rt dtefify.gg + ,
=fodt=o ④ Integrationsbereichebestimmen:122+1 ③

{
10,5001 too ,t>3

I 1 ② [0,1-704<-1
③ Residuenberechnen : Res / f-12-1,2-0=51 = - Fei ,

②
t -2

, I
t ④

, ③ [0,1] Kt£2
① t -2 t t -z

t -z t
' l

t ⑤
I ④ It -2,1] ate}

④Residuensatz : [IflHdz=lim§fcz1dz= I ,

t -2
, ,

t

, ,

Rong
f

0 !
2 3

⑤ gesuchtes Integral: shaven not ist → b-two es ein Schnitt gibt , ist
die tattling -40 .

[ flxldx = } fIfwdx=1zReH)dz)=% ⑤ Integrieren : III. 21T -aid-1=1-2 fiir Osten

= fin .zlt-tldt-zt-nfiirktezlfxiglltt-fft-il.zlt-rdr-3tzt-t-f.ir2<1-13
0

a
sonst .

⑥ Resultat zeichnen :
7 -

is ; >



Zusammenfassung Netzwerke und Schaltungen II (D-ITET)

Fourieranalyse

Fourierreihe periodisch

Eine periodische Funktion f(x), welche endlich ist und sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen lässt, in denen f(x) stetig und monoton
ist, erfüllt die Dirichlet’schen Bedingungen. Das heisst: f(x) lässt sich als eine Summe von trigonometrischen Funktionen darstellen.

Im Beispiel der Spannung u(t) lässt sich dies z.B. wie folgt interpretieren: u(t) = U0
|{z}

DC

+ û1 · cos(ωt+ ϕ1)
| {z }

Grundschwingung

+ û2 · cos(2ωt+ ϕ2)
| {z }

1. Oberschwingung

+ . . .

Periodendauer T = 2π/ω

Normalform u(t) = a0 +
P

∞

n=1

h

ân · cos
�
n2π t

T

�
+ b̂n · sin

�
n2π t

T

�i

Spektralform u(t) = a0 +
P

∞

n=1 ĉn cos(nωt− ψn) = a0 +
P

∞

n=1 ĉn sin(nωt+ ϕn)

Koeffizientenberechnung a0 = 1
T

R T

0
u(t) dt

ân = 2
T

R T

0
u(t) cos(nωt) dt

b̂n = 2
T

R T

0
u(t) sin(nωt) dt

Amplitudenspektrum ĉn =

q

â2n + b̂2n tan(ϕn) =
ân

b̂n
tan(ψn) =

b̂n
ân

Fourierreihen von typischen Signalen:

Zeitfunktion Fourier-KoeffizientenU
eff

t

u

T0 T/2

t

u

T 2T0 T/2

t

u

T 2T0

t

u

T 2T0 T/2

t

u

0 TT/2 2T

t

u

T 2T0

2δT

t

u

T 2T0 T/2

t

u

T 2T0 T/2

t

u

T 2T0 T/2

t

u

T 2T

Zeitfunktion Fourier-KoeffizientenU
eff

0

2T

δT
3

√
û

, ...5,3,= 1n

⇤

...) +ωtcos(525
1) +ωtcos(323

1) +ωtcos(
⇥

2
π

u4ˆ) =t(u
2
û

2

+3n

1)−(2n

1
2

π

u8ˆ=nb̂

2n

1
2

π

u4ˆ−=nâu,ˆ2
1=0a

3
√
û

, ...5,3,= 1n

⇤

...+−)ωtsin(525
1) +ωtsin(323

1−)ωtsin(
⇥

2
π

u8ˆ) =t(u

, ...3,2,= 1n
3

√
û n

1
π

û−=nb̂u,ˆ2
1=0a

⇤

...) +ωtsin(33
1) +ωtsin(22

1) +ωtsin(
⇥

π

û−2
û) =t(u

3
√
û

, ...3,2,= 1n

+1n1)−(
n

1
π

u2ˆ=nb̂

⇤

...+−)ωtsin(33
1) +ωtsin(22

1−)ωtsin(
⇥

π

u2ˆ) =t(u

, ...5,3,= 1n

n

1
π

u4ˆ=nb̂
û

⇤

...) +ωtsin(55
1) +ωtsin(33

1) +ωtsin(
⇥

π

u4ˆ) =t(u

2
√
û

2
√
û

2
û

δ2
√

û

, ...3,2,= 1n

)πδ2nsin(
n

1
π

u2ˆ=nâ

ûδ= 20a

, ...6,4,= 2n

1)−n+1)(n(
1

π

u4ˆ−=nâ,
π

u2ˆ=0a

|)ωtsin(|u) = ˆt(u
i

...+7·5
)ωtcos(6+5·3

)ωtcos(4+3·1
)ωtcos(2

h

π

u4ˆ−
π

u2ˆ) =t(u

, ...6,4,= 2n

1)−n+1)(n(

+1
2
n

1)−(
π

u4ˆ=nâ,
π

u2ˆ=0a

|)ωtcos(|u) = ˆt(u
i

...+−7·5
)ωtcos(6+5·3

)ωtcos(4−3·1
)ωtcos(2

h

π

u4ˆ+
π

u2ˆ) =t(u

, ...6,4,= 2n

1)−n+1)(n(
1

π

u2ˆ−=nâ,
π

û=0a

2
û=1b̂

i

...+7·5
)ωtcos(6+5·3

)ωtcos(4+3·1
)ωtcos(2

h

π

u2ˆ−)ωtsin(2
û+

π

û) =t(u

2T/≤t≤0rüf)ωtsin(u) = ˆt(u

, ...9,6,= 3n

π8
3

√

3+2
1

q

û
π2

u3ˆ
√

3=0a

1)−n+1)(n(
1

π

u3ˆ
√

3−=nâ

i

...−10·8
)ωtcos(9−7·5

)ωtcos(6−4·2
)ωtcos(3−2

1
h

π

u3ˆ
√

3) =t(u

⇤

...)ωt) cos(3πδsin(63
1)ωt) cos(2πδsin(42

1)ωt) cos(πδsin(2
⇥

π

u2ˆ+ûδ)t(u + + +=2

Fourier-Transformation nicht-periodisch

Für den Grenzübergang T → ∞ geht das diskrete Linienspek-
trum in ein kontinuierliches Spektrum über. Durch den Zu-
sammenhang T = 2π/ω streben gleichzeitig die Abstände ∆ω

zwischen den Oberschwingungen zu immer kleineren Werten.

F{u(t)} U(ω) =

Z
∞

−∞

u(t) e−jωt dt

F−1{U(ω)} u(t) =
1

2π

Z
∞

−∞

U(ω) ejωt dω
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