(x,)konv. — (x,)beschrinkt,

Analysis | Satz:

Komplexe Zahlen

w(z)=22 5(z)=22
- Def. Haufungspunkt:
R(z) 3(z)
cos (¢ )= sin (¢ )=
\z’ |Z’
Py l.2k_n . . n

Wurzelrechnung: Z:|W‘l/n e " " k=0,1,...,.n—1 Fir vollst. Raume( R,C,R
Folgen Reihen

Abstandfunktion muss f. Bedingungen erfiillen:
i) d(x,y)=0,Vx,yeX, d(x,y)=0-x=y

i) d(x,y)=d(y, x)
iii) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

k—o0

Def. Konvergenz (x Grenzwert):
V e>03n,€N:V n€N,n>n,:d(x,, x)<e

Rechenregeln: iii) Harmonische Reihe:

i) limx,=x, limy,=y—lim(x,+y,)=x+y

n—0o0 n—00 n—0

iv) geometrische Reihe:

i) Jullsx#=0—lim—4=L1  lim|x|=ld x <y ox<y
n—oo x x n—o0 . .
" Konvergenzkriterien:
iii) }11_12 “n:}}j‘; b,=x und a,<c,<b, 1) Majorantenkriterium:
iv) fstetig—lim f(x,)=f(x)

n—00

Z b, Konvergent, falls An,€INs.d.
k=1
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(x,)unbeschrinkt — (x,)konv. nicht

(x,) monoton & beschrinkt —(x,) konvergiert

Def. Teilfolge: //gleiche Reihenfolge & unendlich viele Elemente
Satz: lim (x,)=x—lim (xnk)=x V Teilfolgen

V e>0, B (x)N(x,)#w // o Elemente
Def CF: V e>03n,ENs.d.V n,meN,n=n,, m>n,gilt :d(x,, x, )<e

,nicht Q@ ) konvergieren alle Cauchyfolgen

Def. Abs. Konvergenz: Z a, konv. absolut fallsz ]a k‘ konvergiert
k=1 k=1

Rechenregeln und wichtige Reihen:

1) Z a, konv.—lim a,=0(a, : Nullfolge)
k=1

i1) i a,, i b, konv.ﬁi (ak-i-bk):i ak-l—i b,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

o0

ZLS konv. Fir s>1 /div. Fur s<l1
n=1Nn

S
Z{Z

1—z

,z€C |7 <1

a,<b Vv n>n0—>z a, konv. absolut
k=1



i1) Mmorantenkrltenum

Z b, divergent , falls3An,€Ns.d. a,>b,¥ n>n —>Z a, divergiert Satz: Z a, z"

iii) Leibnitzkriterium: (a@,) pos. monotone NF

Hg(_

iv) Cauchykriterium:

1) a, konvergiert
=Y a, konv. o (s,) Cauchyfolge
k=1

gl<1= z a, konv. absolut
a, k=1
lim —

n—wo a,

v) Quotientenkriterium: L=y gl>1= Z a, divergicrt
k

lg|=1= kezne Aussage

la]:=g gleiche Kriterien wie bei

vi) Wurzelkriterium

n—oo

Quotientekriterium

In Riemannsche Summe umschreiben fer stetige Fkt. Gilt bsp:

-f ]

01+x

n

1
1
nl—go}l’l; +(

Potenzreihen

Def. Potenzreihe:

0
2 a,z"

a,z
n=1

a

n n

, 3

;—hm
limsup {[a] n

n—o

Def. Konvergenzradius: R=

an+1 an +1
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|zZ| <R— konvergiert
|z >R—divergiert
|zl = R—beides moglich

n=1

Stetige Funktionen

Def: f: XY
i) fheisst injektiv, falls V x,,x,€X: f(x,)=f(x,)=—x,=x,
ii) fheisst surjektiv, falls V yeYAxeX: f(x)=
1i1) f heisst biijektiv, falls f surjektiv und injektiv

iv) fheisst stetigin  x,, falls
Ve>036>0s.d VxeX:dx(x,x0)<6—>dy(f(x),f(x0))<€

v) fheisst stetig, falls f'stetigin  x,V x,€X

vi) fheisst gleichmissig stetig, falls

V e>036>05.d.V xy, x€X :d (x,x))<Dd—=d ( f(x), f(x,)) <e

vii) f heisst libschitz-stetig, falls
3L>0:d (f(x), f(x))<L-d (x,x,)

viil) libschitz-stetig — gleichméssig stetig — stetig

Eine Summe, Produkt oder Verkettung stetiger Funktionen ist stetig.

st. funkt. {x€R" exp(x)ER log(x)eR; sin(x),cos(x)ER

Satz: f'stetigin x, <V (x,) mit lim x,=x,:lim f(x,)=71 (x,)
niitzlich: Gegenbeispiel zeigen

Def. Konkav: — f''(x)>0
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Zwischenwertsatz sin(x) 1o 0 J11 V2 3 V4 .
a,b€R,a<b, f:[a,b]-Rstetig=Tc€a,b]: f(c)€[f(a), f(b)] 2 2 2 2 2 2
cos) | A_, | 3| 42 | {11 | 4o,
Exp, Log, Trig 2 2 2 2 2 2
Def. exp(z Zi/ "—e'=lim (1+%) Matrizen und Vektorrechnung
n=1 N n—oo n
. d det(A)-B=det(A)-spur(A~" B)
Def. In=exp
) ix —ix 0 2k A: -
Def. cos(x)=R(e")=2 +2€ =z(—1)k% pur z“
k=0
. o et & . kM Kern: Alle Vektoren, die in den Nullvektor Abgebildet werden
sin(x)=3(")==——=> (-1
2i k=0 (2k+1) _ |a| | b |aybs—ayb
Wichtige Eigenschaften: Kreuzprodukt: aXb=| a,|X| b,|=|a,b,—a,b,
] ] ez_l B ] xn B a, b3 albz_azbl
1) lim =1 lim—=0 IS
=0 Z ¥ @ Skalarprodukt: a-bz\aHb‘cosq)=a1b1+a2b2+a3b3 Koalabir
i) log(x-y)=log(x)Hog(y) log(a")=b-log(a)
dlog(x)_1 Differentialrechnung
dx . Rechenregeln :
iii) cos’+sin’=1 : to) =g
cos (x+y)=cos(x)cos(y)—sin(x)sin(y)—cos(2x)=? 1) (f+g)'=1"+g
sin(x+y)=cos(x)sin( y)+sin(x)cos( y)—sin(2x)=2.. iy (fg)=fg+tfg
PPN A P ST el A7
0 x x x x 1) ( gl &
¥ : amm<cat B (2 1)(x)=g(/ (x)) -/ "(x)
Grad 0° 30° 450 60° 90° =) gof)x)=g xS




I'Hopital: f,g:(a,b)»C f,geC' g(x)#0V x€(a,b)
fx) o f(x)
wb g(x) s g'(x)
Taylor-Reihe: 77 7(x) Zki (x—a)*
Bsp: Taylor (2ter Ordnung, Entwicklungsstelle (a.b))
BARARS
fla,b) [ la,b -
x a,b)=(a+Eh,,b+Eh
Folad) £o(ab) flap)  \@PITaEh bR
fwla,b) folab) f,(ab) f,(ab)
1 1
hhy 1 Pascalsches Dreieck (h,+h, )"
hi 2h,hy, h 1/2!
h’ 3h2h, 3h,h2 K 13!
=T,(a,b)=f(a,b)11
1. Zeile +fx(a,b)-h1~1+fy(a,b)'h -1
. 2 1 2 1
2. Zeile +f (a,b)h; §+fxy(a, )-2h, h, 2 fy(a,b)-hzz
3.Zeile  +f o (a+Ehy, bAER) B f | (a4Eh, b+ER)3 I by

‘6

+f o (a+Eh b+ER)-3h hy—+f  (a+Eh,, b4E hy)-h)-

1
6

1
26
1
26
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Topologie

Def.  Offen, falls V e>03¢>0:B.(x)cU

Def. AcX Abg. ,falls V x€X\43e>0:B (X)N4=0
Def. K Kompakt, falls V (x,),V x,€eKITF->xEK

Integralrechnung

Riemann-integrierbar: Obersumme = Untersumme fiir geniigend kleine
Partitionen

Rechenregeln:
b

b () e (e)dv= [ ) +f glx)ax

iy [af(x)dx=r[ f(x)dx,V reC

iii)  f(x)<g(x)V xE[a,b]ﬁf f(x)dxsf g(x)dx

j dx <f\f
v J s =—jf<x>dx
}f(x)dxzjf(x)derff(x)dx

Regeln zum berechnen der Integrale



b [ )= la)-F (5

i) [ (g (x)dv=r(x)g(x)=[ 1" (x)g(x)dx
du
g'(x)
x durch auflosenvon g ( x)nach x ersetzen
Grenzen gurchg(a), g(b)ersetzen

g(x)=u,dx=

’

1i1) substitution:

S

—

iv) falls sin oder cos, substitution mit tan (%) versuchen
v) falls f j{ ’((x )) dx— substitution mit g(x)=u=f(x) //okee
X
das tont komisch w/e
. . X’ 1
vi) PBZ trick bsp: ——=1——;
+ x +1

Differentialgleichungen
n—1

Def. Lineare Homogene DGL: Z (a, x(k)(t)) +x"'=0

k=0

n—1

Def. Lineare Inhomogene DGL: Y (a, x*(¢))+x"'= K (¢)

k=0
Schritt 1:

1) setze Ansatz xh(t)=eM,XEC in (H) ein
n—1
i)y - (g1 )" e =0

k=0
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iii) —>P()\)::)\”+§ (a,\f)

iv) NS A, A,,.. von P(A) mitvielfachheiten k finden
NSk, _
v o=x)=22 el
q=0i=0
Schritt 2:

i) Falls K(1)=(D_ b,t')e"
i=0

ii)  uk-fache Nullstelle von P (L )—k

w

Cfi)l‘kew

1

-

iii) —>xp(t)=( bestimme ¢; durch Einsetzen in (I)

i=0

=X,=x,+x,
//Variation der Konstaten fehlt. Was muss in dieses Kapitel noch rein?
//Komplexifizierung fehlt noch (K (¢)=cos(¢)=R(e") )

Analysis Il

Normierte Vektorrdume

Def. Norm. Vektorraum (X, |I.||)

Def. Norm: Ax|[=|h ||| x
Def. |.|.].]|'eR"

[lx[[=0—x=0, x+yll<[lx[[HIy

’

dquivalent, falls Jc,,c,>0:c¢ ||x]|"<||x]|<c,|lx]|"
Satz: Alle Normen auf IR" sind dquivalent zueinander

Def. Operatornorm || 4|[=supy, _[[4x||.
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Lineare DGL: x'(¢)=Ax(t)=x(t)=exp(A(t—t,))x(¢,) (positiv definit — Minimum)
Exp: exp(d)=Texp(D)T '=Tdiag (ek')?z 17! Sonderfall (n=2): D ::fxxfyy_fiy
//Diagonalisierunsverfahren hier?
i) D>0
f >0-Max, f  <0—Min
ii) D=0

. . . . f «>0—>Minoder SP, f .. <0— Max oder SP
Mehrdimensionale Differentialrechnung

]
of, of, o1, Variationsrechnung
ox, O0x, B X, b
of, of, of, grad (f) Euler-Lagrange: falls f:X—>IR,f(x)=f L(x(z),x'(¢))dt gilt
Jacobi-Matrix: D f = ox, 0x,  0x,|= grac{(fz) . . ‘
: : : gl’ad(fn) a%i(x(t),x (t))zaan[(x(t),x (t)) i=1,..,n, tE(O,l)
of, 0/, of,
0x, 0x, ox,
1 1
Uberpriifung stetig diffbar: ableitung stetig Diffeomorphismus
Hessesche Matrix, fiir Extrema (positiv/negativ (semi-) definit) Def. Diffeomorphismus
5 5 5 f: U=V, UcR", VcR", Vund U offen
of _or .. _9of  heisst C* -Diffeomorhpismus , falls f biijektiv, f€C*, f'eC*
0x,0x;, 0Xx,0x, 0x,0x, bi-Matrix: det —/— 0
ey ot f ot f o f Jacobi-Matrix: det =/=
H{f)=373 = 9x,0x, 0x,0x, 0x,0x, Def. Homéomorphismus ~_/ U=V, USR", V<R",V und U offen
YiOX i =1 : : : f Homoomorphismus, falls 1 biijektiv, stetig
o f o f o f Koordinatentransformation / implizite Funktionen: Satz der Impliziten
0x,0x, 0x,0x, 0x,0x, Funktionen. Vgl UMF, Reguldrer Wert

positiv/negativ definit: V A>0/A<0,h,=EW
EW berechnen: det(A—h1,)=0 nach A auflosen
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F(x,y)=(F (x,y),...F,(x,»)) Extrema auf UMF
oF,  0F, Satz: Lagrange Multiplier
OF 0 y ! 0 y n Zuerst Rangbedingung iiberpriifen:
Y \oF,  oF, grad g,(x,)
0y, 0y, rg| 8724 22(%2)| < und 2,=0,...g,=0—X krit Pkt

erfiillt (x,, y,) die Gleichung F(x,, y,)=0 gl’ad.ék(xk)

. OF . . . o
und ist p im Punkt (x,, y,) invertierbar/surjektiv/voller Rang £ (%)= zuoptimierende Funktion

so existiert y= f(x): F(x, f(x))=0 (in einer offenen Umgebung) g (¥)=c: Nebenbedingung (mehrere méglich)
L(x,M)=f(3)-r(g(3)—c)

Untermannigfaltigkeiten Bedingung :dL (X, \)=0

8L =0— 8_L_0 _>8_L_0
Def. D-dimensionale C*—UMFeM cR" falls 5x1 ox, T Ok
VY peM 3U,VcR" und 3C* —Diffeo ¢:U-V,
mit (M NU)<(Rx[0})nV
Def. y€R” Reguldrer Wert, df (x) surjektivy xeR" mit f (x)=y Mehrfache Integrale
surjektivitdt Jacobi-Matrix vollen Rang Satz von Fubini: f f(x,y)d(x,y) :f (f x,y)dy|dx
AXB A

Satz:  fe€C*(R";R"™") und yeR"™ einRW=>M=f"(y)
— M ist eine d-dimensionale C* -UMF Berechnung

Def. velR" Tangentialvektor an M i) Parametrisierung des Gebietes:
V peM3y:(—€,e)-M,y(0)=p undy'(0)= .

Def. Tangentialraum von M im Punkt p: Der Raum aller TV im Punkte P 7= y| mit a<x<b,g(x)<y<h(x) und j(x,y)<z<k(x,y)
Satz: M:f_l({y])ﬂTpM=kern(df(p)) :



Hilfsmittel: Koordinatentransformation x=& (u Vv, w)
f flx,y,z)d(x, y,z)ZJ' F(D(u,v,w))det ®d(u,v,w)
G G’

Masse (p Dichte)p=1 falls homogen : X,y,z)

M= p(7)d(
[7p(7)d(x,y,z)

2 1
Schwerpunkt: S=% =—
Jo(7F)d(x.y.z) M

K

J7p(F)d(x,y,z)

Kurvenintegrale
C={7eR"7=®(t),a<t<b)
b
iy [v(Fdi=[v(d dt
C a

Falls die Kurve von mehreren Teilkurven definiert ist, kann man die
Ergebnisse der Kurvenintegrale iiber die Teilkurven aufsummieren.

1) Parametrisierung der Kurve:

Flachenintegrale / Integrale Giber Mannigfaltigkeiten

Zwei Typen:
1) nicht orientiertes Flachenintegral: f f(#)do
F
i) orientiertes Flichenintegral: f F(7)do

F
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Berechnung:
i) Flédche parametrisieren:

1. Wichtig: Reihenfolge der Parameter

2. Ziel: F=[FeRlF=d(s,1),(s,1)eGSR?
3. ?
i1) Fiir nicht orientierte Fldchenintegrale:
‘GQD 0| 4

1. !f(?)do=J;ff(

ii1) Fiir orientierte Fldchenintegrale

0P, 0D
1. T X==
fv d o= ﬂv (as Ep )dsdt
Oberflichenberechnung £ (7)=1
Integralsétze (Satz von Gauss)
Def: Normalenvektorfeld <v(p), vip)ll=1

/I Q offene Teilmenge auf IR"—0 Q) Normalenvektorfeld von Q

Def: div f(x Z f Ag=g.tg, (+g.+..)

a—‘_g,zgradg-h’
on

R’

Hauptsatz: fgrad f(#)d7=f(b)-f(a)

C



Satz von Gauss (7 Normalenvektor ) f divvd(x,y)=
Q

Satz von Gauss II P,QeC' dex-l—Qdy f(gg—g—i)d(xy)
_ g _ =
Ag=g.tg, (+g.+.) ﬁ—grad g
Satz von Green g,heC' f gfl,— g?ds ngh—hAgd(x,y)
G
3
IR
(7 normalenvektor, F Randfliche von G)
Hauptsatz: fgrad F(#)d7=f(b)-f(a)
C

fv

Satz von Green: f g——hagds ngh—hAgd(x,y)
G

Satz von Gauss: : )d 6= fdlv vd(x,y,z)

_ P| [R,—O. ox e e e
Def: rotv=rot| 9|=| P.—R_|=|0y|X Ox 0y Oz
R 0.~ P, P O R

P

o=

0z R
Satz von Stokes (C orientierte Rand) f
F

rotvdo=[vd7
C
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Definitionen aus der Vorlesung (fiir Beweise)

YV € >0und Quaa’erQl Oy
Jordansche Nullmenge (JNM)

ACUQmmZVd

i=1

Jordan-messbar: B Jordan-messbar, falls 0 B Jordansche Nullmenge

(4, BcR" Jordan-messbar)
1) Alle Vereinigungen (oder dhnliches) sind wieder Jordan-messbar
3 Vol (AU B)+Vol (BNA)=Vol(A)+Vol (B)
i1)
f f(x)dx+ f f(x)deJ.f(x)dxﬁf f(x)dx
A B

AUB ANB

iii) Cc<IR" JNM, falls C Jordan-messbar und Vol(C)=0

Eigenschaften des Jordan-Masses

Transformationsformel: f f(®(x))|detd ®(x)dx= f f(y)dy
4 o(4)

ny

Linge einer Kurve: L(y \ dt

//Banachsche Fixpunktsatz
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