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Aufgabe 1 (Modellbildung, Normierung, Linearisierung) 7 Punkte

Um das Verhalten einer Radaufhängung zu analysieren soll ein 1
4–Fahrzeug Modell verwendet

werden. Das heisst, es wird nur ein einzelnes Rad betrachtet, belastet mit m = 1
4 der Fahrzeug-

masse. Die Aufhängung sei durch eine Feder F und einen Stossdämpfer D modelliert.
Die Feder F habe im unbelasteten Zustand die Länge l0 und für die Federkraft soll gelten:

FF (t) = −k
(
x(t) − l0

)3
, k > 0.

Der Stossdämpfer habe beliebige Länge und für die Dämpferkraft soll gelten:

FD(t) = −b

(
d

dt
x(t)

)
, b > 0.

Die Erdbeschleunigung betrage g und wirke in negativer x–Richtung. Vereinfachend soll das Rad
als starrer Körper angenommen werden.

Abbildung 1: Schema der Fahrzeugaufhängung

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie eine Zustandsraumdarstellung der Form

ż1 = f1(z)

ż2 = f2(z)

für den Zustandsvektor z(t) = [z1 z2]
T = [x(t) ẋ(t)]T .

b) (2 Punkte) Geben Sie die Ruhelage z0 = [z1,0 z2,0]
T der Radaufhängung bei ebener Stras-

senoberfläche an.

c) (2 Punkte) Nehmen Sie im Folgenden an, dass die Ruhelage des Systems sich bei x = x0

befindet und dass für die auftretenden Geschwindigkeiten |ẋ(t)| ≤ c1 gilt. Normieren Sie
das System für diesen Arbeitsbereich und geben Sie eine Zustandsraumdarstellung in den
normierten Koordinaten q1(t) und q2(t), sowie die normierte Ruhelage q0 = [q1,0 q2,0]

T an.

d) (2 Punkte) Linearisieren Sie das normierte System um die Ruhelage in q0 und geben Sie
für das linearisierte System der Form δq̇ = A · δq die Matrix A an.
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Lösung 1

a) (1 Punkt)
Newton: mẍ = −mg + FF + FD ⇒ ẍ = −g + FF +FD

m

Mit zT = [x ẋ] resultiert die Zustandsraumdarstellung:

ż1 = z2 (1)

ż2 = −g −
1

m

(
k(z1 − l0)

3 + bz2

)
(2)

b) (2 Punkte)
Gemäss Definition gilt für die Ruhelage: ż1,0 = 0 und ż2,0 = 0.
Aus ż1,0 = 0 folgt mit (1) dass gilt: z2,0 = 0. Und somit wird (2) zu:

0 = −g −
k(z1,0 − l0)

3

m
⇔ z1,0 = 3

√
−gm

k
+ l0

c) (2 Punkte)
Eine sinnvolle Normierung ist:

z1 = q1x0

z2 = q2c1

und weil die Normierung zeitinvariant ist gilt:

q̇1 =
ż1

x0

q̇2 =
ż2

c1

und so wird mit (1) und (2)

q̇1 =
c1

x0
q2

q̇2 =
1

c1

[
− g −

1

m

(
k(q1x0 − l0)

3 + q2c1b
)]

Die normierte Ruhelage liegt bei

q1,0 =
z1,0

x0

q2,0 =
z2,0

c1

wobei gemäss Definition der Ruhelage z2,0 = 0 und gemäss Aufgabenstellung z1,0 = x0

gilt. Folglich gilt für die Ruhelage des normierten Systems:

q1,0 = 1

q2,0 = 0
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d) (2 Punkte)
Es gilt δq̇ = A · δq mit δq = [δq1 δq2]

T

und

g1(q) =
c1

x0
q2

g2(q) =
1

c1

[
− g −

1

m

(
k(q1x0 − l0)

3 + q2c1b
)]

∂g1

∂q1
= 0

∂g1

∂q2
=

c1

x0

∂g2

∂q1
= −

3x0

mc1
k(q1x0 − l0)

2

∂g2

∂q2
= −

b

m

und somit wird für das im Punkt q0 = {1, 0} linearisierte System die Matrix A zu:

A =
∂g

∂q

∣∣∣
q1=1, q2=0

=

[
0 c1

x0

−3x0k(x0−l0)2

mc1
− b

m

]
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Aufgabe 2 (Systemanalyse) 8 Punkte

Gegeben ist ein (RLC)-Netzwerk mit einem Ohmschen Widerstand R, einer Spule mit Indukti-
vität L und einem Kondensator mit Kapazität C. Als Stellgrösse steht Ihnen die Spannungsquelle
u(t) zur Verfügung. Der Strom IL(t) ist die erste Zustandsgrösse x1(t), die Spannung VC(t) die
zweite, also x2(t). Messgrösse ist der Strom IL(t) = x1(t) = y(t). Die Parameter R, L und C
sind reell, endlich und positiv: R, L, C > 0.

L C

u(t)
R

VC(t)

IL(t)

Das System wird wie folgt beschrieben:

dx1

dt
=

1

L
(u(t) − x2(t))

dx2

dt
=

1

C
x1(t) −

1

RC
x2(t)

y(t) = x1(t)

a) (1 Punkt) Geben Sie die Matrizen A, b, c, d des linearen Zustandsraummodelles an.

b) (1 Punkt) Ist das System vollständig steuerbar? Begründen Sie mathematisch.

c) (1 Punkt) Ist das System vollständig beobachtbar? Begründen Sie mathematisch.

d) (2 Punkte) Untersuchen Sie ob das System stabil, asymptotisch stabil oder instabil ist (mit
Begründung).

e) (2 Punkte) Sie wollen nun Ihr Netzwerk so auslegen, dass der Strom IL(t) (= y(t)) auf
einen Einheitssprung in der Spannung u(t) nicht überschwingen kann. Den Kondensator
und die Spule haben Sie schon gekauft, sind also als gegeben zu betrachten.

Geben Sie den Wertebereich für den Widerstand R an, für welchen die Sprungantwort des
Systems nicht überschwingt.

f) (1 Punkt) Auf welchen Wert geht der Systemausgang y(t) nach unendlich langer Zeit wenn
der Eingang konstant u(t) = u0 ist?

Lösung 2

a) (1 Punkt)

Die Matrizen des linearen Zustandsraummodelles ẋ = Ax+bu, y = Cx+du mit x =

[
x1

x2

]

lauten:

A =

[
0 − 1

L
1
C

− 1
RC

]
, b =

[
1
L

0

]
, c = [1 0], d = 0
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b) (1 Punkt)
Das System ist vollständig steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix Rn vollen Rang hat.
Das betrachtete System ist 2.Ordnung, also n = 2.

R2 = [b, A · b] =

[
1
L

0
0 1

LC

]

Alle Kolonnen von R2 sind linear unabhängig, also hat die Steuerbarkeitsmatrix vollen
Rang. Das System ist folglich vollständig steuerbar.

c) (1 Punkt)
Das System ist vollständig beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix On vollen Rang
hat.

O2 =

[
c

c · A

]
=

[
1 0
0 − 1

L

]

Alle Kolonnen von O2 sind linear unabhängig, also hat die Beobachtbarkeitsmatrix vollen
Rang. Das System ist folglich vollständig beobachtbar.

d) (2 Punkte)
Um die Stabilität des Systems beurteilen zu können, müssen die Eigenwerte der Matrix A
betrachtet werden:

det(A − λ · I)
!
= 0

−λ ·
(

−
1

RC
− λ

)
−

(
−

1

LC

)
= 0

λ2 +
1

RC
· λ +

1

LC
= 0

RLCλ2 + Lλ + R = 0

λ1,2 =
−L ±

√
L2 − 4R2LC

2RLC

Das System ist asymptotisch stabil wenn Re(λ1,2) < 0. Diese Bedingung wird im Folgenden
überprüft. Dabei werden zwei Fälle unterschieden, nämlich:

i) Für L2 − 4R2LC ≤ 0 wird der Wurzelterm der Eigenwerte rein imaginär bzw. Null
und es folgt:

Re(λ1,2) =
−L

2RLC
= −

1

2RC
< 0 X R, C > 0

ii) Für L2 − 4R2LC > 0 wird der Wurzelterm der Eigenwerte reell und es folgt:

Re(λ1,2) =
−L ±

√
L2 − 4R2LC

2RLC

?
< 0

−L ±
√

L2 − 4R2LC
?
< 0

L2 − 4R2LC
?
< L2

−4R2LC
?
< 0

−4
?
< 0 X
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Folglich gilt Re(λ1,2) < 0 für alle R, L, C > 0. Das System ist somit asymptotisch stabil.

e) (2 Punkte)
Das System hat, wie oben gezeigt, zwei Eigenwerte mit Realteil kleiner Null. Um ein
Überschwingen zu verhindern, müssen die Eigenwerte reell sein, d.h. Im(λ1,2) = 0.

Im

(
−L ±

√
L2 − 4R2LC

2RLC

)
!
= 0

L2 − 4R2LC ≥ 0

−4R2C ≥ −L

⇒ R ≤
√

L

4C

f) (1 Punkt)
Da das System asymptotisch stabil ist, geht es für t → ∞ in seine Gleichgewichtslage:

d(.)

dt
= 0

Die Systemgleichungen werden also zu:

0 =
1

L
(u0 − x2,0)

0 =
1

C
x1,0 −

1

RC
x2,0

y0 = x1,0

Es folgt:

y0 =
1

R
· u0
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Aufgabe 3 (Frequenzbereich) 6 Punkte

a) (3 Punkte) In dieser Aufgabe spielen wir Memory für Regeltechniker. Welche der Über-
tragungsfunktionen G1−6(s) gehört zu welcher Sprungantwort (a-f). Begründen Sie Ihre
Antworten.

G1(s) = s+1
s2+s+1

G2(s) = s+1.5
s2+s+2

G3(s) = −s+1
s2+s+1

G4(s) = s+1
s2+3s+1

G5(s) = 1
s+1 · e−s G6(s) = s+1

s2−3s+2.25

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

(a)

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

(b)

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

(c)

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

(d)

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

∞

(e)

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

Zeit (sec)

S
ig

na
l

(f)

b) (3 Punkte) Nachdem Sie alle Paare gefunden haben, geht es in die nächste Runde. Sie sollen
für die Strecke P (s) = s+1

s2−3s+2.25
einen P-Regler auslegen. Auf Ihrem P-Regler können Sie

eine Verstärkung KP von 0 bis 10 einstellen. In welchem Einstellbereich des Reglers ist der
geschlossene Regelkreis stabil?
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Lösung 3

a) (3 Punkte)

G1(s) → (b): kleinere Dämpfung als G4(s)

G2(s) → (f): statischer Übertragungsfaktor 6= 1

G3(s) → (c): nicht minimalphasig

G4(s) → (d): grössere Dämpfung als G1(s)

G5(s) → (a): Totzeit

G6(s) → (e): instabil

b) (3 Punkte)

Die Übertragungsfunktion des geschlossen Regelkreises ist

T (s) =
(s + 1) · KP

(s + 1) · KP + (s2 − 3s + 2.25)
.

Der Regelkreis ist stabil, wenn alle Pole negativen Realteil haben. Zur Berechnung der
Pole muss man die Nullstellen des Nenners berechnen.

s2 − (3 − KP ) · s + (2.25 + KP ) = 0

Die Nullstellen dieses Polynoms sind

s1,2 =
3 − KP ±

√
(3 − KP )2 − 4 · (2.25 + KP )

2

=
3 − KP ±

√
KP

2 − 10 · KP

2

Daraus folgt, dass die Wurzel für KP ≥ 10 immer reell ist. Für KP = 10 sind die beiden
Pole s1,2 bei −3.5. Für KP > 10 wandert der eine Pol gegen −1, der andere Pol gegen −∞.
Für den Fall KP < 10 wird die Wurzel imaginär. Daraus folgt, dass die Pole negativen
Realteil haben, falls KP > 3. Der Regelkreis ist also stabil für KP = (3, 10]. Für KP > 10
wäre er ebenfalls stabil.

RE
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-1

0

1

2

3

Abbildung 2: Wurzelortskurve
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Aufgabe 4 (Nyquist-Plot, Nyquist-Kriterium) 9 Punkte

a) (3 Punkte) Gegeben ist folgende Strecke

P (s) =
s + 1

s2 − s
.

Bestimmen Sie die Grenzwerte der Strecke: limw→0+ P (jω) und limw→∞ P (jω) und zeich-
nen Sie den Frequenzgang der Strecke für ω ∈ [0, ∞] im unten vorbereiteten Nyquist-
diagramm ein. Hinweis: Die Durchtrittsfrequenz der Strecke liegt bei 1 rad

s
.

Im

Re
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b) (3 Punkte) Nun möchten Sie einen stabilisierenden Regler für die Strecke P (s) finden. Sie
haben sich als erstes für einen reinen P-Regler entschieden mit einer Verstärkung von 2.
Zeichnen Sie den Frequenzgang des offenen Regelkreises ebenfalls in das Nyquistdiagramm
ein. Entscheiden Sie anhand des Nyquist-Kriteriums, ob die Strecke mit diesem P-Regler
stabilisiert werden kann.

c) (1 Punkt) Beurteilen Sie die Robustheitseigenschaften (Verstärkungsreserve, Phasenreser-
ve) des P-Regler grafisch anhand ihres gezeichneten Frequenzganges des offenen Regelkrei-
ses.

d) (1 Punkt) Ihr Chef meint es braucht noch einen I-Anteil, um das Führungsverhalten des
Reglers weiter zu verbessern. Hat er recht?

e) (1 Punkt) Was ist Ihr Vorschlag, um die Robustheit zu erhöhen?
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Lösung 4

a) (3 Punkte)
Man macht folgende Grenzwertuntersuchungen w → 0+ und w → ∞.

P (jω) =
jw + 1

−ω2 − jω
=

−2

ω2 + 1
+

1 − ω2

ω3 + ω
· j

Für w → ∞ ergibt sich

lim
w→∞

P (jω) = 0 − 0 · j

Für w → 0+ ergibt sich

lim
w→0+

P (jω) = −2 + ∞ · j

Für w = 1 ergibt sich

P (j · 1) = −1 + 0 · j = −1

Die Nyquist-Kurve startet für positive Frequenzen bei (−2, ∞j) und geht unter einem
Winkel von -90◦ in den Ursprung.

Im
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(a) Regelstrecke
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(b) Offener Regelkreis (KP = 2)

b) (3 Punkte)
Zuerst bestimmt man die Pole der Strecke.

s2 − s = 0 ⇒ s1 = 0, s2 = 1

Da der Regler selbst keine instabilen oder grenzstabilen Pole hat, muss laut dem Nyquist-
Kriterium

γ = ρ + σ/2

der Nyuistpunkt 1.5 mal im Gegenuhrzeigersinn umrundet werden. Gemäss dem Nyquist-
diagramm des offenen Regelkreises ist dies erfüllt. Der P-Regler kann folglich die Strecke
stabilisieren
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c) (1 Punkt)
Gemäss dem Nyquistdiagramm des offenen Regelkreises ist die Verstärkungsreserve [0.5, ∞]
und die Phasenreserve ca. 37◦. Akzeptiert wird 20◦-60◦.

d) (1 Punkt)
Da die Strecke selbst schon einen offenen Integrator hat, ist ein I-Anteil nicht nötig. Zudem
verschlechtert er die Robustheit.

e) (1 Punkt)
Der Regler könnte zum Beispiel mit einem Lead-Lag-Element erweitert werden, um die
Phasenreserve zu erhöhen.
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Aufgabe 5 (Frequenzgänge) 9 Punkte

Frequenz [rad/s]

V
er

st
är

k
u
n
g

[d
B

]

∼ 6 dB

Frequenz [rad/s]

P
h
as

e
[G

ra
d
]
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a) (4 Punkte) Identifizieren Sie die Übertragungsfunktion P (s) dieser Strecke.
Hinweis: 6 dB ∼= 2

b) (2 Punkte) Um die Strecke P (s) zu regeln, wird ein PI-Regler

C(s) = kp ·
(

1 +
1

Ti · s

)
=

kp · Ti · s + kp

Ti · s
mit kp = 4, Ti = 1

verwendet.

Zeichnen Sie Amplituden- und Phasengang des PI-Reglers C(s) im oben stehenden Bode-
plot und beschriften Sie diese mit C(s).

c) (1 Punkt) Tragen Sie Amplituden- und Phasengang der Kreisverstärkung L(s) = P (s)·C(s)
im oben stehenden Bodeplot ein und beschriften Sie diese mit L(s).

d) (2 Punkte) Der geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil.
Bestimmen Sie graphisch die

i) Phasenreserve ϕ

ii) Verstärkungsreserve γ

und geben Sie die Werte an.
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Lösung 5

Frequenz [rad/s]

V
er

st
är

k
u
n
g
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|L(jω)|
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a) (4 Punkte)
Struktur:
Bei tiefen Frequenzen zeigt der Amplitudengang eine Steigung von Null, die Phase beträgt
0◦. Das System hat folglich keine offenen Integratoren (Pole bei Null). Die Verstärkung
beträgt bei tiefen Frequenzen etwa 6 dB.

⇒ Σ1(s) = k

Bei Frequenzen im Bereich 6-7 rad/s hat das System eine Resonanzüberhöhung. Dies ist
typisch für ein unterkritisch gedämpftes System 2.Ordnung. Der typische Phasenverlust
von 180◦ ist im Phasengang ersichtlich, wird allerdings durch einen Phasengewinn bei
höheren Frequenzen beeinflusst.

⇒ Σ2(s) =
ω2

0

s2 + 2δω0 · s + ω2
0

Die Steigung des Amplitudenganges von -20 dB/dek und die Phase von -90◦ bei hohen
Frequenzen weisen darauf hin, dass zwischen etwa 7 rad/s und sehr hohen Frequenzen die
Steigung des Amplitudenganges um +20db/dek zunimmt und die Phase 90◦ gewinnt. Es
muss also eine (minimalphasige) Nullstelle vorliegen.

⇒ Σ3(s) =
s + a

a
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Das gesuchte System hat also die Form:

Σ(s) = Σ1(s) · Σ2(s) · Σ3(s) = k ·
ω2

0

s2 + 2δω0 · s + ω2
0

·
s + a

a

Zahlenwerte:
Die statische Übertragung Σ(0) ist gleich k. Der Amplitudengang zeigt bei sehr tiefen
Frequenzen eine Verstärkung von 6 dB∼= 2.

⇒ k = 2

Das System 2.Ordnung zeigt eine Resonanzüberhöhung von etwa 6 dB bei einer Frequenz
von etwa 7 rad/s. Die Dämpfung lässt sich also abschätzen mit:

|Σ(jωmax)| − |Σ(0)| =
1

2δ
√

1 − δ2

δ≪1∼=
1

2δ
= 2

⇒ δ ∼=
1

4

Für kleine Dämpfungen ist die Eigenfrequenz ω0 etwa gleich der Frequenz des Resonanz-
maximums ωmax:

ω0

δ≪1∼= ωmax
∼= 7 rad/s

Die Frequenz der minimalphasigen Nullstelle ist etwas schwieriger abzulesen. Im Amplitu-
dengang können die Asymptoten wie im Bodediagramm dargestellt eingezeichnet werden.
Dabei geht die eine Asymptote durch den Punkt (7 rad/s, 6 dB) und fällt dann mit -40
dB/dek. Die Asymptote für hohe Frequenzen fällt mit -20 dB/dek. Die beiden Asymptoten
schneiden sich bei der Eckfrequenz der Nullstelle von 30 rad/s.

⇒ a ∼= 30

Die gesuchte Übertragungsfunktion Σ(s) ist also:

Σ(s) = 2 ·
72

s2 + 2 · 1
4 · 7 · s + 72

·
s + 30

30

=
49

15
·

s + 30

(s2 + 7
2 · s + 49)

b) (2 Punkte)
Die Übertragungsfunktion des PI-Reglers kann umgeformt werden zu:

C(s) =
kp · Ti · s + kp

Ti · s
=

1
Ti
kp

· s
·
s + 1

Ti
1
Ti

Es liegt also ein offener Integrator und eine minimalphasige Nullstelle vor. Die Zeitkonstan-
te des Integrators ist Ti

kp
, die Asymptote des Amplitudenganges hat bei tiefen Frequenzen

also eine Steigung von -20 dB/dek und schneidet die 0 dB-Linie bei ωi =
kp
Ti

= 4 rad/s.

Die Frequenz der minimalphasigen Nullstelle beträgt ωNS = 1
Ti

= 1 rad/s. Bei dieser Fre-
quenz ändert die die Steigung des Amplitudenganges von -20 dB/dek um +20 dB/dek auf
0 dB/dek für höhere Frequenzen.

Der Phasengang beginnt bei tiefen Frequenzen aufgrund des Integrators bei -90◦, gewinnt
dann durch die Nullstelle +90◦. Bei der Frequenz ωNS beträgt die Phase −90◦+45◦ = −45◦.

Amplituden- und Phasengang von C(s) sind im Bodediagramm eingetragen.



Seite 16 Sessionsprüfung Regelungstechnik I

c) (1 Punkt)
Amplituden- bzw. Phasengang der Kreisverstärkung L(s) = P (s) · C(s) resultieren aus
Addition von Amplituden- bzw. Phasengang von Strecke und Regler. Das Resultat ist im
Bodediagramm ersichtlich.

d) (2 Punkte)

i) Die Phasenreserve lässt sich bei der Durchtrittsfrequenz ωc (|L(jωc)| = 1 = 0 dB)
als Differenz zwischen der Phase bei ωc und -180◦ ablesen. Dies ist im Bodeplot
dargestellt.

⇒ ϕ ∼= 45◦

ii) Die Kreisverstärkung L(s) erreicht hier nie eine Phase von -180◦, schneidet also die
negative reelle Achse im Nyquist-Diagramm nie. Die Verstärkungsreserve ist folglich
unendlich:

⇒ γ = ∞
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Aufgabe 6 (Reglerauslegung) 10 Punkte

An Ihrem ersten Arbeitstag erhalten Sie die Aufgabe, für ein System mit der Übertragungsfunktion

P (s) =
4

s3 + 8 · s2 + 64 · s + 32

einen PID-Regler auszulegen. Sie beginnen mit einem PI-Regler mit der Übertragungsfunktion

C(s) = kp ·
(

1 +
1

Ti · s

)

und schlagen vor, die Reglerparameter kp und Ti nach der Methode von Ziegler-Nichols einzu-
stellen. Ihr Chef ist mit Ihrem Vorschlag einverstanden und verlangt von Ihnen, dass Sie

a) (3 Punkte) die kritische Verstärkung k∗
p, sowie die kritische Frequenz ω∗ bestimmen und

b) (1 Punkt) dass Sie daraus dann die Parameter kp und Ti nach der Methode von Ziegler-
Nichols bestimmen.

c) (2 Punkte) Ihr Arbeitskollege hilft Ihnen und rechnet am Computer für das System mit
dem oben ausgelegten Regler eine Durchtrittsfrequenz ωc von 4.3 rad/s und eine Phasen-
reserve von 40◦ aus. Ohne die Rechnungen in Detail durchzuführen, müssen Sie Ihrem Chef
beschreiben, wie diese Angaben berechnet worden sind.

d) (4 Punkte) Sie zeigen Ihrem Chef die Sprungantwort des Führungsverhaltens Ihres Regel-
systems. Er ist der Meinung, dass der Regler zu stark überschwingt. Er verlangt von Ihnen,
Ihren Regler mit einem D-Teil zu erweitern. Um die Dämpfung des Regelsystems zu verbes-
sern, soll dabei die Phasenreserve um 30◦ erhöht werden. Damit die Geschwindigkeit des
Reglers gleich bleibt verlangt er, dass Sie die Durchtrittsfrequenz ωc bei 4.3 rad/s belassen.
Ausserdem verlangt er, dass der eingestellte Reglerparameter für den I-Teil beibehalten
wird. Bestimmen Sie die Reglerparameter {knew

p , Td} als Funktion der alten Parameter

{kold
p , Ti}. Die numerischen Werte müssen Sie nicht einsetzen. Es ist auch nicht notwendig

die Terme in eine besonders einfache Form zu bringen.

Lösung 6

a) (3 Punkte)
Für die kritische Verstärkung k∗

p und die kritische Frequenz ω∗ muss folgende Beziehung
erfüllt werden:

k∗
p ·

4

−ω∗3 · j − 8 · ω∗2 + 64 · ω∗ · j + 32
= −1

Daraus folgt:

k∗
p ·

4

(32 − 8 · ω∗2) + (64 − ω∗2) · ω∗ · j
= −1

64 − ω∗2 = 0 ∧ k∗
p ·

4

32 − 8 · ω∗2
= −1

Und schliesslich: ω∗ = 8rad/s und k∗
p = 2 · ω∗2 − 8 = 120.
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b) (1 Punkt)
Aus der Tabelle erhalten wir die Werte für einen PI-Regler:

kp = 0.45 · k∗
p = 54

Ti = 0.85 · T ∗ = 0.85 ·
2π

ω∗ ≈ 0.67s

c) (2 Punkte)
Das Nyquistdiagramm der Kreisverstärkung L(jω) schneidet den Einheitskreis bei der
Durchtrittsfrequenz ωc. Deshalb lautet die Bestimmungsgleichung für die Durchtrittsfre-
quenz: |L (jωc)| = 1.

Die Phasenreserve wird mit Hilfe des Arguments der Kreisverstärkung bei der Durchtritts-
frequenz wie folgt bestimmt: ϕ = π + arg {L (jωc)}

d) (4 Punkte)
Damit der Durchtrittspunkt (bei der Durchtrittsfrequenz ωc) mit dem neuen Regler bei ei-
nem 30◦ kleineren Phasenabfall liegt (d.h. die Phasenreserve 30◦ grösser ist), muss folgende
Beziehung gelten:

knew
p

[
1 +

(
Td · ωc −

1

Ti · ωc

)
· j

]
= kold

p

(
1 −

1

Ti · ωc
· j

)
· ej π

6

Da ej π
6 = cos π

6 + j · sin π
6 =

√
3

2 + 1
2 · j ist, lässt sich schreiben:

knew
p

[
1 +

(
Td · ωc −

1

Ti · ωc

)
· j

]
= kold

p

(
1 −

1

Ti · ωc
· j

)
·

(√
3

2
+

1

2
· j

)

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite erhalten wir:

knew
p + knew

p ·
(

Td · ωc −
1

Ti · ωc

)
· j =

√
3

2
· kold

p +
kold

p

2 · Ti · ωc
+

(
kold

p

2
−

√
3 · kold

p

2 · Ti · ωc

)

· j

Und schliesslich durch Vergleichen von Real- und Imaginärteil und Auflösen nach Td er-
halten wir:

knew
p =

(√
3

2
+

1

2 · Ti · ωc

)

· kold
p

Td =

(
1

2 · ωc
−

√
3

2 · Ti · ω2
c

)

·
kold

p

knew
p

+
1

Ti · ω2
c

Setzt man knew
p noch in die Formel für Td ein und vereinfacht den Term sieht man, dass

die Lösung für Td unabhängig von kold
p ist:

Td =
Ti · ωc −

√
3

√
3 · Ti · ω2

c + ωc

+
1

Ti · ω2
c
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Aufgabe 7 (Spezifikationen und Randbedingungen) 5 Punkte

Die folgende Übertragungsfunktion wird in einem medizinischen Testgerät realisiert

P (s) =
s − b

s2 − a2
, b > 0, a > 0, a 6= b

wobei die beiden Parameter a und b noch zu bestimmen sind. Die Patientin bzw. der Patient
wird gebeten, den Ausgang des Gerätes mittels eines Joysticks auf einen sprungförmig ändernden
Sollwert zu reglen.
Ein gesunder Mensch hat eine “Reaktionszeit”(Totzeit) von etwa 0.2 s. Wie würden Sie a und b
wählen, so dass Sie Störungen im Nervensystem der Testperson feststellen können, welche sich
in einer stark reduzierten Reaktionsfähigkeit äussern?

Lösung 7

(5 Punkte) Das System hat einen instabilen Pol π+ und eine nichtminimalphasige Nullstelle ζ+

an den Stellen

π+ = a, ζ+ = b

Die Bandbreite ωc des Reglers (des Menschen) muss die Bedingungen

2 · π+ < ωc <
1

2
· ζ+

erfüllen. Wegen seiner beschränkten Reaktionszeit von T = 0.2 s kann ein gesunder Mensch als
Regler aber höchstens eine Durchtrittsfrequenz im Bereich von

ωc ≈
1

2
·

1

T
= 2.5 rad/s

realisieren.
Um also möglichst selektiv zu sein, sollten die gesuchten Parameter wie folgt gewählt werden

a ≈ 1.25, bzw. b > 5.00.

Die Nullstelle ist für den Reaktionstest nicht zwingend notwendig. Falls Sie vorhanden ist, muss
b aber gemäss den obigen Spezifikationen gewählt werden, um einen störenden Einfluss zu ver-
hindern.
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Aufgabe 8 (Multiple-Choice) 6 Punkte

Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob sie richtig oder falsch sind. Markieren Sie das
entsprechende Kästchen mit einem Kreuz (¤×).

Die Antworten sind nicht zu begründen. Alle Fragen sind gleich gewichtet (1 Punkt). Falsch
beantwortete Fragen geben je einen Punkt Abzug1. Nicht beantwortete Fragen geben 0 Punkte.
Das Punkteminimum für die gesamte Aufgabe beträgt 0 Punkte.

a) Ein lineares System besitze die Zustandsraumdarstellung




ẋ1

ẋ2

ẋ3



 =




0 0 0
1 0 0.25√
2 5 0



 ·




x1

x2

x3



+




−1
1
0



 ·u , y =
[

0 0 0.5
]

·




x1

x2

x3



+10 ·u

mit der Eingangsgrösse u und der Ausgangsgrösse y. Die Zustandsgrössen x1 und x2 sind
beobachtbar.

¤ Richtig ¤ Falsch

b) Das lineare System mit der Übertragungsfunktion G(s) = 3
(s+1)(s+3) ist überkritisch gedämpft,

d.h. besitzt eine Dämpfungszahl δ > 1.

¤ Richtig ¤ Falsch

c) Mit Hilfe des Hurwitz Kriteriums lässt sich beurteilen, ob sämtliche Nullstellen eines Po-
lynoms in der linken komplexen Halbebene liegen.

¤ Richtig ¤ Falsch

d) Das Nyquist Kriterium ist nicht für Systeme mit Totzeit anwendbar.

¤ Richtig ¤ Falsch

e) Die Positionierung der Sensoren in einem System beeinflusst dessen Beobachtbarkeit.

¤ Richtig ¤ Falsch

f) Betrachtet werde ein Tiefpass 1. Ordnung mit Übertragungsfunktion G(s) = 2
s+4 . Das

Maximum der Impulsantwort bei anfänglicher Ruhelage ist 0.5.

¤ Richtig ¤ Falsch

1Seien Sie also vorsichtig!
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Lösung 8

a) Richtig. Das System ist vollständig beobachtbar.

b) Richtig. G(s) ist das 2nd order System: 3
s2+4s+3

=
ω2

0
s2+2δω0s+ω2

0
. Somit gilt: δ = 2√

3
> 1

c) Richtig. (RT1 Script Chapter 7.4 Algebraic Stability Criteria)

d) Falsch. (RT1 Script Chapter 9.4 Nyquist Theorem)

e) Richtig. Beobachtbarkeit ist nur abhängig von der Übergangsmatrix und der Ausgangsma-
trix, welche ein Abbild der Sensorplatzierung darstellt. (RT1 Script Chapter 5.3 Observa-

bility Conditions)

f) Falsch. Die Impulsantwort g(t) ist die Laplace Rücktransformierte von G(s) = 2
s+4 .

g(t) = L−1
(
G(s)

)
= 2e−4t , ∀t > 0

und das Maximum von g(t) liegt bei t → 0 und beträgt folglich 2.


