D-MAVT FS 08
K.Nipp NUMERISCHE MATHEMATIK

MusterlGsung Serie 3

1. a) T=(D+wL) ' (—wR+ (1 —-w)D)
A=[3 1 1;1 3 1;1 1 3];
D=di1ag(diag(A));
L=tril(A)-D;

R=triu(A)-D;
omega_vec=0.001:0.001:1.999;
rho=zeros(size(omega_vec));
for i1=1:length(omega_vec)
omega=omega_vec(i);
T=-1nv(D+omegax*L)*(-omega*R+(1-omega)=D) ;
rho(1)=max(abs(eig(T)));

end

plot(omega_vec,rho)

xlabel ("\omega’)

ylabel (’\rho(T(\omega))’)

Der Spektralradius ist immer Kleiner als 1, das Verfahren konvergiert also fur
0 < w < 2. Der Spektralradius ist am kleinsten fiir w ~ 1.04.
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b) Fiirw = 0.8 ist ||T'(w)]]2 = 0.49597, fiir w = 1.04 ist ||7,,||> = 0.53653. Es gilt
[le*]l> < (1T (w)[15]1€]|2-
Um den Fehler um einen Faktor 10~1° zu reduzieren, muss also gelten:

log 10710

5~ 32836,
log |[T'(w)][2

furw =0.8: [|[T(w)|f <1070 = k >
also sollte man im schlechtesten Fall 33 Iterationen bendtigen.

log 1010
fiirw = 1.04: [|[T(w)||k <1070 = k > —°

>~ 36.981,
log ||T(w)]l2

also sollte man im schlechtesten Fall 37 Iterationen benétigen. Numerische Be-
rechnung (wir benutzen zur Fehlerberechnung die exakte Losung = = (—%, 2, —%)T):

A=[3 1 1;1 3 1;1 1 3];

b=[-1;4;-3]1;

D=diag(diag(A));

L=tril(A)-D;

R=triu(A)-D;

omega vec=[0.8 1.04];

x_exact=[-0.5;2;-1.5];

xstart=[-0.49; 1.9; -1.4];

nb_it=zeros(1, length(omega_vec));

tol_it=1le-10;

for i1=1:length(omega vec)
omega=omega_vec(1);
T=(D+omega*L)\(-omega*R+(1-omega)*D);
xnew=xstart;
k=0;
while norm(xnew-x_exact,2) > ...

tol_i1txnorm(xstart-x_exact, 2) && (k<5000)
xnew=T*xnew+(D+omega*L)\(omega*b) ;

k=k+1;
end
X_SOR=xnew;
nb_1t(i1)=k;
end
nb_it

Fir w = 0.8 braucht das Verfahren 24 Iterationen, fiir w = 1.04 nur 14. Der Grund
dafir ist, dass o(7°(0.8)) > o(7'(1.04)) gilt.

¢c) A=[3 1 1;1 3 1;1 1 3];
D=dirag(diag(Ah));
L=tril(A)-D;
R=triu(A)-D;
omega_vec=0.001:0.001:1.999;
twonorm=zeros(1, length(omega_vec));
for i1=1:length(omega vec)
omega=omega_vec(i);
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T=inv(D+omega*L)*(-omega*R+(1l-omega)*D);
twonorm(i)=norm(T);

end

plot(omega_vec,twonorm)

xlabel (”\omega’)
ylabel(C||T(\omega)|]_27)
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Obwohl ||T'(w)||2 < 1 nur fir 0 < w < 1.59 gilt, konvergiert das SOR-Verfahren
trotzdem fur 0 < w < 2, denn der Spektralradius und nicht die 2-Norm von
T'(w) entscheidend ist. Fir w = 1.8 konvergiert das SOR-Verfahren mit dem
Code aus b) nach 118 Schritten, auch wenn ||T°(1.8)[|; = 1.2206 > 1, denn
o(T(1.8)) = 0.8261 < 1.

2. a) Tfunction [x, iter, time] = my jac(A,b, x0, tol)
tic
D=diag(diag(A)); L=tril(A)-D; R=triu(A)-D;
x=x0; % start with initial guess
maxlter=2e3; iter=0;
while (iter<maxlter)
iter=iter+1;
xold=x;
X=D\((-L-R)*x+b); % Jacobi iteration without inverse
iIT (norm(x-xold)/norm(x)<tol) break; end % converged!
end
time=toc;
it (1ter==maxlter)
disp([’no convergence after ’,int2str(iter),” iterations’]);
end;

b) tol=1e-5;
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k vec=10:5:40;
iter_vec=zeros(l, length(k vec));
for 1=1:length(k_vec)
k=k_vec(1);
A=model (k) ;
b=rhs(k);
X0=zeros(size(b));
[x,1ter]=my_jac(A,b,x0,tol);
iter_vec(i)=iter;
end
plot(k_vec,iter_vec)
xlabel (k™)
ylabel (’Anzahl Iterationen des Jacobiverfahrens”)
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c) A=[2 1 0;1 2 1;0 1 2];
B=[1 -1 0;5 2 0;0 0 1];
C=[3 2 1;2 3 2;1 2 3];
b=[1 1 1]~;
x0=[0 0 0]~;
[x,1ter, time]=my_jac(A,b,x0,tol)
fehlerl=norm(x-A\b)
[x,iter, time]=my_jac(B,b,x0,tol)
fehler2=norm(x-B\b)
[x,1ter, time]=my_jac(C,b,x0,tol)
fehler3=norm(x-C\b)

Fur die Matrix A konvergiert das Verfahren in 35 Schritten, fiir die Matrizen B und
C konvergiert das Verfahren nicht, was mit der friiheren Aufgabe Ubereinstimmt.
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1 1
§UTAU + uTb = 5 (a11u1u1 + aijpuUiUs + ai3uiUs

3
£
|

+ a9 Usly + AgUals + Go3liaUs + Az1UzUL + A32UsU + A33U3U3)
+ Ulbl + Uzbg + Ugbg

Da die Matrix A symmetrisch ist, gilt a;; = a;;. Also
1
F(u) = EUTAu +u’b

= 3 (a11uruy + agugus + agzusus + 2a1ouius + 2a13uuz + 2a93uus)
+ u1by + ugby + ugbs
Der Gradient wird gebildet durch partielles Ableiten nach den einzelnen Komponenten
des Vektors u: VF = <<9F oF 8F>T

du1’ Bug’ dus

oF 1
87 = 5 (20,1111,1 + 2@12U2 -+ 2@13U3) + bl = a11U1 + Q12U + a13U3 + b1
1
oF 1
EIYR = B (2a12u1 + 2a90us + 2a03u3) + by = asiuy + agous + aszus + be
2
oF 1
87 = § (2@13U1 + 2@2311,2 + 2@33U3) + bg — aziuy + azoU9 + a33Us3 + b3,
3
also
a1y + a1oUs + a13U3 by
VF = A21U1 + Q22U + A23U3 + bz = Ax +b
a31U1 + azoUs + a33us3 b3

4. a) Um das CG-Verfahren anwenden zu kénnen, muss die Matrix symmetrisch po-
sitiv definit sein. Die beiden Matrizen sind offensichtlich symmetrisch. Zu uber-
priifen ist also die positive Definitheit, was gleichbedeutend ist mit \; > 0 fur alle
Eigenwerte \; der Matrix A.

i) det(A— M) = (2—X)>—(2—))—100(2 - \)
= 2-A)AN\=4A+4—-1-100) = (2= N\)(A\* — 4\ —97)

A+ JIGT 407
N VS W 2+ ~ 12.05,
- 4—\/162+4~97%_805

Da ein Eigenwert negativ ist, ist die Matrix NICHT positiv definit und CG
NICHT anwendbar.
i) det(A— M) = (2—-2)°>—-(2-))
= 2=\ =42 +4-1)=2-N)(\—4)r+3)

4+ 416 —12 4 —+/16 — 12
== )\1:2,)\2:%:3,)\3:f:1
Alle Eigenwerte sind positiv. Also ist die Matrix positiv definit und CG ist

anwendbar.

Bitte wenden!



b) Ein Schritt gemass Skript Seite 36 mit Startvektor ug = (1,0,1)7

2 -1 0 1 1 1
ug = (L0, ,rg=Aug—b=| -1 2 0 o]l-11]|=[ -2
0 0 2 1 1 1
3
— o= (—1.2.—-1\T :(TO’TO):_
P1 To ( ) 4y ) » 01 pl,Ap1 3
1 3 -1 1 5
u = ut+opr=1,0 +g 2 =3 6
1 -1 5
1
1 3 —4 —3
o= 1o+ 01Ap1 = —2 + = ) = —3
8 1
1 -2 1

c) Das CG-Verfahren konvergiert spatestens nach n Schritten, hier also nach 3 Schrit-
ten.



