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Aufgabe 1 (Thermisches Modell eines Brennstoffzellenstacks)

a) Wendet man den 1. Hauptsatz der Thermodynamik auf den Brennstoffzellenstack an, so
ergibt sich die folgende Bilanz:!

d * *

EUSt(t) - Qreac(t) - Qcom)(t) : (1)

Die innere Energie des Brennstoffzellenstacks kann unter der Annahme einer konstanten
spezifischen Warmekapazitéit cg geschrieben werden als

Ust(t) = Mgt Cst 1-9:3t(t) . (2)

Die beiden Warmestrome in Gleichung (1) sind in der Aufgabenstellung gegeben als

Qreac(I(t)) = AU I(t) + RI*(t) (3)
Qconv(t) =kA (ﬂSt(t) - ﬁclt(t)) : (4)
Setzt man die Beziehungen (2) bis (4) in die Bilanz (1) ein, so resultiert die folgende
Differentialgleichung:
d
mat st 7 0si(t) = AU () + RIP(t) — k A (9a(t) — Das(t)) . (5)

Fiir das Kiihlmittel lautet der 1. Hauptsatz,

d x 1 * O *
EUclt(t) = Hclt (t) - Hclt(t) + Qcom) (t) : (6)

Analog zu (2) kann die innere Energie des Kiihlmittels geschrieben werden als

Ueit(t) = Mt Ceir e () - (7)

Unter Vernachlassigung der kinetischen und der potentiellen Energie und unter der Annah-
me einer konstanten spezifischen Warmekapazitat c.; ergibt sich fiir die Enthalpiestréme
des Kiihlmittels,

i

Hclt(t) = fhclt(t) Celt 19ilt(t) > (8)
beziehungsweise
H 3y(8) = mein (1) cear 99, (8) = mein(t) ceae Deur(t) - (9)

In der letzten Gleichung wurde die Annahme des «perfect mixingy,

ar(t) = Ve (t) (10)

! Entsprechend der Aufgabenstellung wurde der Warmestrom an die Umgebung vernachlassigt.




ausgewertet.

Werden die Beziehungen (4) und (7)—(9) in (6) eingesetzt, ergibt sich

d * ;
Meit Celt Eﬂclt(t) = Mt (t) car (Ve (t) — 95 (1)) + kA (Dt (t) — Jeae(t)) - (11)
Mit den Definitionen fiir die Zustandsgrossen, die Eingansgrossen und die Storgrosse,
z1(t) == 95t (2) up () == 9%, (t) d(t) :==1(t),
z2(t) = V(1) us(t) = mep(t)

resultiert schliesslich das folgende Differentialgleichungssystem 2. Ordnung:

B1(0) = == (0100 = 22(0) + o () + —— P(0) = flor,ad)  (12)
ia(t) = — (u1(t) — z2(t)) ua(t) + t4 (@1(t) —22(t)) = fo(z1, 22,01, u2).-

meit MeitCelt

(13)

b)  Aus dem vorgegebenen Betriebspunkt dy (elektrischer Strom), x1 (Betriebstemperatur)
und ug o (Kithlmittelmassenstrom) kénnen die Gleichgewichtswerte fiir die Kithlmitteltem-
peratur (z20) und die Kiithlmitteleintrittstemperatur (u; ) bestimmt werden.

! 1
f1($170,$270, do) =0 =  T20=T1,0 — m (AU do + Rd%) (14)
! kA
Jo(21,0,22,0,u1,0,u20) =0 = w10 = X209 — (x1,0 — 22,0) (15)
CeltU2,0
Ersetzt man x5 im Ausdruck (15), so erhélt man fiir u; g,
L, 1 (AU dy + Rd3) (16)
Ul =210— | — . .
b0 b kA  capuz 0 0

c) Linearisiert man das Differentialgleichungssystem (12)—(13) um den Gleichgewichtspunkt
{x1,0, 22,0, u1,0,u20,do}, resultiert das folgende lineare System 2. Ordnung,

&(t) = Ax(t) + Bu(t) + Bgd(t), (17)
mit den Systemmatrizen
of o) [k kA
A= axl axQ _ MstCst MstCst (18)
% % kA _ u2,0 _ kA
_axl axQ J iszg L MeitCelt Melt MeitCelt
d=dy
’% %' [0 0
p=|2" 9" - B (19)
Ofy Ofs u2,0 UL,0 — 2,0
_a—ul 6—'u2_ ﬁiﬁg LTTclt Melt
d=dgp
o AU 2Rdy
od +
Bd = = | MstCst MstCst . (20)
or, .
— | z=x¢
od Ju=ug
d=dy

Bemerkung: x(t), u(t) und d(t) bezeichnen im linearisierten System (17) die Abweichun-
gen von den Betriebspunktwerten.



d)

f)

g)

Mit den gegebenen numerischen Werten erhélt man

2.0 = 56°C (21)
uro = 46°C (22)
1 1 1
-1 1 0 0 1
A= 150 501 ’ B— , ’ By — 625] ' (23)
7 75 35 —20 0

Fir die Beurteilung der Stabilitdt des Systems werden die Eigenwerte von A, d.h. die
Wurzeln des charakteristischen Polynoms berechnet,

det(AM — A) =ag N2+ a3 A +ag =0, (24)
mit

as = (-1)? =1 (25)

a = (-1 spurd) =~ (~ 55~ 5 ) = 55 (26)

a0 = det(A) = — — L =1 (27)

T 250 350 875

Auflosen der quadratischen Gleichung (24) ergibt die Eigenwerte zu

11 10
Mo=—|-1+4/1—-—— | <o0. 28
27 700 ( 121-875) < (28)

Beide Eigenwerte liegen in der linken Halbebene. Das System ist damit asymptotisch stabil.

Das System ist genau dann vollstdndig steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix R vollen
Rang hat,

Vollstéindig steuerbar <  Rang(R = [B,A-B,..., A" 1. B]) =n.
Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir die Steuerbarkeitsmatrix,

1 2
00%—5]

2 2
3z —20 —1% 4

R=[B,A-B] = (29)

Offensichtlich hat R vollen Rang (Rang(R)=2), womit das System wollstindig steuerbar
ist.

Mit der in der Aufgabenstellung gegebenen Definition des Ausgangsvektors (y1 (t) := U4 (t),
ya(t) := 0g(t) — Ve (t)) lautet die Ausgangsgleichung des linearen Systems,

y(t) = Cx(t) + Du(t), (30)

mit

1 0 0 0
el o] o= . o

Bemerkung: y(t) bezeichnet in (30) den Vektor der Abweichungen von den Betrieb-
spunktwerten, y10 = 1,0 und y20 = 21,0 — T2,0-



Das System ist genau dann vollstdndig beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix O
vollen Rang hat,

Vollstéindig beobachtbar < Rang(O = [0T, AT . CT,... (AT)"~1.CT1T) =n.

Im vorliegenden Fall lautet die Beobachtbarkeitsmatrix,

11 -4 -t
O=1[cT AT.cTT = (32)
0 -1 £ 4

Offensichtlich hat O vollen Rang (Rang(Q)=2), womit das System vollstindig beobachtbar
ist.

Bemerkung: Dass dieses System vollstdndig beobachtbar ist, 14sst sich auch an der Aus-
gangsmatrix C' erkennen, die selbst schon Rang zwei hat, Rang(C)=2.

h) Die Ubertragungsmatrix eines MIMO-Systems wird analog zur Ubertragungsfunktion eines
SISO-Systems berechnet,

P(s)=C-(sI—A)"'-B+D. (33)

Fiir das Modell des Brennstoffzellenstacks ergibt sich

1 1
1 s+ 5 50
Pis)=C-[——. .B+D (34)
(det(s[ —A) Ios4 k
1 1
1 s+ = =0l 0 0
- .0 "/, + 8 8 (35)
"T85t 8n P st |3 —20
) 1 _2
1 0 875 5
_ . : 36)
2 oo 1 ll —1] 2 1 1] (
st 505t w73 g(8+%> —20(s+%)
1 _2
875 5
11 1 11 1
_ | tstas TSt (37)
—%3 20 s

2. .. 1T 2, 1., 1T
st5stess S“txstam

Bemerkung: Die Ubertragungsmatrix P(s) beschreibt das Ubertragungsverhalten vom
Eingang u(t) auf den Ausgang y(t). Das Ubertragungsverhalten von der Stérgrosse d(t)
auf den Ausgang y(¢) lautet,

Pu(s)=C-(sI —A)~'By. (38)




J)

k)

Die Ubertragungsfunktion

1
Pr(s) = % (39)
52 +’56 8‘+’g7g
beschreibt das Ubertragungsverhalten im linearisierten System (Abweichungen von den
Gleichgewichtswerten!) von wuy(t) = 9%,(t) — w10 auf y1(t) = 9s(t) — x10. Pr1(s) hat
2. Ordnung und einen statischen Ubertragungsfaktor von 1.

Physikalisch ergibt sich folgende Interpretation:

Ordnung: Uber die Kiihlmitteleintrittstemperatur ¥%,,(t) wird zuerst das Kiihlmittel-
reservoir und erst mittelbar iber den konvektiven Warmeaustausch der Brennstofl-
zellenstack (94 (t)) gekiihlt. Es resultiert somit ein Verzogerungselement 2. Ordnung.

Statischer Ubertragungsfaktor: Der statische Ubertragungsfaktor von 1 bedeutet,
dass eine Temperaturédnderung um 6 K am Kiihlmitteleingang (statisch) nach «unend-
lich langer Beobachtungszeit»eine Anderung der Temperatur des Stacks um ebenfalls
6 K zur Folge hat.

Die Ubertragungsfunktion Py 5(s) beschreibt die Wirkung (im linearisierten System) vom
Kiithlmittelmassenstrom auf die Temperatur des Stacks. Durch Erhohen des Massenstroms
wird mehr Warme vom System abgefithrt, womit die Temperatur des Stacks sinkt. Die
Verstarkung in P; o(s) muss demnach negatives Vorzeichen haben.

h
b
% RT2_UEB1A1 Loesung zu Regelungstechnik II, Uebung 1, Aufgabe 1.
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h
/2
b
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e

% Tabula rasa
clear all, close all, clc

b
% Aufgabe 1
S
% Definition der Systemmatrizen
% ______________________________________________________________________________
A = [-1/100, 1/100;

1/14 , -9/70 1;

B = [0 , O ;
2/35, -25/2];

c=1[1, O0;
1, -11;

D = zeros(2,2);
S —



S —
% Systemanalyse
S —
% e) Stabilitaet

eig(h)

% £) Steuerbarkeit
R = ctrb(A,B);
rank (R)

% g) Beobachtbarkeit
0 = obsv(A,C);
rank(0)

% h) Uebertragungsverhalten
P = minreal(tf(ss(A,B,C,D)));
)

Bemerkung: Mit dem Befehl minreal kénnen numerische Fehler bei der Berechnung der
Ubertragungsmatrix eliminiert werden.

Aufgabe 2 (Hurwitz Kriterium)

Im Skript? sind die Systemgleichungen (Seiten 102 und 103) beschrieben und das Regelsystem
ohne D-Teil Erweiterung abgebildet Fig. 7.6.

Die Zustandsgrossen, die Eingangs- und Ausgangsgrosse der Strecke sind

z1(t) = I(t) u(t) = U(t) y(t) == (1)
xa(t) = w(t)
x3(t) := ()

Die Sytemmatrizen der Strecke lauten

R Kk 1
10 I

A=|5& 00|, b=|0|, e=[0 0 1], d=]0]. (40)
0 1 0 0

Die folgende Abbildung illustriert den geschlossenen Regelkreis

507“6):(\ u Yy

T_ C(s) P(s) >
¥

Die Ubertragungsfunktion der Strecke P(s) wird mithilfe der Cramer’schen Regel gebildet.

P(s) = c-(sI—A)7'-b+d (41)
K

= 42

O-L-s4+0-R-s2+k2-5 (42)

2 Analysis and Synthesis of Single-Input-Single-Output Control Systems, L. Guzzella, 2007, vdf Hochschulverlag



Der PD-Regler ist
C(s) = kp+kq-s (43)

Die komplementire Empfindlichkeit T(s) ist die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regel-
kreises.

e - PO C6) | epmbrii )
PHPE)-C0) 1 arsiE R
) 5 (hy + ha ) )
O-L-s3+0-R-s2+r?-s+k-(ky+kq-s)
_ K-kp+K-kq-s (46)
O L-s+0 -R-s>+ (k24K -kg)-s+r-kp

Mit Hilfe des Hurwitz Kriteriums kann sowohl die obere als auch die untere Grenze fiir k,
bestimmt werden.

H1 =|6-R| = 4 =0-R>0
le-r  e©-L B )
a2 = K-k /€2+n-kd] = dy=0 -R-(k"+ K kg) =k ky-©-L>0
(©.R ©.L 0
H3 = /»g-kp /12+/<V-kd ®-R = d3:/§.kp.d2>0
0 0 /-@-kp

Die Systemparameter sind alle positiv, daraus folgt, dass mit der Bedingung ds > 0 die untere
Grenze fiir k£, > 0 sein muss. Mittels do > 0 bekommt man eine Bedingung fiir die obere Grenze
von k.

O R-(K+k-ka) > k-ky-O-L (47)
R-(k+ka) > kp-L (48)
R
7 (k+ka) > kp (49)
woraus folgt, dass
R
0<k‘p<—-(l-€+k‘d) (50)

L

Aus der Ungleichung 50 ist ersichtlich, dass die Verstarkung &, erhéht werden kann, wenn gleich-
zeitig der Parameter k; vergrossert wird.

Bemerkung: Fiir kg gelten folgende Einschréankungen. Wird fiir k4 in der Ungleichung 49 (k,-T};)
eingesetzt, muss eine Fallunterscheidung durchgefithrt werden.

(K +kp - Ta) (51)
K (52)

ky, <

R
L
k- (L—R-T)) < R



R -k
wenn L—R'Td>03 kp<m

L
Mit T,; < — erhalten wir eine obere Begrenzung von k.

R -k
wenn L—R-T;<0: kp>m
L
Ty > i) gibt keine weitere Bedingung an k.
Mittels d3 wurde hergeleitet, dass k, > 0 sein muss.

wenn L—R-Ty=0: Ergibt keine weitere Bedingung an k,,.

Marianne Schmid, 12. Méarz 2008
Alle Angaben ohne Gewéhr.



