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Musterlésung

Dauer der Priifung: 120 Minuten
Anzahl der Aufgaben: 8 (unterschiedlich gewichtet, total 68 Punkte)
Bewertung: Um die Note 6 zu erlangen, miissen nicht alle Aufgaben

gelost werden. Bei jeder Aufgabe ist die Punktezahl ange-
geben.

Falsche Antworten bei den Multiple-Choice Aufgaben geben
Punkteabzug. (Detaillierte Angaben sind bei den entspre-
chenden Aufgaben zu finden.)

Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Blitter (40 Seiten)
Die Assistenten diirfen keine Hilfe geben, und es sind keine

elektronischen Hilfsmittel erlaubt.

Zur Beachtung: Losen Sie die Aufgaben ausschliesslich auf den vorbereiteten
Bléttern.
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Aufgabe 1 (MIMO-Systems, RGA) 8 Punkte

Das Schema eines Vierfach-Behéltersystems is im Bild unten dargestellt.

Tank 3 Tank 4
| 1
Y Y2
Valve 1 %l—‘ ’—lﬁ Valve 2
Tank 1 Tank 2
Pump 1
Pump 2
Vi
Y1 Y2 Vv
| 1

Bei diesem System sollen mit Hilfe von zwei Pumpen (pump 1 and pump 2) das Wasserniveau der
beiden unteren Wasser-Tanks geregelt werden. Die Eingangsgrossen des Systems sind vy und v
(Steuerspannungen der Pumpen) und die Ausgangsgrossen sind y; und y2 (Spannungsausginge
der Tankniveaumessung). Die zwei Ventile (valve 1 und valve 2) besitzen die Parameter 1 und 72
€ [0,1]. Der Volumenstrom in den ersten Tank wird durch die Multilikation von Volumenstrom
der ersten pumpe mit dem Ventilparameter v, und der Volumenstrom in den vierten Tank durch
Multiplikation von Volumenstrom der ersten pumpe mit (1—+1) bestimmt. Ahnlich werden auch
die Volumenstréme in den beiden anderen Tanks bestimmt.

Die Ubertragungsmatrix des linearisierten Systems lautet:

mc (1 —12)a
14 sT) (1+8T3)(1+ST1)
G(s) =
(1 =)o Y2C2
(1 4+ sTy)(1 + sT») 1+ sTs

wobei 11, Tb, T5 and Ty die Zeitkonstanten des Systems sind und die Konstanten ¢; und co die
Geometrie und das Strémungsverhalten représentieren.

a) (2 Punkte) Wie wiirden Sie, ohne zu rechnen, die Ventilparameter setzen, damit das System
entkkoppelt ist.

b) (3 Punkte) Verifizieren Sie Ihre Antwort in a) mit der Berechnung von RGA des Systems
fiir die Frequenz w = 0 (stationér!).

c) (3 Punte) Welche Input-Output-Paarung sollte gewihlt werden, falls 71 + 72 < 1 ist?

Bemerkung: Beachten Sie, dass die Ventilparameter v; und -9 nicht fiir die Steuerung des
Systems verwendet werden (Die Pumpenspannungen v; and ve sind die einzigen Steuergrossen!)
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Losung 1

a)

b)

(2 Punkte) Zwei Antworte sind moglich. Wenn dafiir gesorgt wird, dass der Volumenstrom
des Wassers direkt in die zwei unteren Tanks fliessen, dann ist das System vollstéindig
entkoppelt. Dies erreicht man mit v; = 1 und 2 = 1. In diesem Fall wiirde vy das Niveau
y1 und vo das Niveau y, steuern. Ein zweite Moglichkeit wére, 7 = 0 und 72 = 0 zu
wéhlen. In diesem Fall wiirde v, das Niveau yo und ve das Niveau y; steuern.

(3 Punkte) Das RGA (relative gain array) ist durch eine 2 x 2-Matrix mit den folgenden
Elementen gegeben, die fiir die Frequenz w = 0 (resp. s = 0) berechnet sind.

Y172

RGA|11 = [RGA]yg = ————————
RGAI = RGAR = 2 =T

Y1+ -7 —1
A — A —
[RGAL2 = [RGAln 71ty —1

Wenn v und 72 gleich Null gesetzt werden, wird RGA diagonal und somit das Verhalten
des Systems ”diagonal dominant”. Das bestétigt die Bedingung fiir die Entkopplung des
Systems!

(3 Punkte) Fiir 1 +72 < 1 wird [RG A]11 negativ, was die Steuerbarkeit des Systems beein-
trachtigt. Falls die Ausgingsgrossen y; und yo vertauscht werden, wird das entsprechende
Element der RGA-Matrix zu

(RGA}; — (11—’71)(1 —72)
—N 2

In diesem Fall wird [RG A1 positiv und die notwendige Eingang-Ausgang-Paarung ist v;
fiir yo und wve fiir y;.
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Aufgabe 2 (Systemanalyse eines MIMO-Systems) 10 Punkte

Gegeben sei das folgende dynamische System dritter Ordnung:

xl(t) = —3x1(t) - 4U1(t)
i‘g(t) = wl(t) + 2$2(t) =+ ul(t)
i?3(t) = m'g(t) + UQ(t)

yl(t) = l‘l(t) + Jig(t) + u1 (t)
ya(t) = xa(t) .

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie das Zustandsraummodell dieses Systems und beurteilen Sie, ob
das System Stabil ist.

b) (3 Punkte) Ist das System vollstandig steuerbar und vollstindig beobachtbar? Begriinden
Sie Thre Antwort.

c) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Ubertragungsmatrix P(s) des gegebenen Systems.

d) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Pole des Systems mit Hilfe der Minoren der Ubertragungsmatrix
des Systems P(s). Erkliaren Sie auch, wie die Pole ohne weitere Rechnung angegeben wer-
den kénnten.

e) (1 Punkt) Bei der Berechnung der Nullstellen des Systems stellen Sie fest, dass eine Null-
stelle des Systems mit einem unter d) berechneten Pol {ibereinstimmt. Erkléren Sie, warum
es in diesem Fall keine Pol-Nullstellen-Kiirzung stattgefunden hat.

Losung 2

a) (2 Punkt) Das in der Aufgabe gegebene lineare System kann geschrieben werden als

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

mit den Systemmatrizen

-3

00 0
PO DR | DR I
0 01 1
Fiir die Beurteilung der Stabilitdt des Systems werden die Eigenwerte von A, d.h. die
Wurzeln des charakteristischen Polynoms berechnet.

s+3 0 0 '
det(sI —A)=det(| =1 s—2 0 [)=(s+3)(s—2)(s—1)=0
0 0 s-—1

= M=-3,X=2und \3=1

Da zwei Eigenwerte positiven Realteil haben, ist das System nicht stabil.
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b) (3 Punkte) Das System ist genau dann vollstdndig steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsma-
trix R vollen Rang hat, Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir die Steuerbarkeitsmatrix,

—4 0 12 0 —36 0
R=[B,AB,A’B]=|1 0 -2 0 8 0
01 0 1 0 1

Offensichtlich hat R vollen Rang, Rang(R) = 3.

Das System ist genau dann vollstéandig beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix O
vollen Rang hat,

Vollstéindig beobachtbar < Rang(O = [CT, AT . CT ... (AT)y"1.CcT]T) =n.

Im vorliegenden Fall lautet die Beobachtbarkeitsmatrix,

_1T

4
0

-3
O = [CT,ATCT, (AT)QCT]T _ 0
1

— O
O = O
O N =
_ o ©

Offensichtlich hat O ebenfalls vollen Rang, Rang(O) = 3.

c) (3 Punkte) Die Ubertragungsmatrix P(s) eines MIMO-Systems wird analog zur Ubertragungsfunktion
eines SISO-Systems berechnet,

P(s)=C-(sI—A)'B+D.

Fiir das gegebene System ergibt sich,

- -1
5+ 3 0 0
Ps)y=C-| -1 s—2 0 B+ D
0 0 s—1

3 . (s—(l)(s)—?) ( )0( | 0 ’
=C- | ——+- s—1 s—1)(s—2 0 -B+D
det(sl — A) 0 0 (s —2)(s+3)
1 (s—1)(s—2) 0 0 -4 0
_(5—1)(5—2)(54'3)‘0' (881) (8_1%(8_2) (5—2)0(S+3) ' é (1) +D
—4(s—1)(s—2) 0
B 1 o o1] Y
GG _2(+3) [o 1 0] . (3—2)()(s+3) +D
B 1 A =1D(s—2) (s—2)(s+3) 10
(5= (s~ 2)(s + 3) [ (s — 1) 0 ]*[0 0}
s—1 1
s+ 3 s—1
- s—1
0

(s —2)(s+3)



Seite 6 Sessionspriifung Regelungstechnik 11

d)

(1 Punkt) Die Pole des Systems sind die Nullstellen des kleinsten gemeinsamen Vielfache
der Nennerpolynome der Minoren der Ubertragungsmatrix.

s—1 1 s—1 0 1
s+3 s—1" (s=2)(s+3) 7 (s—2)(s+3)

Das kleinste gemeinsame Vielfache der Nennerpolynome ist das Polylnom

p(s) = (s = 1)(s = 2)(s +3)

Deshalb sind die Pole des Sysmtens 1, 2 und -3.

Da das System vollsténdig steuerbar und beobachtbar ist und deshalb keine Pol/Nullstellen-
Kiirzung geben kann, entsprechen die Pole des Systems den Eigenwerten, die unter a)
berechnet wurden.

(1 Punkt) In einem MIMO-System existiert zu jedem Pol und jeder Nullstelle eine zu-
gehorige Richtung. Eine Pol/Nullstellen-Kiirzung kann es nur dann geben, wenn sowohl
die Richtung als auch die Frequenz der Pole und Nullstellen iibereinstimmen wiirden. Des-
halb ist es grundsétzlich moglich, dass ein System Pole und Nullstellen haben kann, die
gleich sind aber wegen unterschiedlichen Richtungen sich nicht aufheben.
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Aufgabe 3 (Reglerauslegung) 8 Punkte

Die folgende Abbildung zeigt links die Einheits-Sprungantwort einer Regelstrecke (plant) P(s)
und rechts die Systemantwort eines Regelsystems mit der gleichen Strecke P(s) und dem Regler
C(s) auf einen Einheitssprung der Storgrosse d.

3t IR S
-7 1 |
e |
7 I
2.5 / |
0.8} ]
|
2F |
|
0.6 |
u ]
15 I - =y 1
0.4} |
|
1t ]
|
0.2} |
0.5 [
|
|
0 ——
O =y g : : : : : : :
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Zeit [s] Zeit [s]
d
U Y r Y
P(s) — C(s) P(s)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion der Regelstrecke P(s) (numerische
Werte).

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion von der Stérung d zum Ausgangsignal
y als auch vom Referenzsignal r zum Ausgangssignal y. (jeweils mit numerischen Werten).

c) (3 Punkte) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Reglers C(s). Um was fiir einen
Regler handelt es sich?

L6sung 3

a) (2 Punkte) Die Sprungantwort der Strecke zeigt ein Tiefpassverhalten und eine Totzeit.
Die Totzeit §, die Zeitkonstante 7 und der statische Ubertragungsfaktor k& kénnen di-
rekt anhand der Sprungantwort bestimmt werden: § = 1 s, T = 2 s und £ = 3. Die
Ubertragungsfunktion wird somit:

C2.5+41

—S

P(s)

b) (3 Punkte) Bei einem Einheitssprung der Storgrosse d folgt das Ausgangssignal zuerst
exakt dem Storsignal. Dies lasst auf ein statisches Einheits-Element schliessen. Nach einer
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Zeit von 1 s klingt das Signal y geméss einem System 1. Ordung ab. Dies ldsst wiederum
auf ein Tiefpasselement mit einer Totzeit schliessen. Anhand der Abbildung kann man die
Zeitkonstante T' = 1 s und die Totzeit 6 = 1 s bestimmen. Die Ubertragungsfunktion wird
somit

1

S(s)zl—s+1-e

Diese Ubertragungsfunktion ist gerade die Sensitivitit S(s). Zur Bestimmung der Uber-
tragungsfunktion von r nach y, also die komplementire Sensitivitéit T'(s), verwendet man
den fundamentalen Zusammenhang

T(s)+S(s)=1 Vs
T(s) wird somit:

1
T(s):1+S(s):S+1-6_S

(3 Punkte) Der Regler lisst sich zum Beispiel anhand der Definition von S(s) bestimmen.

1

) =100 Ps)

Der Regler wird dann

-8
)= 55y P9

Setzt man die numerischen Werte ein und vereinfacht, erhélt man

2-54+1
3-(s+1—e)

C(s) =

Die Struktur des Reglers und die im Regler auftretende Totzeit, ldsst auf ein Smith
Préadiktor schliessen.
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Aufgabe 4 (Closed-Form Cross-Over Specification) 10 Punkte

Fiir eine Regelstrecke (plant) P(s) wurde ein PID-Regler C(s) = k) - (1 + ﬁ + Ty - 5) mit Spe-
zifikationen am Durchtrittspunkt (Closed-Form Cross-Over Specification) ausgelegt. Die nach-
folgende Tabelle enthélt numerische Werte von Betrag und Phase von der Regelstrecke (plant)
P(s) als auch vom offenen Regelkreis (loop gain) L(s).

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Spezifikationen fiir die Durchtrittsfrequenz w,, die Phasen-
reserve ¢ und den Eintrittswinkel ¢, die verwendet wurden (Zahlenwerte oder Ausdriicke).

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie folgende zur Auslegung benétigten Grossen (numerische Werte
oder Ausdriicke): den Betrag rp, dessen Ableitung nach der Frequenz r/», den Phasenwinkel
@p, und dessen Ableitung ¢’ der Regelstrecke jeweils bei der Frequenz we.

c) (4 Punkte) Nun soll ein neuer PID-Regler mit den Spezifikationen w. = 1.65 rad/s und ¢ =
1) = 44° ausgelegt werden. Bestimmen Sie die Reglerparameter k,, T; und 7, (numerische
Werte oder Ausdriicke).

d) (1 Punkt) Welche Aussage kann iiber die Stabilitdt der beiden geschlossenen Regelkreise
gemacht werden? Begriinden Sie Thre Antwort!

Tipps:

o Ableitung mit der Finite Differenzen Methode (finite differences):
W Vil — Y
ox T=x; Ti41 — Ti—1

NN C 1707} ST (1) sin(p (@) + 1 (@) () cos(ipp ()
Ag{ o } Arg {7 ) - €7t} = ArcT < " (@) cos(or (@) — o )@’L(w)sin(sOL(W))>

w[rad/s] | [P(jw)| | £P(jw) [°] | £P(jw) [rad] | [L{jw)| | £L(jw) [°] | £L(jw) [rad]
0.95 2.07 —97.82 —1.707 2.74 —124.69 —2.176
1 1.96 —101.31 —1.768 2.52 —124.67 —2.176
1.05 1.86 —104.65 —1.827 2.34 —124.54 —2.174
1.1 1.77 —107.86 —1.883 2.18 —124.32 —2.17
1.15 1.68 —110.93 —1.936 2.04 —124.05 —2.165
1.2 1.59 —113.88 —1.988 1.91 —123.72 —2.159
1.25 1.51 —116.72 —2.037 1.8 —123.37 —2.153
1.3 1.44 —119.44 —2.085 1.7 —123 —2.147
1.35 1.37 —122.05 —-2.13 1.62 —122.63 —2.14
1.4 1.3 —124.57 —2.174 1.54 —122.26 —2.134
1.45 1.24 —126.99 —2.216 1.47 —121.91 —2.128
1.5 1.18 —129.32 —2.257 1.41 —121.58 —2.122
1.55 1.12 —131.57 —2.296 1.35 —121.28 —2.117
1.6 1.07 —133.73 —2.334 1.3 —121 —2.112
1.65 1.00 —136.00 —2.371 1.25 —120.76 —2.108
1.7 0.97 —137.85 —2.406 1.2 —120.55 —2.104
1.75 0.93 —139.8 —2.44 1.16 —120.38 —2.101
1.8 0.89 —141.69 —2.473 1.13 —120.24 —2.099
1.85 0.85 —143.52 —2.505 1.09 —120.13 —2.097
1.9 0.81 —145.29 —2.536 1.06 —120.06 —2.095
1.95 0.78 —147.01 —2.566 1.03 —120.01 —2.095
2 0.74 —148.67 —2.595 1 —120 —2.094
2.05 0.71 —150.29 —2.623 0.97 —120.01 —2.095
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Losung 4

a) (3 Punkte) Zuerst wird die Durchtrittsfrequenz w, bestimmt. Bei dieser Frequenz ist der
Betrag von L(jw) eins, die Durchtrittsfrequenz ist also w. = 2 rad/s. Die Phasenreserve
ist

v = AL(jw.) + 180° = —120° 4 180° = 60°
Der Eintrittswinkel v ist definiert als
dL(j
b= Arg { (Jw)}
dw

W=we
zur Berechnung benutzt man die in den Tipps angegebene Umformung. Die dafiir benotigten
Ableitungen berechnet man mit Hilfe der Finite Differenzen Methode. ¢/, (w.) wird somit

[ (we) ~ —2.095rad + 2.095rad
PLI) 5 05 rad/s — 1.95rad/s

Somit wird

= ArcTan r (W) sin(pr () = ArcTan M —1.0° w.) = 60°
¥ = ArcT; (ri(w)cos(tp,;(ou))) ArcT <cos(4pL(wc))> 180° + ¢r(we) = 60°.

Bemerkung: r (w.) lésst sich kiirzen und muss somit nicht berechnet werden.

b) (2 Punkte) Die Gréssen r, und ¢, konnen direkt aus der Tabelle herausgelesen werden
rp = 0.74 und ¢, = —2.595 rad. 7, und ¢, werden mit der Finite Differenzen Methode

bestimmt:

0.71 - 0.78
=—-0.7 d
2.05rad/s — 1.95rad/s s/ra

, _ —2.623rad + 2.566 rad
P 2.05rad/s — 1.95rad/s

/
rp &

= —0.97s

c) (4 Punkte) Anhand der Tabelle bestimmt man die benétigten Grossen rp = 1, pp = -136°
und die Ableitungen

0.97 - 1.07

/
TP%

/

Yp~

=-1 d
1.7rad/s — 1.6 rad/s 5/ra

—2.406rad + 2.334rad

=—0.72
1.7rad/s — 1.6rad/s 0725

Nun koénnen die Reglerparameter berechnet werden:

1
kp=—— cos(p —¢p) = —1 cos(180°) =1
TP
1 ' , 1 ,
Ty = ¢ |ton (6 — op) (2~ ghptan (o —op) ) +tan (o~ gp) (2 — o}
TP we TP
L tan (0) (T2 — o tan (180°) ) + tan (180%) (= — "2} — o
A~ — |tan = — an an e
5 o ¥Yp e TP ¥Yp
1
— 5 ~ 0365
1
T; = [Tyw? — tan (¢ — ¢p) wc]

~
~

[0.36 - 1.65% — tan(180°) - 1.65] ' = [0.36 - 1.65%] " s ~ 1.02s
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d) (1 Punkt) Da nur ein Punkt spezifiziert wird kann bei dieser Auslegungsmethode nie Sta-
bilitdt garantiert werden. Diese muss immer nach dem Reglerdesign zusétzlich kontrolliert
werden. Man kann somit keine Aussage iiber die Stabilitdt machen.
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Aufgabe 5 (LQR) 7 Punkte

Eine Firma braucht einen LQ-Regulator (LQR)

rt) + B + 1 x(1) C »@®)
- s
A
K

fiir ein System mit den Systemgleichungen

1 (t) = —a1(t)
i’Q(t) = xl(t) + u(t)

y(t) = a1 (1)

Sie haben gestern die Losung dieses Problems erarbeitet und fahren jetzt im Tram zur Firma.
Ungliicklicherweise haben Sie Ihr Laptop Zuhause vergessen. Sie erinnern sich nur, dass das ge-
schlossene Regelsystem (siehe Struktur oben!) einen Pol bei —1 bestitzt und dass abhéngig von
R der zweite Pol bei —1,—2, oder —1/3 ist.

Um das erarbeitete Resultat zu rekonstruieren, gehen Sie die folgende Rechnungsschritte durch:

a) (4 Punkte) Berechnen Sie die Verstirkungsmatrix K = (K1, K2) in Funktion von R fiir
die folgende Gewichtung des Zustandsvektors:

Q=<(1)(1)).

b) (3 Punkte) Benutzen Sie das Resultat K = (K, K2) von a), um die verschiedenen Werte
von R zu bestimmen, die dem ersten Pol (—1) und den drei anderen vermuteten Polen
(—1,—2, or —1/3) entsprechen.

Alternativ: Falls das Resultat von a) nicht vorliegt, bestimmen Sie den Zusammenhang
von K7 und K5 mit den Polen des Regelsystems.

Losung 5

a) (4 Punkte) Fiir

(I):(Sl 82>
S92 83

lautet die Matrix-Riccati-Gleihung:

l. 5% s2s3 \ (0 —sits2 )\ [ —sit+s2 —s2+s3 ) (10
R \ s2s3 3 0 —so+s3 0 0 0 1

2
[ 14251250+ F so— sz + 2 _(0 0>
= , = ,
82—53—!—% —l—i-% 00
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Mit der Gleichung an der Position (2,2) erhalten wir direkt s3
2
—L%ﬁZO:WgziJE
Weil ® positiv-definit sein muss, ist die einzige Losung s3 = v/R.
Die Gleichung an der Position (2,1) (resp. (1,2)) liefert sy mit mit Hilfe von s3
59283

$283 S3
52733+—R :O$82+—R :53:>82:1+53
R

= SS9 =

1+VR

Der Wert von s1 wird fiir die Berechnung von K nicht benétigt, da

K=rtso—g (01) (2 2)=(% %)

Mit so und s3 erhalten wir die Verstirkungsmatrix des LQR K in Abhéngigkeit von R
_R_ 1 1
k- (5 4)-(7n h)

b) (3 Punkte) Die Pole des Systems sind die Eigenwerte von A — BK

A—BK—<118>—<2>(& Ky )=
(7 0) (& m)=(Th k)

B A+1 0\
det(AI—A—I—BK)-det( 1K At Ky ) =0

:>)\1:—1 )\QZ—KQ

Mit Ko = ﬁ erhalten wir fiir die Pole:
1

)\1:—1 )\Qz—ﬁ

Die Werte von R, die den drei vermuteten Polen (—1,—2, or —1/3) entsprechen sind somit:

1

= -——=—-1=R=1
VR
1

> -—-—=-2=R=1/4
VR /
1

= ——==-1/3=R=9
Ve Y

Alternativ: Falls das Resultat von a) nicht vorliegt:
AM=—-1 X=-Ky
= -Ko=—-1=Ky=1
= -Ky=-2=Ky=2
= -Ky=-1/3=Ky=1/3

Der Wert von K7 beeinflusst die Pole des geschlossenen Systems nicht!
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Aufgabe 6 (LQG/LTR) 10 Punkte

Sie haben ein System wie folgt modelliert:

&(t) = —x(t) + u(t)
y(t) = 0.5z(t)

Nun mochten Sie geméss folgenden Schriten einen Regler fiir das System auslegen:

a)

b)

2 Punkte) Entwerfen eines LQ-Reglers K mit Zustandsriickfithrung fiir r = 1
Hinweis: In MATLAB® wiirden Sie schreiben K=1qr (A,b,c’*c,1) ;).

(

(

(2 Punkte) Entwerfen eines LTR-Beobachters L fiir ¢ = 1/32
(Hinweis: in MATLAB® wiirden Sie schreiben L=1qr(A’,c’ ,b*b’,q) ;).
(

4 Punkte) Nach einigen Untersuchungen stellen Sie fest, dass das ausgelegte Regelsystem

einen stationédren Regelfehler aufweist. Entwerfen Sie nun einen neuen LQ-Regler K fiir
r = 1, mit integral action (mit integrierendem Verhalten), dessen Verstirkung v = 1 ist.
(Hinweis: Erweitern Sie das urspriingliche System zu einem System zweiter Ordnung
{A,b,&} und berechnen Sie anschliessend den neuen Regler. In MATLAB® wiirden Sie
schreiben K=1qr(A_tilde,b_tilde,c_tilde’*c_tilde,r*eye(2));).

d) (2 Punkte) Zeichnen Sie ein detailliertes Signalflussbild des gesamten Regelsystems in
b) und c¢) inklusive Regelstrecke, Beobachter und Regler (verwenden Sie dabei die zur
Verfiigung stehenden Zahlenwerte!)

L6sung 6

a)

(2 Punkte) Die Zustandsriickfithrmatrix des LQG-Reglers wird bestimmt durch
K=r"1.B".9,

wobei @ die positiv-definite Losung der folgenden Matrix-Riccati-Gleichung ist:
- B-rt-BT.o-d.A-AT-2-CT.C=0.

Fiir die System-Matrizen A = —1, B =1, C' = 1/2 erhalten wir:

1

1 1
$-1-1-1-0—D-(-1)— (1) P—= - ==P?>+2.d— =~ =
()= (1) B S =B 2.0 =0,
9 1
(P+1)"—1—--=0,
4
5
d+1)2==
@+17=",
5 QiJ‘
b=-1+
Ji= 730
Die einzige positiv-definite Losung der Riccati-Gleichung ist & = _2%‘/5 ~ 0.118034.

Daraus erhalten wir die Zustandsriickfithrung

—2+v5  —2++6

K=1-1- =
2 2
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b) (2 Punkte) Die Verstiarkungsmatrix der des LTR-Beobachters wird bestimt durch
L=(¢" C o),
wobei ® die positiv-definite Losung der folgenden Matrix-Riccati-Gleichung ist:
o.CT. ¢t Cc.o-d-AT—A.9—-B-BT =0.
Fiir die System-Matrizen A = —1, B =1, C' = 1/2 erhalten wir:
132

1
o T-5.<1>—<1>-(—1)—(—1)-<I>—1-1:8.<I>2+2-<1>—1:o,

(43 () 5
(o) =4

8 64’
-1+
o 1EVO
8
Die einzige positiv-definite Losung ist & = % = i. Daraus erhalten wir die Verstarkung

des Beobachters
o (32 L1,
1 2 4

c) (4 Punkte) Die System-Matritzen {A,b, &} des mit einem Integrator (Verstirkung y = 1)
erweiterten Systems lauten

—AC 8)2(—_1}2 8)

Fir

lautet die Matrix-Riccati-Gleichung
s osisa\ [ —s1—% 0\ [ —si+s2 —so— %\
5152 55 —sy—% 0 0 0

_ —%+251+82+S% 52+ 5 + 5152 _ 00
sg+ 5 + 5152 —1+ 53 00

O k=
= O
N———

Mit der Gleichung an der Position (2,2) erhalten wir direkt so

~1+s82=0= sy =+1
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Die Gleichung an der Position (1,1) liefert s; mit Hilfe von sy

1 1
—Z+231+52—|—3%:O:>(s1+1)2—1—1+32:0

) )
:>(51+1)2:—32+1:>31:—1:t —s2+ 7

Da ® positiv sein muss, muss §; positiv sein:

/ 5
s1=-—-1=+ *82+Z:>82:*1
/ 5 249 -2+43
= S1 + ( )—|—4 5 5

Da s; positiv sein muss, ist s; = % Der Wert fiir s3 erhalten wir schliesslich durch die
Gleichung an der Position (1,2) oder (2,1):

S 1
82+53—|—8182:0:>83:2'(—82—8182):2-(1—1—5):3

Mit den berechneten Werten lauet die Losung fiir die Matrix ®:

1
s -1
— 2
(A7)
Uberpriifung: ® ist positiv-definit! Die Verstirkungsmatrix K des LQR ist somit:

_ 1 |
K:RlBtT<I>:I(1 0) (_21 5 >=(% ~1)

d) (2 Punkte) Das Signalflussbild des LQG/LTR-Regelsystems mit den gerundeten Zahlen-
werte ist unten dargestellt.
" - [ s + - [ s »
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Aufgabe 7 (MIMO-Systeme, Singularwerte) 7 Punkte

Bei dieser Aufgabe sind beide Teilaufgaben unabhingig voneinander losbar.

a)

b)

(4 Punkte) Gegeben sei folgende Serieschaltung eines MIMO-Reglers C(s) und einer Re-
gelstrecke P(s).

P(s)

Der MIMO-Regler setzt sich aus zwei ausgangsseitig gekoppelten Subsystemen C(s) und
C(s) zusammen. C(s) ist gegeben durch die Systemmatrizen Fy, Gi, Hi, K; und hat
den Zustandsvektor v(t). Co(s) hat den Zustandsvektor z(t) und die Matrizen Fy, Go,
Hsy, K. Die Regelstrecke wird durch die Matrizen A, B, C', D beschrieben und hat den
Zustandsvektor x(t).

Bestimmen Sie die Matrizen Ay, By, Cr, und Dy, der folgenden Zustandsraumdarstellung
der Kreisverstarkung L(s):

(t) x(t)
o(t) | = AL v(t) | +Br-e(t) (1)
£(t) z(t)
(t)
y(t) =Cr- | o(t) | +Dr-e(t) (2)
z(t)
Verwenden Sie fiir die gegebenen Matrizen Hsy, K5, B und D folgende Definitionen:
HQa K2a
Hy = Ky = ,B=(By, By ),D=( D, D 3
? <H2b) ° (K2b> ( ) ( ) 3

(3 Punkte) Gegeben sei folgende Ubertragungsfunktion:

P = ( = :g ) @)

Bestimmen Sie die Singularwerte der Ubertragungsfunktion P(s) bei der Frequenz w = 1
rad/s.
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Losung 7

a)

b)

(4 Punkte) Die Eingénge u;(t) und us(t) der Regelstrecke P(s) konnen geschrieben werden
als:

1(t) = Hy-v(t) + Ky - e1(t) + Hag - 2(t) + Kaq - €2(1) (5)
Q(t) = Hoyy - Z(t) + Kop - 62(75) (6)

u
u

Fiir die Regelstrecke P(s) gilt:

i(t)=A-2(t)+ ( By By )- < Z;Eg > 7)
v =C o+ (Dn D) (20 0

Setzt man wuq(t) und wg(t) ein, erhilt man fiir die Zustandsraumdarstellung der Kreis-
verstirkung L(s):

fL‘(t) A B, -Hy B,-Hs,+ By-Hoy x(t)
o(t) | = 0 3 0 | o) |+
Z(t) 0 0 Fy z(t) (9)
Bo- K1 Ba- Kzq+ By - Ko
G 0 -e(t)
0 Go
x(t)
yit)= (C Dq-Hy Dq-Hya+Dy-Hoy )| v(t) |+ (10)
z(t)
( D, -Ki D, Ky, + Dy Ko ) e(t)
(3 Punkte) Die Ubertragungsfunktions P(s) hat an der Stelle w = 1 rad/s folgenden Wert:
L (1-j j-1

Die Singularwerte einer Matrix P berechnen sich zu o;{ P} = /\;{ P P}.

Berechnen der Hessematrix H = PT P:

n=rrora = (G 0 ) ()= (5 ) w

Berechnen der Eigenwerte von H:

det(H — \I) = 0 (13)

det(< 2:; 412A >) =X —6A+4=0 (14)

Fiir die Eigenwerte erhélt man folgende Losung:
)\1:3—\/3und)\2:3+\/5

Und schliesslich fiir die Singularwerte:

ai{P(j)} =3 — V5 und 02{P(j) =V3+56
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Aufgabe 8 (MULTIPLE-CHOICE — LQR und LQG/LTR) 8 Punkte

Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob sie richtig oder falsch sind. Markieren Sie das
entsprechende Késtchen mit einem Kreuz (X).

Die Antworten sind nicht zu begriinden. Alle Fragen sind gleich gewichtet (1 Punkt). Falsch
beantwortete Fragen geben entsprechend Punkteabzug (—1 Punkt). Nicht beantwortete Fragen
geben 0 Punkte. Das Punkteminimum fiir die gesamte Aufgabe betrdagt 0 Punkte.

a)

b)

d)

f)

g)

h)

Hat eine Matrix Diagonalform, sind die Singularwerte gerade der Betrag der Diagonalele-
mente.

(1 Richtig.
O Falsch.

Ist die RGA-Matrix eine Einheitsmatrix, dann héngt der erste Ausgang y; nur vom ersten
Eingang uy ab, der zweite Ausgang y» vom zweiten Eingang uo usw.

00 Richtig.
0 Falsch.

Ein MIMO-System hat so viele Singularwerte, wie die Ordnung des Systems ist.

[0 Richtig.
0 Falsch.

Eine Totzeit von 1 Sekunde erzeugt bei einer Frequenz von 2 rad/s einen Phasenabfall von
0.5 rad.

0 Richtig.
0 Falsch.

Die Nullstellen eines MIMO-Systems sind die Nullstellen der Eintrige von P(s).

0 Richtig.
0 Falsch.

Je grosser max |T'(jw)|, desto robuster ist das Regelsystem. (T: komplementéire Sensiti-
w
vitiit)

0 Richtig.

] Falsch.

. . 1 =1, o .
Die Matrix R = < 0 1 > ist positiv definit.
0 Richtig.

[0 Falsch.

Das LTR-Verfahren (mit ¢ > 0) garantiert eine kanalweise Phasenreserve des Regelsystems
von mindestens +60°.

0 Richtig.
OO Falsch.
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Losung 8
a)  Richtig.
b)  Richtig.
c)  Falsch.
d) Falsch.
e)  Falsch.
f)  Falsch.
g)  Falsch.

h)  Falsch.



