1. MODELLE FUR ZAHLDATEN

1.1 WAHRSCHEINLICHKEITSMODELLE

Q Grundraum {1,2,3,4,5,6}

w Elementarereignis {6}

A Ereignis (A € Q) {2,4,6}

[0)} Leere Menge {}

P(A) =0 Wa.von A

P(Q) =1 gesamte Wa.

P(AUB) P(A) +P(B)—P(AnB) AoderB [1]

P(ANB) Aund B [2]

P(AS)| P(A) 1-P) nicht A [3]

P(A\B) P(4) - P(AN B) Aohne B [4]
@D [@][0O

e Disjunkt = getrennte Elemente [5]

P(ANnB)=0={ }|P(AIB)=0|P(AUB)=P(A)+P(B)

1.2 WAHRSCHEINLICHKEITEN BERECHNEN

e Laplace-Modell = alle Elementarereignisse sind gleich wahrsch
P(A) _ Anzahlgﬂ.nstlige w
Anzahlmégliche w
Bsp. Fairer Wiirfel:
Wa. eine 6 zu Wiirfeln: 1/6
Wa. eine gerade Zahl zu Wurfeln 3/6=1/2
e mit Gegenereignis rechnen =2 z.T. weniger Rechenaufwand

1.3 UNABHANGIGKEIT

e Auftreten von A beeinflusst Wa. von B nicht = gleicher Baum

P(ANB) = P(A) = P(B) P(A) = P(A|B)
Bsp. Wa. zweimal hintereinander eine 6 zu Wiirfeln % * é

1.4 ABHANGIGKEIT / BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

A \
e Wa. beeinflussen sich 2 ungleicher Baum . /‘\
e Bedingte Wa. von A wen B eingetreten: P(4|B) VAN
P(AIB) # P(BIA) Te—
P(anB) _ P(B|A)«p(a)
P(B) P(B)
-> richtiger Weg & korrektes Ergebnis dividiert durch alle
Wege, welche das gleiche Ergebnis hervorrufen
e Satz der totalen Wa. (zwei Ereignisse)
P(B) = P(B|A) * P(A) + P(B|A®) = P(A°)
bei mehr Ereignissen: P(B) = YX, P(B|A)P(A))

e Satzvon Bayes: P(A|B) =
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Bsp. Wa., dass wenn Test positiv (Tp) auch tatsachlich die
Krankheit (K) vorhanden ist -> Gesucht: P(D|T)
Gegeben: P(K) = 0.01 - P(K°) =0.99
P(TplK) =09 - P(T{|K) =01
P(TE|K) =095 > P(T,|K¢) =0.05
P(Tp|K)*P(K)
ey
Satz tot. Wa. P(T,,) = P(T,|K) * P(K) + P(T,|K€) * P(K©)
=0.9%0.0110.05%0.99 = 0.0585 — pos. Vorhersagewert

Satz von Bayes: P(K|Tp) = - P(Tp) gesucht

P(K|T,) = === = 01538 ~ 154%
0.01 0.99
K K¢

b ~
0.9 01 005/ \0.95
, y ; %

1.5 ODDS, LOG-ODDS, ODDS-RATIO

e Odds = wie viel Mal wahrsch. dass A eintritt statt A°
P(A) _ P@A

odds (A) = Tra) — paacy Wemn odds T dann auch log-odds T
) = ; isikofaktor] .
OddS(A ) = odds(A) " Krank:eitk faktor| ) Nein
P(A
e Log-0dds In(0dds(4)) = In (%) " A
In(0dds(A°)) = —In(0dds(A)) ein < ¢

e 0Odds Ratio (OR) = Chancenverhiltnis, Zahl, welche etw. Uber
die Starke eines Zusammenhangs aussagt
OR = odds(A|B) _axd
odds (A[BS) ~ cxb
P(A) = ﬁ — Wa. zu erkranken mit Risikofaktor

P(B) = L Wa. z2u erkranken ohne Risikofaktor
b+c

e Risk difference (RD) = Wirksamkeit eines bestimmten Faktors
RD = P(A|B) — P(A|B)
e Risk Ratio (RR) = Wa. durch einen bestimmten Faktor
vergrossert / verkleinert wird
_ P(AlB)
P(A|B)
Bsp. Wie hoch ist das Chancenverhéltnis an einer Krankheit (K)
zu erkranken, wenn unter Einfluss eines Risikofaktors (RF)
steht? (z.B. Lungenkrebs, Raucher) = Gesucht: OR
Gegeben:P(K|RF) = 0.54 P(K|RF¢) =0.18
RD = P(K|RF) — P(K|RF®) = 0.54 — 0.18 = 0.36

_ P(KIRF) _oss _
kR = P(K|RF®) ~ 018
odds(K|RF) = 2&IBD _ _05% _ 447
P(KC|RF)  1-0.54
odds(K|RF¢) = 2EIRFD) _ 018 _ 599

P(KC|RFS) ~ 1-0.18

_ oads(K|RF) 117 _
" odds(K|RF€) ~ 022 533

- Wa. Krank zu werden ist mit diesem RF ~5-mal grosser
2. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

2.1 ZUFALLSVARIABLE

e Diskrete Wa.verteilung = nur fir bestimmte Werte definiert
x nimmt endliche, abzdhlbare Werte an

e Kumulative Verteilungsfkt. 2 Summe der Wa. welche < Wert x
sind > stetig steigend, héchster Wert ist 1 = springt an den
Stellen, die zum Wertebereich gehoren

e Zufallsvariable = Zufallsexperiment = als Ergebnis eine Zahl hat

e Grossbuchstabe = Funktion | | Kleinbuchstabe = konkreter Wert

2.2 KENNZAHLEN EINER VERTEILUNG

e Erwartungswert = mittlere Lage einer Verteilung

EX)= Yx*P(X =x)

- Zahl; * Way + Zahl, * Wa; + ... TR T
e Varianz = Abweichung vom Erwartungswert

Var(X) = X(x —E(X))* « P(X = x)
e Standardabweichung = Streuung der Verteilung

o(X) = Var(X)

2.3 BINOMIALVERTEILUNG

e Beschreibung des Eintreffens / Nicht-Eintreffens eines
bestimmten Ereignisses
e Binomialkoeffizient (TR: nCr(n, x), menu;5;3) = auf wie viele
Arten man x Dinge auf n Platzen anordnen kann (Lottozahlen)
ny _ n! ny _ n(n-1) .. ..
(x) = T (2) == — # Handeschitteln

e Binomialverteilung: Anz. Erfolge in einer Serie von gleichartigen,
unabhdngigen Versuchen, die jeweils genau zwei mogliche
Ergebnisse haben (= Bernoulli-Prozesse)

X ~Bin(n,tr) PX=x)= (Z) * 7% % (1 — )™ (binompdf)
x = # Erfolge | n =# Versuche | m = # Wa. fir Erfolg
TR: menu;5;5;A = pdf | | menu;5;5;B 2 cdf

P[X = x] = binompdf (n, 7, x) «genau x Treffer»

P[X < x] = binomcdf (n, m, x) «hochstens x»

P[X < x] = binomcdf (n,m,x — 1)

P[X = x] = 1 — binomcdf (n,m,x — 1) «mindestens x»
P[X > x] = 1 — binomcdf (n, m, x)

EX)=n=x*m Var(X) = nn(1 —m)

oX)= JVar(X)= Jn*m » (1 — m)

TR: Tl-nspire cx cas



e Streuung Var(x) wachst mit n = aber immer langsamer

e Festes nist Varmax(x) beim = 0.5

e P(X=x) (pmf = probability mass fkt) ist maximalwennx = nxmw
e Wenn n gross, sind Wa. nur um n * = herum gross, sonst klein

e Wennn*m* (1 —m) nicht zu klein = Verteilung symmetrisch

“probability mass function” (pmf) “cumulative mass function” (cmf)

2.4 BERNOULLIVERTEILUNG

e Erfolg oder Misserfolg bei nur einem Versuch

PX=1=n || PX=0)=1—-m ||0<n<1

| EX)=m Var(X) = (1 —n) = o2

e Unabhangige Zufallsvariable
X~Bin(n,m) |Y ~ Ber(m) - X +Y bin(n+ 1,m)

2.5 POISSONVERTEILUNG

e Seltene Ereignisse werden in einem vorgegebenen Zeitraum
gezahlt (Bspw. Unfallraten, radioaktiver Zerfall)
- keine klare Oberschranke vorhanden
X ~Pois(1)) PX=x)= 1—7* et (xe{01,..0}
A =durchschnittliches auftreten pro Zeit
oo = einfach eine grosse Zahl im TR eintippen

e Poissonverteilungen addierbar, wenn unabhéangig
voneinander > E((X +Y) || E(a *X) = a* E(X)

e Poisson-Approximation: fiir grosse n und kleine m gilt:
Bin(n,m) = Pois(A)

e TR: poissCdf (4, untere Grenze, obere Grenze) (menu;5;5; k)

2.6 UNIFORME VERTEILUNG

e Alle Ereignisse sind gleich wahrsch.
X ~Unif(n) P(X =x) == (x €{0,1,..,n})

7

n+1

E(X) _ T n+1)(n-1) _

Var(X) ==——= o?

2.7 HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG

e Gewinwa. nicht konst., da abhdngig was davor gezogen wurde
-> vernachlassigbar, wenn sehr grosse Lostrommel und
wenige Ziehungen

(T) (I\Tll:r}:z) «gunstige»
P(X - x) - (N) - »mogliche»
n

TR (gespeicherte Funktion): hyp(x,N, m, n)

Bezogen auf Kugelziehen aus Urne: N = # Anz

X~hyper(N,n,m)

m = #markierte n = gezogen || x = markiert von gezogenen

n*m
E(X) =
nxmx* (N —m)(N —n)
Var(X) = = g?
ar(X) NZx(N—1)
Hyper(15,10,10) Hyper(15,10,10)
# l L ’ pmf ¥ _: i cmf

3. GRUNDFRAGESTELLUNGEN DER STATISTIK

3.1 WELCHES IST DER ZU DEN BEOBACHTUNGEN PLAUSIBELSTE

PARAMETERWERT 1 ?

| E(X) = A Var(X) = A o(X) = V24

& 1.0 g
FLaa

pmf . 2 | cmf
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e Antwort: Punkt-Schitzung = Schatzwert mit Dach:
e Momenten-Methode (MM): Beobachtung = E(X)
e  Maximume-Likelihood-Methode (MLE):
- Welches ist die hochste Wa. basierend auf Messdaten?

dP(X:x)_E n\._ x _ n—x
e (L )

- Nullstellen der Ableitung suchen = Extrema

- Fiir eine Beobachtung: 7 = %

- 1t soll so gewdhlt werden, dass am besten zur Beobachtung
passt

Bsp. Miinze wird 3-mal geworfen Ergebnis: ZKK, Wiirfe sind
unabhangig voneinander, p = Wa. fur K, MLE(p) =0.33 -> 1/3

3.2 SIND DIE BEOBACHTUNGEN KOMPATIBEL (STATISTISCH
VEREINBAR) MIT VORGEGEBENEM PARAMETER m?

e Antwort: statistischer Test

1) Modell = passende Wa.-Verteilung und X festlegen
2) Ho (Nullhypothese) & Ha (Alternativhypothese) aufstellen

Hy:m = m kein Effekt / Veranderung
Hy:m + my zweiseitig

Hy:m > my einseitig nach oben

Hy:m < my einseitig nach unten

3) Teststatistik (T) = # Erfolge bei n Versuchen

- unter Annahme, dass Ho stimmt

- T ist eine Funktion von X

4) Signifikanzniveau «a festlegen (meist: 0.05 || 0.01)

= Stichprobendaten, welche von der Annahme abweichen, dass
Annahme verworfen wird

-wenn a grosser wird vergrossert sich Verwerfungsbereich
d.h. Macht nimmt tendenziell zu

5) Verwerfungsbereich K = enthalt alle Ereignisse, welche
«abnormal» genug sind

- bei Binomialtest mit binomcdf

- Gesucht: kleinste Zahl c, fur die gilt: P(X > ¢) < «

Test Test
Linksseitig
H, H, annehmen H, annehmen Hy H, H, annehmen H,
ablehnen ablehnen  ablehnen ablehnen
) /-' \ () ',,f 4 % 1) ’ ,'/
/ 4 \ / \ 4 X
i / 2 3 / i o wl ) wl
tay o t-Wert| 0 o tWert L o o2, Wert)
fix) Dichtefunktion der t-\erteilung
«  Signifikanz
tyy Grenzwert
o L. a
Ha: TU# o K =10, cu] U [co, N] zweiseitig > 5
Ha: 1> 1o K={[c, n] einseitig
Ha: U< Mo K=10, c] einseitig

e Einseitiger Test = nur Abweichungen in eine Richtung von Hg
detektiert = nicht grosse Abweichung nétig, damit detektiert
- Macht gross
- unsicher, dass die Abweichung, in die eine Richtung von der
Ho relevant ist=> einseitiger Test bevorzugt

e Zweiseitiger Test = Abweichungen in beide Richtungen von Ho
- mussen aber gross sein, damit detektiert 2 Macht ist klein
- zweiseitiger Verwerfungsbereich mit % Signifikanzniveau o
-> Immer eine untere und eine obere Grenze vorhanden
- Spezifitat nicht sehr hoch - eignet sich, wenn man
grosse/kleine Gewinn-Wa. erkennen will

TR: Tl-nspire cx cas



Normalapproximation (nur fiir Uberschlagsrechnungen)

- Falls n gross und m= 0.5

-gutfallsn*m>5undn*(1—m)>5

- je grosser # Versuche - bessere Normalapproximation

nznyg K=[0,c]VUlco,n] ¢ =nn,+1.96\/nr,(1—-m,)

TR (gesp. Fkt.): napp_1lo(n, 7,); napp_1u % pro Seite

- o = aufrunden, u = abrunden

¢ =nm, + 1.64\/nn,(1 —m,)
aufrunden

n>ng K=[c, n]
TR (gesp. Fkt.): napp_2(n, m,);
¢ =nm, — 1.64nn,(1 —1m,)

)
n<mnyg K=[0,c]
) abrunden

TR (gesp. Fkt.): napp_3(n, m,);

6) Testentscheid: Beobachteter Wert im Verwerfungsbereich?
-Ja = Hp verwerfen
- Nein = Hg nicht verworfen aber auch nicht bewiesen

Fehlertypen

1. Art = a-Fehler = Hg verwerfen, obwohl Hg korrekt

2. Art = B-Fehler = Ho beibehalten, obwohl Ha korrekt

-a beschrankt Mogl. furr Fehler 2. Art - grésser falls a kleiner
- wenn Fehler 1. Art kleiner wird, wird Fehler 2. Art grésser

- wenn Fehler 2. Art grosser wird, wird Fehler 1. Art kleiner

- je kleiner der P-Wert, desto signifikanter Berechnung

-> Ergebnis spricht gegen Ho

- wenn x grosser wird, dann wird p-Wert kleiner (Rest konst.)
Bsp. Einseitiger Binomialtest (p-Wert bestimmen)
Dr=055|Hum>my|n=10]|x=3|

Behauptung: p=0.204

- zuerst binompdf (fir genau 3 Treffer) = 0.0746 = Wa. daflr
- p-Wert - extremere Ereignisse, d.h. x > 3 ->

binomcdf = 0.97 = d.h. Behauptung falsch

3.3 WELCHE PARAMETERWERTE 7t SIND MIT DEN BEOBACHTUNGEN

a=0.05 Howahr Hofalsch
Ho keep Spezifitit > 1-a Fehler 2. Art > B
Ho discard Fehler 1. Art > <a | Sensitivitit / Macht > 1-B

Macht = Wa. Ha zu entdecken, falls Ha richtig ist

1 — P(Fehler 2.Art)

- Je grosser Fehler 1. Art («), desto grosser die Macht

- wird bei zweiseitigem Test meist kleiner (ausser einseitiger
detektiert auf falsche Seite - Macht = 0)

Hy T |Hy V| Macht L || all|p T|Macht |

a2 g an af2 B ap

Bsp. Berechnung Macht

->[0,8]u[18,19] | p, = 0.85|n =19

Behauptung: Macht =0.199

binomcdf fiir beide Verwerfungsbereiche (=0.00002 & =0.198)
Macht = Addieren der Werte = 0.199 - Behauptung richtig
P-Wert = Wa. unter Giiltigkeit von Ho das beobachtete
Ergebnis oder ein extremeres zu erhalten

= das kleinste a, bei dem Hg gerade noch verworfen wird

- Verwerfe Hp falls P-Wert < «

- Belasse Ho falls P-Wert > a
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KOMPATIBEL?

Antwort: Konfidenzintervall / Vertrauensintervall (VI) =
Bereich, der mit einer gewissen Wa. den Parameter eine
Verteilung einer Zufallsvariablen einschliesst

Schliesst wahren Parameter mit P(1 — a) ein

Werte von 1o bei denen Hg nicht verworfen wird

Ein (1-a)-Vertrauensintervall enthalt den wahren Parameter
mit Wahrscheinlichkeit 1-a

VI = {rp ; Nullhypothese (Ho: 1t = o) wird belassen}
Beia=005:95%VI =2 +1.96+ [Zx(1-%)x2

TR (gesp. Fkt.): na_950(n, x) oder na_95u(n, x)

- zweiseitiges 95%-VI umfasst bei einer Binomvert. alle Werte
po, flr die ein zweiseitiger Binomialtest mit Ho: p=po nicht
verwirft > mit 95%-Wa. ist korrekt

Normalapproximation: fiir 95%-VI (falls n gross) = Faustregel
- Parameter in VI, wenn nein = verwerfen

- v/n - Gesetz = mit n-mal so vielen Beobachtungen wird das
VI um den Faktor v/n kleiner (weniger breit)

-> fir eine halb so grosse Standardabweichung (Streuung)

4
N

braucht man 4-mal so viele Daten Bsp. n = 4 ,d. h. 7

- doppelte Genauigkeit bei viermal so vielen Daten

3.4 VERGLEICHE

Hypothesentest (gut flr internationale Feststellungen)

b klares Prozedere, klare Aussage Uber Fehler 1. & 2.Art
© wie deutlich verworfen? wie gross wahrer Parameter?
P-Wert

@ klar ob und wie deutlich verworfen wird

© keine Aussage Fehler 1&2 , wie gross wahrer Parameter?
95%-VI (Unsicherheit vermindern - beste Art)

b klar ob und wie deutlich verworfen, klar wie gross der
Parameter etwa ist

© keine klare Aussage Uber Fehler 1. & 2. Art

Bsp. Einseitiger Binomialtest (Verwerfungsbereich bestimmen)
> Hymt=06|Hyum>06|n=26a=0.05

Behauptung: K[21,26] = K = [c, n] (aus Theorie) , weil Ha: 1t > 1
binomcdf(26, 0.6, 21, 26) = 0.021 < 0.05 - d.h. K richtig gewahlt
3. Zahl - untere Grenze (hier c), 4. Zahl = obere Grenze (hier n)

4. DESKRIPTIVE STATISTIK
4.1 KENNZAHLEN

e Kennzahlen charakterisieren einen Datensatz
e Kennzahlen fiir Lage
. . . _ 1
- Arithmetisches Mittel ¥ = ;Z?:l X
- Median qq 5

e Kennzahlen fir Streuung
- Streuung = empirische Standardabweichung

Se=VOar = |30 (x; - %)

- 1QR (=Inter-Quartile-Range)

e a-Quantil (empirisch, a = %)
- q, = Wert aus Daten = bei dem mindestens a * 100% der
Datenpunkte kleiner und (1 — a) * 100% grésser als q,, sind.

- Daten missen der Reihenfolge nach sortiert sein
- a * n berechnen (qg 5 = 1. Quartil, gy.75 = 3.Quartil)

- ganze Zahl: q, = %(xam + Xguns1)
- keine ganze Zahl: k = a * n + % — Runden zu Zahl
o = X (k-te Zahl)

- empirische Median = qg 5
- mittlere Beobachtung, robust gegen Ausreisser
- Zahl aus Stichprobe, wenn a * n keine ganze Zahl
- wenn ganze Zahl > Mittelwert aus zwei
Beobachtungen aus der Stichprobe

- Quartilsdifferenz (IQR)
- Streuungsmass fir Daten, robust gegen Ausreisser
IQR = qo.75 — qo.2s

e Kovarianz = Mass fir gegenseitige Abhdngigkeit 2 misst ob

Zahlen in die gleiche Richtung gehen

Cov(X,Y) = E[(X —p0)(Y — uwy)]

X, y = stetige Zufallsvariablen, u = Erwartungswert

e Korrelation = Starke einer statistischen Beziehung von zwei
Variablen Corr(X,Y) = pyy = Covixy)
Ox0y

- dimensionslose normierte Zahl € [—1,1]

Corr(X,Y)=1->Y=a+bX b>0

Corr(X,Y) = —1 > Y =a— bX b<0

Corr(X,Y) = 0 - Xund Y unabhéngig voneinander

TR: Tl-nspire cx cas



e Empirische Korrelation

~ s
L || Sy =

p=1r=

SxSy n-1

- dimensionslose Zahl € [—1, 1]

- Vorzeichen gibt Richtung an, Betrag gibt die Starke des
linearen Zusammenhangs zwischen zwei Variablen an

- Korrelationskoeffizient = Grad des lin. Zusammenhangs

1.0 0.8 0.4 0.0 0.4 0.8 -1.0

VAR % %W

1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0

0.0 0.0
%Mﬁ #
P R
4.2 GRAPHISCHE METHODEN
[1] Histogramm [3] Boxplot

i x Extreme Beobachtungen

H 54— Ausreisser

9 -—
1.5-fache 101
[ ] mitehient
[2] Kumulative Verteilungsfkt.(ECDF) I Medan®
100% s
P(X=x)
1.5-fact I
. e N 4—— mir

e o 4— Ausreisser

0% s x Extreme Be inge

e Zusammenhang Histogramm — Boxplot

" A ' B ' c " D ' E

]

L. T -j‘ Al *

o lj
A=

e Hypothese
- konfirmatorisch: langsam, formell, «bestatigen»
- explorativ: schnell, informell
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4.3 ZUFALLSVARABLEN (X=Zufallsvariable, x =Wert)

e Y P(X=x;) =1 wenn Elemente mehrfach gezihlt werden > 1
P(X=x): Wa., dass ZV genau den Wert x produziert
P(X>x): Wa., dass ZV mindestens Wert x oder héher produziert
P(X<x): Wa., dass ZV mindestens Wert x oder tiefer produziert
e  Funktion einer Zufallsvariable
- Lineare Transformation g(x) =a+b*x furY =a+b*X

EY)=a+b*EX) | Var(Y) = b%xVar(X)

o(Y) = |b| xa(X) = {/b? *xVar(X)

e Wabhrscheinlichkeitsdichte f(x) = F'(x) (PDF)

f(x) = 0 fur alle x (weil F monoton steigend)

- keine einzelnen Punkte vorhanden, sondern Giber unendlich
viele Werte ein Integral > Wa. der Dichtefunktion
P(a<x<b)=F()—F(a) = [, f(x)dx

IZ fdx =1

o Nullverteilung (null distribution) = Stichprobenverteilung der

Teststatistik gemass Ho
e Quantileq

P(x < q(a)) =a | F(q(a)) =a | q(a@) = Fl(a)

- mehrere x vorhanden:

E(Y)=a+ by *E(Xy) + by * E(X;)

Var(Y) = (b))? = Var(Xy) + (by)? * Var(X,)
- Quantil: g5 = a * b * g falls b>0

e ii.d=independent, identically, distributet = X, ..., X, i.i.d
Zufallsvariablen unabhdngig und haben dieselbe Verteilung
e Funktion mehrerer Zufallsvariablen y = g(xq, x, ... X,)
E(X; +X,) = E(X,) + E(X,) — giltimmer
Var(X, + X,) = Var(X,) + Var(X,) wenn X3, X, unabhéngig
e Gesetz der Grossen Zahlen (GGZ) = relative beobachtete
Haufigkeit nahert sich mit steigendem Stichprobenumfang
seinem Erwartungswert - Einpendeln
- je grosser die Stichprobe, desto genauer die Schatzung
- Std.abweichung von X,, = Standard-fehler des arith. Mittels
j— — 2 —
EX) = |Var(X,) == | o(Xy) = ZXu > un - )
e Zentraler Grenzwertsatz (ZGS) = Mittelwert einer beliebigen
Verteilung nahert sich mit zunehmendem Stichprobenumfang
der Normalverteilung an
- je grosser Stichprobe, desto ndher an Normalverteilung

(Yn)NN(‘uxr%) | Sy =Z?:1xn | Sn"N(n*llx:n*U)?)
5. STETIGE VERTEILUNGEN

e Zufallsvariable X ist stetig, der Wertebereich kontinuierlich
Bsp. Grosse messen = unendlich viele Nachkommastellen

e Pkt-Wa.P(X=x)=0|PX€(ab])=Pla<x<bh)

e Kumulative Verteilungsfunktion (CDF) = Wa. dass das Ergebnis
X kleiner oder gleich dem Wert x
F(x) =PX <x)weil Pla<x <b) =F(b) —F(a)
- «kleiner als», Monotoner Anstieg von 0 bis 1

EX) = fmx*f(x)dx

Var(x) = f°° (x —E(x))? = f(x)dx = E(X?) — (E(X))2 = g?

Dichtefkt. > PDF Kumul. Vertfkt. - CDF
- Fx)
SR
\
/ \ <

o |

5.1 UNIFORME VERTEILUNG

e Véllige Ignoranz = Dichte konstant auf dem Intervall 2> auf
ganzem Wertebereich gleiche Wa. > X~Unif([a, b])
e PDF>P(X =x)

b POF
oo = {Efura S‘x <b
0 falls nicht
e CDF2>PX=2x)=1-PX <x)
0fallsx<a 2 b
x—a CDF
F(x)={; fallsasx<b
1fallsx>b
a"' b
a+b b —a)?
EX) = Var(x) = % = g?
m—a

Median m(x) - 0.5 = -

RO N L s S S 1111
resxsy-Eihe oo T | il
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5.2 EXPONENTIALVERTEILUNG

e Zeitdauer fir seltene Ereignisse = Warten ohne Gedéachtnis

Wa. verandert sich nie (Bsp. Wartezeiten auf Ausfille)
x

X~Exp(1) P(X =x) =T e

e Pois(x) hat eine bestimmte Anzahl an Events, bei Exp(x) ist es
die Dauer zwischen zwei Events
- wenn die Zeiten zwischen den Ausfallen eines Systems
exponential-verteilt sind, dann ist die # Ausfalle im Intervall
der Lange t Poisson-verteilt

e PDF . PDF
_(Axe™* fallsx =0 \
f(x)—{ 0 fallsx <0

e CDF —
Fx) = {1 —e ™ fallsx > 0 o
0fallsx<0 i
E(x) = % Var(x) = 1—12 m(x) > 05%1—e M

5.3 NORMALVERTEILUNG / GAUSSVERTEILUNG

e Zufallige Messfehler, Summe von unabhéangigen,
gleichverteilten Zufallsvariablen X~N(u, %)

e PDF
(x=w)?
f&) == )

e CDF: keine konkrete Angabe - TABELLE

1

*exp (—

E(x)=p Var(x) = a2
Kurvenh6hepunkt Breite

5.4 STANDARDNORMALVERTEILUNG

e Standardnormalverteilung Z~N(0,1)
1 2
« PDF— () = —=exp (-7)
e CDF- @(x) = f_xoo @(y)dy (Symmetrieachse = x-Achse)
e Standardisierung = Transformation einer Zufallsvariablen, so

dass E(x) = 0| Var(x) = 1|o(x) = 1 gilt = Erreichung
durch linear transformierte Variablen

_xEG) . _E®) 1
g =—== =+ —x=a+bx

Z=g0n =22

ox
e Standardisieren: P(X < x) =P (Z < ﬂ) =
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1.) Gegeben: Stelle(x) = cdf gesucht, nur fir Wa. kleiner als
P(X = p) — Ausgangslage
PX<-x)=1-PX<x)=PX=x)
z= % —> in TABELLE nachschauen

2.) Gegeben: Wa. P - Stelle(x) gesucht, Wa. in TABELLE
nachschauen=z2>x=z*o0+pu

Bsp. Gegeben: X~N(u = —85,02% = 0.09)
Behauptung: P(X < —85.608) = 0.0091

0=1009=03|z="2t= (85609 -(785) _ ) 86 s Tabelle

03
Wert: 0.9909, weil P(X > u) seinsoll > 1 —0.9909 = 0.0091

e Prozentzahlen: wie viele Messwerte darin enthalten

e Normalverteilung erkennbar, wenn QQ-Plot = Gerade ergibt

a
95%

o A -
2/3 = 68.27%
< A
g,
m
(=]
2
5
- 34.1% 34.1%|
=
-~
SH
b
2

#—30 p-20 pn-1o M p+lo p+20 p+30

X

5.5 LOGNORMAL-VERTEILUNG

e  Fir positive Zufallsvariablen verwendet - wenn
Transformation auf eine Normalverteilung fiihrt
= X-Lognormal-verteilt
Y~N(u,02),X =exp(Y) > u € R,0% € R?

e Lognormal-Verteilung nicht mehr symmetrisch

E(X) = exp (u, %2) > exp(E(Y))

6. STATISTIK FUR STICHPROBEN

4 ich Tact /il aTestMann-Whitrey Test

(Punkt-)Schatzungen

A1 ~2 1 T2
A=Y Xi | 65 = = i (Xi — Xn)

ErelE

- T-Test besser als Z-Test Tet I bekannt | %~N | Symmetrisch | _iid.
z X X X X
t X X X

6.1 Z-TEST

1.) Basierend auf mehreren Beobachtungen Z~N (11, 02)
ox =bekannt | oz = berechnen | X; = kontinuierlich

~

Hypothese betrachten

Ho: tlo =7 | Ha= pia # Ho, ha > Hos Ha < Ho
Einseitiger oder zweiseitiger Test?
Teststatistik

X —, (X, — —
Xn—H Vnx(Xp—po) beobachtet—erwartet .

7 =" = n0 = u — meist 0
Standardfehler

w

o% Oy
Xn x

4.) Signifikanzniveau & Verwerfungsbereich > TABELLE

Hyipig # o K = ('Oor _Zl—%J v [21—%00)
Hyipa <po K =(-0,-2_,]
Hy:pg > o K =[2,_4,)

Bsp. Z; 95, 0.985 in Tabelle suchen = Spalte und Zeile = Grenze

Testentscheid & Vertrauensintervall

Beobachteter Wert (in Z einsetzen) im Verwerfungsbereich?
Ja =2 Hp verwerfen | Nein = Ho nicht verworfen

Hytpg # g VI = [Yn iZk;-‘ *G—\/i]

n

v

Htia <o VI=(—o0Xp =7, %

Hyipig > po  VI= [Yn ~ Zi¢ *3—%,00)
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6.2 T-TEST

1)

T~N(u, O-)?
0x= unbekannt, g3 = geschatzt, X; = kontinuierlich

n

n R 1 —

E(M) =0|Var(T) = — | 7 = mZ(xi — Xp)?
i=

Hypothese betrachten
Ho: pto =7 | Ha= pa # o, Ha > Uos Ha < to
Einseitiger oder zweiseitiger Test?
Teststatistik T~t,,_1 - Freiheitsgrade

X,—1,  Vn(X,-u,)  beobachtet—erwartet
T =—2"= — = oy =
Standardfehler n

G

0%, Oy
Uy — meist 0

P-Wert (bei Ha: 11 # 1) ‘

PAT| > tl) = 2+ (1 — F,,_, (LBl

Signifikanzniveau & Verwerfungsbereich = TABELLE
Quantile in Tabelle: T~t;5, P(T < t) = 0.95 — 713, Sp 0.95
T~ty3, P(X < 2.659) — 713, 2.659 suchen & Spalte ablesen

Hytppg # o K= (’Oo'_tnfl;lfgl U [tn71;17§' Oo)

))

Hpyrpga<po K= <—00; —th_1, 1_%]

Hyrpga>po K = [tn—l; 1-5 Oo)

- Je kleiner degrees of freedom (df) bei der Verteilung tgs,

desto wahrscheinlicher sind Werte mit grossem Absolutbetrag

Testentscheid & Vertrauensintervall

- Beobachteter Wert (in T einsetzen) im Verwerfungsbereich?
Ja = Ho verwerfen

Nein = Ho nicht verwerfen: falls |w <t, 448
Ox ’ 2
Hyrpg # 1o VI = [Yn i, e 2)
-2
— By
Hypia <po VI = (=0, X1, . e o]

Hpippg > o VI = [Yn+tn_1;1_%*j—%,oo)

Faustregel fiir minimale Stichprobengrdsse n

6% 1 .
n =>4x* % |6 = Zvon der totalen Breite des VI

6.3 ZWEI STICHPROBEN: GEPAART / UNGEPAART

Gepaarte Stichprobe:
Direkte Zuordnung > Stichprobengrésse dieselbe
Bsp. Zwillinge, Messung vorher/nachher
1.) Differenz bildenu; = x; —y; = (i = 1,...,n) x;,¥; sind
abhangig
Vnx(u;—0)
Uu
Falls Daten normalverteilt > T-Test

2.) Teststatistik: T, =
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e Ungepaarte Stichprobe Gepaart Ungzpaart

Gleicherosse Stichproben | Unterschiedlich

Paarung nicht moéglich

Klare Zuordnung
Differenz der Paare

Keine Zuordnung

X;, ¥; unabhangig

. . Mehr Macht ‘Weniger Macht
m # n — oft, nichtimmer

Bsp. Messungen mit Methode A oder B, aber nicht mit beiden
gleichzeitig = kein eindeutiger Zusammenhang

6.4 ZWEI STICHPROBEN T-TEST MIT GLEICHEN VARIANZEN

e Annahme: 67 = g7 - gleiche Varianz

Arithmetisches Mittel: X,, = %Z X | Y= iz Y;
Empirische Varianz: 62 = n—ilzln:l(xi - %)?
1) %y, e % L0 ~ N, 02| Vi, Vi i1~ N1ty 02)
Hypothese betrachten
Hot by = Uy | Ha= py # phy, e > Wy, phy < Yy
Teststatistik T~t, 4 m—2

1 PN ~
Stoot = ——((n = 162 + (m — 1)5} ) =

n+m-—2
1

L (U (K = K)? + S (Y = T)?)

Xy~ om) (b= /
T = %ﬁlxlw Hos y —-meist O, S;r;ool2 !
Spool* ;+Z

Signifikanzniveau & Verwerfungsbereich - TABELLE

HA: Uy * Auy K= (700" 7[n+m—2,1—%] U [tn+m—2;1—%; oo)
Hyipy < Uy K= (_OO;_tn+m—2;1—O(J

Hyipye > Uy K= [tn+m—2;1—a; OO)

Testentscheid: Beobachteter Wert in Verwertungsbereich?
Ja = Hp verwerfen | Nein = Hg nicht verworfen

e (uy — py) ist hdufig unter H, gleich 0 -> wird weggelassen

N

w

P

v

* S;%ool =§?
e Beigepaarten Stichproben auch ungepaarter Test

durchfiihrbar > umgekehrt nicht méglich

6.5 WELCH-TEST; ZWEI STICHPR. T-TEST UNGLEICHE VARIANZEN

e Varianzen in beiden Gruppen mussen nicht gleich sein = aber
kleinere Macht = an Prifung gleiche Varianzen annehmen

6.6 MULTIPLES TESTEN — BONFERRONI-KORREKTUR

e Liste von wirklich “wichtigen” Resultaten generieren
e Anpassung der Signifikanzniveaus fir mehrere

zusammenhangende Tests
_a N o __ gewiinschtes a
Qaj = 7 | korr.a — Niveau fir jeden Test = T
e Wenn mehrere Tests durchgefiihrt werden bei verschiedenen
Gruppen gibt es eine Alpha-Fehler-Kumulierung

Alpha-Fehler-Risiko: 1 — (1 — @)/

Bsp. 4 Gruppen Mittelwerte vergleichen

allea =5%=>1-(1-0.05)°=0.265

(6 Tests, weil alle miteinander vergleichen)

d.h auch wenn kein signifikanter Unterschied im Mittelwert
wirde zu 26.5% ein Test falschlicherweise signifikant werden
Daher Bonferroni-Korrektur anwenden, damit das Gesamt a

flr alle Tests zusammen bei max. 5% liegt

Aaqj = % = 0.0083 - fur jeden Test @ = 0.0083 einsetzen

Nachteil: korrigiert a-Niveau stark nach unten = Risiko fir
Fehler 2. Art steigt

6.7 HYPOTHESENTEST VERGLEICHE

Test Was wird getestet Bsp.

Binomialtest Anteil in Gruppe gleich Wirksamkeit von
To? Medikament

t-Test, eine Stichprobe Erwartungswert in Fullmenge in
Gruppe gleich py? Getrankeflaschen

t-Test, 2 gepaarte

Erwartungswert in Reaktionszeit von

Stichproben beiden Gruppen gleich? Haupt- und Nebenhand

t-Test, 2 ungepaarte

Erwartungswert in Aktivitat von Gen XY bei
beiden Gruppen gleich? Gesunden und Kranken

Stichproben

7. REGRESSION

Voraussagen basierend auf Messdaten machen / gerade fitten
Y=+ P *xx+ €| e~N(0,02)

e = zufalliger Fehler / Fehler-Variable / Rausch-Terme
Zusammenhang zwischen der erklarenden und der Ziel-
Variablen nicht exakt

X; = erklarende Variable, deterministisch, wurde bestimmt

Y; = Zielvariable, Zufallsvariable von € abhangig

Residuen = Vertikaler Abstand zwischen Punkt und Geraden
Ri =Yi—(Bo+pr*x) (i=1,..,1n)

Einfache lineare Regression: nur eine x-Variable vorkommend
Linear = wenn Parameter £ in der Ableitung verschwindet

&~N(0,0%) | E(g)=0 | Var(g;) = o?

Y

Y

ay
Steigung :% =B

Bo

Xy
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7.1 PARAMETERSCHATZUNGEN
METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

e Schatzungen haben keinen systematischen Fehler, sondern
streuen nur um den wahren Parameter herum

e Methode der kleinsten Quadrate und Maximum Likelihood
Methode sind dquivalent

e By und B; sind Minimierer von X1, (V; —(Bo + B1 * x;)) 2

e Approximation R; = ¢;

e Parameterschatzung

. Z?:I(YL7YTI)(X17X‘VL) 5= — — _
= 2=t n) = - xx
:81 Z?:l(xfxn)z | ﬁO Yn ﬁl n
) « 0 1
* Varianzschatzung 6° = — YL R}
e Standardfehler se. (B,) = [Var(p,) = ————
VB (i)
B1-0 _ beobachtet—erwartet

e Teststatistik 7 =

se.(Br) - geschatzter Standardfehler
e Verwerfungsbereich K = (700,7tn,2_1,g] u [tn,z.l,z,oo)
] ]
e  Vertrauensintervall
Vi=[B ~ 572 (B)tyo, 123 B + 570 (B)tyos |
e Faustregel 95%-VI [, — 2« se.(B,); B, + 2+ se.(B)]

e Bestimmtheitsmass = wie gut stimmt das Regressionsmodell

mit den tatsachlichen Beobachtungen Uberein

P SS,
2 _SSR _ A2
R* =530 = Dyy

— je naher R?an 1 desto besser Modell

1.) Regressionsgerade anpassen = B, und B; berechnen

2.) T-Test = hat x einen Einfluss auf Y? > Hy: B; = 0
wenn nicht signifikant = x hat keinen Einfluss auf Y

3.) T-Test = Regression durch Nullpunkt? = Hy: By # 0
wenn nicht signifikant = kleineres Modell mit Regression
durch Nullpunkt benutzen

4.) Vertrauensintervall B, und B; & Bestimmtheitsmass R?

5.) Modell-Voraussetzungen mit Residuenanalyse tUberprifen

7.2 GENERALISED LINEAR MODELS (GLMS)

e Zusammenhang zwischen erkldarenden Variablen und
Parametern einer Verteilung feststellen

e Storgrosse bei klassischen linearen Modellen normalverteilt
bei GLMs nicht notwendig

e Binomialregression / logistische Regression Y ~ Bin (n,p(x))

Bo+B1*x
PO =" | log(Z) =g+ xx

1+eBot+B1=x 1-p(x)
Bsp. Bei welcher Dosis ist Genesungswahrscheinlichkeit 80%?

 Poissonregression Y ~ Pois(A(x))
A(x) = eforbrx | log(A(x)) = Bo + By x
Bsp. Morgen -5°C, 95%-Quantil der Unfdlle morgen ?
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Lineare Regression Y ~N(u(x),c?)
Einfache Regression: 11(x) = By + fix + Box
Multiple Regression: 1i(x) = By + B1x1 + Baxy + -+

8. QUALITATSTEST - RESIDUENANALYSE

e Fir die Uberpriifung der Modell-Voraussetzungen fiir die
einfache lineare Regression

e Residuen messen den vertikalen Abstand zwischen
beobachtetem Punkt und gefitteter Gerade

o E(E)=0- E;) = By + Pix; = kein systematischer
Fehler im Modell = Uberpriifung im Tukey-Abscombe Plot

o Ey, .. E,iid.]|Corr(E,E;)=0(i+# ) > Fehler miissen
voneinander unabhangig sein, keine seriellen Korrelationen
vorhanden
- Uberpriifen mit QQ-Plot und Tukey-Anscombe (Fehler
missen ebenfalls gleichverteilt sein)

o [Ey .. E,i.i.d.N(0,02) = Fehler sind normalverteilt
- Uberpriifen mit Normalplot

e Ubergang zwischen Verletzen und Einhalten des Modells ist
fliessend = leichte Verletzungen weniger schlimm und
Ergebnisse doch noch brauchbar

8.1 QQ-PLOT

e Histogramm transformieren = Hilfe, fir Vergleich ob Modell
und Verteilung funktionieren

e Q-Q-Plot (Quantil-Quantil Plot) = empirische Quantile werden
gegen die theoretischen Quantile der Modell-Verteilung
aufgetragen - wenn Beobachtungen gemiss Modell, dann

Punkte auf Winkelhalbierenden vony = x
g =05 15 (n-0.5)

n n n
e Normal-Plot = Uberpriifung ob Normalverteilung vorliegt

q(@) = p+o0d™(a)

K ign | «l
(Uniform) (e5)

Histogramm Histogramm Histogramm Histogramm Histogramm

(Exponential) {1-Exponential)

[ n
Ll
Frenuercy
0 s s M w
PR
=] L
Frenucrcy
2 w o
=
o

Qa-Ppiot aapiot Qapiot aaplot

Samole Dusriks

- Punkte sollen auf der Geraden mit Achsenabschnitt 4 und
Steigung o liegen = dann gut

8.2 TUKEY ANSCOMBE PLOT

e Plot der Residuen 1; (Y-Achse) gegen die angepassten Werte

Vi (X-Achse)

e |dealfall: gleichméassige Streuung der Punkte um Null >

konstante Breite, uniforme Streuung innerhalb des Bandes
Abweichungen: kegelférmiges Anwachsen der Streuung mit ¥;

e Moglicherweise kann man Zielvariable logarithmieren

log(Y;) = Bo + Brx; + &

Guter Tukey-Anscombe Plot
-> kein Muster erkennbar B

Schlechter Tukey-Anscombe Plot
> Muster erkennbar

8.3 VERTRAUENSINTERVALL UND VORHERSAGEINTERVALL VON Y

Vertrauensintervall VTI Vorhersageintervall VHI

plausibler Bereich fur E[Y;] Plausibler Bereich fir Y;
gegeben X; gegeben X;

Unsicherheit wegen B’s Unsicherheit B’s und ¢;

ot

VO, max, mw et

T —_
v W

v L 3t
MAXIMAL SPEED, s
Fig. 2. V10, mare s o fusction af | al 3 d ir he 2m shutle run

he e
sanugik ol 51 adul: subjects. Eacs poiut in this fgnre reprosents mexiceal effeet
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8.4 R-OUTPUT

Modell Yi= fo+fixg +EgEp~N(O,0%) i i d.
Y, = —19.5+5.9%, + E; ; B ~ N(0,5.42) i.i.d

Residuals: Min 1Q Median 3Q Max
-10.2 -45 -02 47 120

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

Bo Lq}ergebgt . -19.5 47 -41 8.5e-05

Box 59 04

Signif. Codes: 0 0.001 0.01 0.05 0.1 1

Residual standard error, n 89 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6981, Adjusted R-squared: 0.8948
F-statistic: 205.8 on 1 and 89 DF, p-Value <2.2e.16

e erwarteter Achsenabschnitt

e Falls man x um eine Einheit erhoht, sagt das Modell voraus,
dass sich y um den Wert 5.9 (Steigung) erhoht

e Wenn es um a geht - Estimate miteinander vergleichen

Approx. 95%-VI: 5.9 + 2 x
Exaktes, 95%-VI: 5.9 + *
> too0075 = - TABELLE
e Freiheitsgrade: df = n—2
. Zwischen +2, wenn T, dann Flache klein
- d.h. P-Wert astronomisch klein
e Beobachtete Teststatistik
ImTest Hy: Bo = 0vs.Hy: By # 0
22 =143
e P-Wert: Angenommen f; = 0, wie Wa. ist es diese
Beobachtung oder etwas Extremeres zu erhalten.
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