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16. Rot-Schwarz-Baume

2-3-Baume, Rot-Schwarz-Baume
[Sedgewick/Wayne, Kap. 3.3, Cormen et al, Kap. 13]
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Hintergrund

m Suchbaum: Suchen, Einfugen und Entfernen eines Schlussels in O(h)
Schritten (bei einem Baum der Hohe h)

m Schlechtester Fall: ©(n) (degenerierter Baum)
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Hintergrund

m Suchbaum: Suchen, Einfugen und Entfernen eines Schlussels in O(h)
Schritten (bei einem Baum der Hohe h)

m Schlechtester Fall: ©(n) (degenerierter Baum)

Ziel: Verhindern der Degenerierung, durch Balancieren des Baumes nach
jeder Update-Operation.

Balancierung: Garantiere, dass ein Baum mit n Knoten stets eine Hohe von
O(logn) hat.
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Hintergrund

m Suchbaum: Suchen, Einfugen und Entfernen eines Schlussels in O(h)
Schritten (bei einem Baum der Hohe h)

m Schlechtester Fall: ©(n) (degenerierter Baum)

Ziel: Verhindern der Degenerierung, durch Balancieren des Baumes nach
jeder Update-Operation.

Balancierung: Garantiere, dass ein Baum mit n Knoten stets eine Hohe von
O(logn) hat.

Bayer (1972), Guibas-Sedgewick 1979, Cormen/Leiserson/Rivest/Stein (2001)
und Sedgewick (2007, 2008): Rot-Schwarz-Baume
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Perfekt balancierter Suchbaum

7/14\18
N\, N
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Perfekt balancierter Suchbaum

7/14\18
N\, N
/\ /\ /\ /\

/\ /\/\ /\/\ /\/\ /\

jeder Pfad von Wurzel zu Blatt hat gleiche Lange [log,(n + 1)]
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2-Knoten und 3-Knoten

N

T

2-Knoten

einen Schlussel x
zwei Kinder
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2-Knoten und 3-Knoten

N

I
X

2-Knoten

einen Schlussel x
zwei Kinder

3-Knoten

zwei Schlussel z < y
drei Kinder
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2-Knoten und 3-Knoten

2-Knoten

einen Schlussel x
zwei Kinder

3-Knoten

zwei Schlussel z < y
drei Kinder
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14 25
18 22 38
/\ SN /\
10 12 19 21 31 40 46
/\ /1 \ /\ /1 \ /\ I\ 71\

m jeder Knoten ist ein 2-Knoten oder ein 3-Knoten
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14 25
18 22 38
/\ SN /\
10 12 19 21 31 40 46
/\ /1 \ /\ /1 \ /\ I\ 71\

m jeder Knoten ist ein 2-Knoten oder ein 3-Knoten
m der Baum ist perfekt balanciert
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14 25
18 22 38
/\ SN /\
10 12 19 21 31 40 46
/\ /1 \ /\ /1 \ /\ I\ 71\

m jeder Knoten ist ein 2-Knoten oder ein 3-Knoten
m der Baum ist perfekt balanciert

= Hohe [logs(n+ 1)] < h < [logy(n + 1)]
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if &k € v.keys then

| return v /\ /I\ /\
else if Vkey € v.keys: k < key then

I v+ vleft 1012 16 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/ AYAVARVYANWAVARN

v < v.right

else
| v < v.middle

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if &k € v.keys then

| return v /\ /I\ /\
else if Vkey € v.keys: k < key then

I v+ vleft 1012 16 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/ AYAVARVYANWAVARN

v < v.right

else

L v < v.middle
. search(17)

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k

Output: v mit k € v.keys oder null

VT

while v 75 null do 18 22

if &k € v.keys then

| return v /\ /I\ /\
else if Vkey € v.keys: k < key then

I v+ vleft 1012 16 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/ AYAVARVYANWAVARN

v < v.right

else

L v < v.middle
. search(17)

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25

Output: v mit k € v.keys oder null
VT

while v # null do

/ 38
if &k € v.keys then
| return v /\ /\
else if Vkey € v.keys: k < key then
I v+ vleft 5 1012 16 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then AVARVYAVARVYAWAVARS

v < v.right

else

L v < v.middle
. search(17)

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if k € v.keys then

| return v /\ I \ /\
Ise if Vkey € v.keys: k < key th

R A ey Then 1012 (16) 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/|\ ARV ANAVARN

v < v.right

else

L v < v.middle
. search(17)

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if k € v.keys then

| return v /\ I \ /\
Ise if Vkey € v.keys: k < key th

R A ey Then 1012 (16) 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/|\ ARV ANAVARN

v < v.right

else

L v < v.middle
. search(17)

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if k € v.keys then

| return v /\ I \ /\
Ise if Vkey € v.keys: k < key th

R A ey Then 1012 (16) 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/|\ ARV ANAVARN

v < v.right

else

| v < v.middle
L search(17) — null

return null
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Input: Wurzel r, Schliissel k 14 25
Output: v mit k € v.keys oder null

o / |
while v 75 null do 18 22

if k € v.keys then

| return v /\ I \ /\
Ise if Vkey € v.keys: k < key th

R A ey Then 1012 (16) 1921 23 31 4046

else if Vkey € v.keys: k > key then /\/|\ ARV ANAVARN

v < v.right

else

| v < v.middle
L search(17) — null

return null

in O(logn)
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Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

14 25

7/ | \38

18 22
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Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

14 25

7/ | \38

18 22

/7 AN /\

10 12 19 21 31 40 46

/\ / 1\ /\ / 1\ /\ /\ /7I\



Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

, /@\38

18 22

/7 AN /\

/NN /NIN/N /N

insert(17)



Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

/\ /\

/NN /NIN/N /N
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Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

/\ |\ /\
/\/|\ /|\/\ /\/|\

insert(17)



Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

/\ |\ /\
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Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

/\ |\ /\
/\/|\ /|\/\ /\/|\

insert(17)



Beispiel: Einfugen in 2-Knoten

14 25

/ \10 12 19 21\ 1/ \40 46
/\ / 1\ /IN /\ /\ /I\
insert(17)

2-Knoten wird zu 3-Knoten (join),
alles andere (insbesondere Hohe) bleibt gleich!
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join

k> x:
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join

k> x: |
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join

k> | [
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join

k> | [
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Einfugen eines Schlussels in 2-Knoten

2-Knoten nimmt Schlussel auf und wird zu 3-Knoten: join

k> x | |
| | < & > = < zk k
cor N SO
k< | |
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Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)
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Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)

§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am < {.T,y,k} \ {Sul}

</xny = <5 sml .
|
Py AN

m< - <l
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Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)

§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am < {.T,y,k} \ {Sul}

</x$?JQ = <5 sml .
x<!<y // \\
s<-<m

m< - <l
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Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)

§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am < {.T,y,k} \ {Sul}

</xny = <5 sml .
|
Py AN

m< - <l

S m [

temporarer 4-Knoten 479



Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)

§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am < {.T,y,k} \ {Sul}

I |/}
m
</xny = <5 sml .
|
Py AN
m<-<l

S m [

temporarer 4-Knoten 479



Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)

§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am < {.T,y,k} \ {Sul}

| 7

m

- Y = s sml = | |
</ | Q = < s split ([
' A N A

m< - <l

S m [

temporarer 4-Knoten 479



Einfugen eines Schlussels in 3-Knoten

Einfigen in 3-Knoten mit Schlissel z und y (mit 2 < y)
§= min{x7y7 k}al = max{x,y, k}am S {.I,y,]{?} \ {87 l}

propagate

temporarer 4-Knoten 479



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

VN
/ \ / \

1921 40 46

/I\ /A /\ 1\
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

e N
VANVA A / \

19 21 40 46 19 21 40 46

/I\ /A /\ 1\ /\/'\ /\ 71\

480



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

/“*\ /38\ inse;t(47) / \ / \

19 21 31 40 46 1921 40 46

/I\ /7N 7/ \ 71\ /\/'\ /\ 71\
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

25 /
M/ \ insert(47) 1 @
/ \ / \ = /\
19 21 40 46 1921 31 40 46

/I\ /A /\ 1\ /\/'\ / \ 71\
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

L 38 insert(47)
SN SN /\ /
19 21 31 40 46 19 21 @

/I\ /N 7/ \ /A /\/.\ /\



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

L 38 insert(47)
SN SN /\ /
19 21 31 40 46 19 21 @

/I\ /N 7/ \ /A /\/.\ /\



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

SN VN
/ \ / \ 1nse;t(47) /}9 21 / @
JIN SN /N SN AV OVAN

3-Knoten wird zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

SN VN
/ \ / \ 1nse;t(47) /}9 21 /
JIN SN /N SN AV OVAN

3-Knoten wird zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

G 38 insert(47) 38 e
/NN N /N
AN AV WAVAVAN

3-Knoten wird zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

N N
VANVA S / }m /1IN,

AN AVEAVAVAS

3-Knoten wird zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
Vorganger wird von 2-Knoten zu 3-Knoten (join),
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten

N N
VANVA S /\ JIN

19 21

AN AVEAVAVAS

3-Knoten wird zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
Vorganger wird von 2-Knoten zu 3-Knoten (join),
Hohe bleibt gleich
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

22 30

AN

32 39

IANARAN

38 40 46

/\/\/\/\/\/\u\
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930
/ I \ / / \
8/\ 23/\26 /3|8\4046 /\ /\ // \

INININTINTININ e /NIN NN ININ



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

i insert(47) @
/ | \ ) /’\

8/\ 23/\26 /3|8\40 46 /\ /\ // \

INININTINTININ e /NIN NN ININ
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930

/|\3239 ) 14/25/ o)
AN N AN

23 26 38 4046 8 19 23 26 31 38 40 46

/\/\/\/\/\/\u\ ININ NN /NN
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930

) y | \3239 ) /25 / \3239
NN /1IN NN

8 19 23 26 31 38 4046 8 19 23 26 31 38 @
INTNININ NN v /NN NN /NN



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930

) y | \3239 ) /25 / \3239
NN /1IN NN

8 19 23 26 31 38 4046 8 19 23 26 31 38 @
INTNININ NN v /NN NN /NN



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2230 iisert<47) 2230
/ | \3239 // \3239
A/ /1IN N\ /I e
8 19 23 26 38 40 46 8 19 23 2 3N 38
/\/\/\/\/\/\II\ JAVAWAVANNAVA



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2230 iisert<47) 2230
/ | \3239 // \3239
A/ /1IN N\ /I
8 19 23 26 38 40 46 8 19 23 2 3N 38
/\/\/\/\/\/\II\ JAVAWAVANNAVA



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930

/|\ ém/zs/ @

32 39

AN NN

23 26 38 4046 8 19 23 26 31 38 40 47

/\/\/\/\/\/\u\ AVAWAVARNAVAVAVA
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47) 2930
/ | \ = / / 39
32 39 14 25 @
8 23 26 38 40 46 8 19 23 26 31 38 40 47

/\/\/\/\/\/\u\ AVAWAVARNAVAVAVA
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

2930 insert(47)
/ | \ -
14 25

32 39 25

AN /N A NN

8 19 23 26 31 38 4046 8 19 23 26 31 38 40 47

AN AN AN AN AN A AV AW AVARYAVAVAVA



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

KBO

22 30 39

AN TN,

32 39

AN N A A NN

8 19 23 26 31 38 4046 8 19 23 26 31 38 40 47

AN AN AN AN AN A AV AW AVARYAVAVAVA

2930 insert(47)



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

/ \
2930 insert(47)
14/ 2|5 \ / \5 \\

32 39

A AN A NN

8 19 23 26 31 38 4046 8 19 23 26 31 38 40 47

AN AN AN AN AN A AV AW AVARYAVAVAVA



Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

/\

SINL AN
AAN/\ SN NN

/\/\/\/\/\/\u\ AVAWAVARNAVAVAVA

3-Knoten werden zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
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Beispiel: Einfugen in 3-Knoten mit Wurzel-Split

/\

SINL AN
AAN/\ SN NN

/\/\/\/\/\/\u\ AVAWAVARNAVAVAVA

3-Knoten werden zu zwei 2-Knoten (split und propagate),
neue Wurzel = Hohe erhoht sich um 1
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

PN
/N 1IN
/N /N NN N

mNNANAmANN AR N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

PN
/N 1IN
/N /N NN N

mNNANAmANN NN N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

PN
/N 1IN
/N /N NN N

mMN NN ARNN NN m N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

/I\
/|\ ARAREA

ll\l\l\l\n\l\l\l\ NA m N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

N

N
N SN A

mNNANAmANN NN N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird.

N

N
N SN A

mNNANAmANN NN N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird. Dann entsteht ein neuer 3-Knoten mit join.

N

N
N SN A

mNNANAmANN NN N
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird. Dann entsteht ein neuer 3-Knoten mit join.

N ™~

o 1N /1IN
NNNAN N RAA AN

mNANNNmANRDN AN m N mNRAN N ANANN NRA m A
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Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird. Dann entsteht ein neuer 3-Knoten mit join.

N ™~

o 1N /1IN
NNNAN N RAA AN

mAANNmARNDN AN N mMARAN N ANAN NN m AR
O(1) Zeit pro join- und split/propagate-Operation

482



Schlussel einfugen: Zusammenfassung

Schlussel k einfugen:

einzufigendes Element (initial &, danach jeweils mittleres Element) wird im
Baum nach oben propagiert mit split und propagate, bis ein 2-Knoten
oder die Wurzel erreicht wird. Dann entsteht ein neuer 3-Knoten mit join.

N ™~

o 1N /1IN
NNNAN N RAA AN

mAANNmARNDN AN N mhAN N ANN NN m A
O(1) Zeit pro join- und split/propagate-Operation
O(logn) viele split/propagate-Operationen, eine join-Operation
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Schlussel in Knoten ohne Kinder loschen

483



Schlussel in Knoten ohne Kinder loschen

m 3-Knoten ohne Kinder

R
/'\
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Schlussel in Knoten ohne Kinder loschen

m 3-Knoten ohne Kinder = wird zu 2-Knoten ohne Kinder

Q\ = / \
/'\ I\ I\
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Schlussel in Knoten ohne Kinder loschen

m 3-Knoten ohne Kinder = wird zu 2-Knoten ohne Kinder

Q\ = /\
/\ ANA
m 2-Knoten ohne Kinder

g\
/'\
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Schlussel in Knoten ohne Kinder loschen

m 3-Knoten ohne Kinder = wird zu 2-Knoten ohne Kinder

Q\ = / \
/\ JANVA
m 2-Knoten ohne Kinder = unbalancierter Baum

g\ = /\
/'\ /'\
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Loschen: Idee

Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
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Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
Konnen wir sicherstellen, dass k in einem 3-Knoten ohne Kinder ist?
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1. Garantie, dass der Knoten mit k keine Kinder hat
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Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
Konnen wir sicherstellen, dass k in einem 3-Knoten ohne Kinder ist?

1. Garantie, dass der Knoten mit k keine Kinder hat
2. Garantie, dass k in 3-Knoten oder (temporarem) 4-Knoten ist
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Loschen: Idee

Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
Konnen wir sicherstellen, dass k in einem 3-Knoten ohne Kinder ist?

1. Garantie, dass der Knoten mit k keine Kinder hat
2. Garantie, dass k in 3-Knoten oder (temporarem) 4-Knoten ist

Loschen von einem 4-Knoten ohne Kinder = wird zu 3-Knoten-Blatt

)
/\
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Loschen: Idee

Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
Konnen wir sicherstellen, dass k in einem 3-Knoten ohne Kinder ist?

1. Garantie, dass der Knoten mit k keine Kinder hat
2. Garantie, dass k in 3-Knoten oder (temporarem) 4-Knoten ist

Loschen von einem 4-Knoten ohne Kinder = wird zu 3-Knoten-Blatt
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Loschen: Idee

Beobachtung: Loschen von Schlussel & in 3-Knoten ohne Kinder ist einfach
Konnen wir sicherstellen, dass k in einem 3-Knoten ohne Kinder ist?

1. Garantie, dass der Knoten mit k keine Kinder hat
2. Garantie, dass k in 3-Knoten oder (temporarem) 4-Knoten ist

Loschen von einem 4-Knoten ohne Kinder = wird zu 3-Knoten-Blatt

Rn - X
/\ /1IN
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Loschen: Uberblick

1. Garantie, dass der Knoten keine
Kinder hat

falls notig, Schlissel & mit sym-
metrischem Nachfolger p tauschen

kx

RN
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Loschen: Uberblick

1. Garantie, dass der Knoten keine
Kinder hat

falls notig, Schlissel & mit sym-
metrischem Nachfolger p tauschen
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1. Garantie, dass der Knoten keine
Kinder hat

falls notig, Schlissel & mit sym-
metrischem Nachfolger p tauschen

/.CT AN

/\

2. Garantie, dass 3- oder 4-
Knoten

m %k in 3- oder 4-Knoten ohne Kinder

/ \

Loschen: Uberblick
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1. Garantie, dass der Knoten keine
Kinder hat

falls notig, Schlissel & mit sym-
metrischem Nachfolger p tauschen

/.CT AN

/\

2. Garantie, dass 3- oder 4-
Knoten

m %k in 3- oder 4-Knoten ohne Kinder

ky

/1\

Loschen: Uberblick

485



Loschen: Uberblick

1. Garantie, dass der Knoten keine 2. Garantie, dass 3- oder 4-
Kinder hat Knoten

falls notig, Schlissel & mit sym-
metrischem Nachfolger p tauschen

m %k in 3- oder 4-Knoten ohne Kinder
m 4-Knoten auf Pfad zu Wurzel

*
L]

‘0

L
’.
L)
‘0

ky
k

/\ /1\
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Loschen: Uberblick

3. Schliissel loschen
= resultiert in 2- oder 3-Knoten

486



Loschen: Uberblick

3. Schliissel loschen
= resultiert in 2- oder 3-Knoten
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Loschen: Uberblick

3. Schliissel loschen
= resultiert in 2- oder 3-Knoten

4. Aufraumen der 4-Knoten

‘0
» »
* *
.‘ Q‘
L 4 L 4
0‘ Q‘
L ] ]
[ [
| 1
1 )
. .
| -
. .
- -
Y Y
/\ /\
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Loschen: Uberblick

3. Schliissel loschen
= resultiert in 2- oder 3-Knoten

4. Aufraumen der 4-Knoten
mit split/propagate

/\
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1. Garantie, dass Knoten ohne Kinder

kx

RN

Schlussel & mit symmetrischem Nachfolger p tauschen
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1. Garantie, dass Knoten ohne Kinder

kx

RN

p

/\

Schlussel & mit symmetrischem Nachfolger p tauschen
m symmetrischer Nachfolger kann in O(logn) Zeit gefunden werden
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1. Garantie, dass Knoten ohne Kinder

/.CT AN

/\

Schlussel & mit symmetrischem Nachfolger p tauschen

m symmetrischer Nachfolger kann in O(logn) Zeit gefunden werden
m symmetrischer Nachfolger ist immer in einem Knoten ohne Kinder
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1. Garantie, dass Knoten ohne Kinder

/.CT AN

/\

Schlussel & mit symmetrischem Nachfolger p tauschen

m symmetrischer Nachfolger kann in O(logn) Zeit gefunden werden
m symmetrischer Nachfolger ist immer in einem Knoten ohne Kinder

= Schlussel in Knoten ohne Kinder in O(logn) Zeit 487



Beispiel: Schritt 1
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6/ \17
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12 14 19
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Beispiel: Schritt 1

10

6/ \17
N ZAN

12 14 19
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1 3 5 7 9 I 13 1516 18 20
n-n n nn n-nN o NN

remove(6)



Beispiel: Schritt 1

N N

12 14 19
/IN /A /IN A\
1 3 5 7 9 I 13 1516 18 20
n-n n nn n-nN o NN

remove(6)



Beispiel: Schritt 1

10

f( \/\

24 8 12 14 19
/IN /A /IN A\
1 3 5 7 9 I 13 1516 18 20
n-n n nn n-nN o NN

remove(6)



Beispiel: Schritt 1

10

T~

(6) /17
24 @ 1214 \19
/ I\ /1IN
1 35 7 9 1 13 15176 18 20
n n N NN NIV NN

remove(6)
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Beispiel: Schritt 1

7N\

24 8 12 14 19
/1\ \ /1\ /\
1 3 5 9 1 13 1516 18 20
N N N I\ N N N N

remove(6)



Beispiel: Schritt 1

7N\

24 8 12 14 19
/1\ \ /1\ /\
1 3 5 9 1 13 1516 18 20
N N N I\ N N N N

remove(6)



Beispiel: Schritt 1

7/ \17
/ 1\ \ /1IN )\
I1\ I3\ IS\ I9\

mo13 1516 18 20
NI n N

remove(6)



2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

Knoten mit k£ in 3- oder 4-Knoten umwandeln

/\
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

Knoten mit k£ in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Starte bei unterstem 3- oder 4-Knoten (oder Wurzel)
auf dem Weg von der Wurzel zu k

/\
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

Knoten mit k£ in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Starte bei unterstem 3- oder 4-Knoten (oder Wurzel)
auf dem Weg von der Wurzel zu k
m bringe zusatzlichen Schlussel Schritt fur Schritt nach unten

/\

489



2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

O
A
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

R
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

ky
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

ky

Invariante: In jedem Schritt auf dem Weg nach unten:
m der aktuelle Knoten ist ein 3- oder 4-Knoten
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

ky

Invariante: In jedem Schritt auf dem Weg nach unten:

m der aktuelle Knoten ist ein 3- oder 4-Knoten
m nur Knoten auf Pfad zur Wurzel sind moglicherweise 4-Knoten
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2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

ky

Invariante: In jedem Schritt auf dem Weg nach unten:

m der aktuelle Knoten ist ein 3- oder 4-Knoten

m nur Knoten auf Pfad zur Wurzel sind moglicherweise 4-Knoten
m Baum bleibt perfekt balanciert

490



2. Knoten in 3- oder 4-Knoten umwandeln

o Wir nehmen im Folgenden an, dass
wir bei der Suche immer nach
links gehen. Die Falle Mitte und
rechts konnen analog behandelt

o werden.

ky

Invariante: In jedem Schritt auf dem Weg nach unten:

m der aktuelle Knoten ist ein 3- oder 4-Knoten
m nur Knoten auf Pfad zur Wurzel sind moglicherweise 4-Knoten
m Baum bleibt perfekt balanciert

490



2. lterative Transformation

491



2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten

bd(f)
/7 \N /\

1 2 3 4 € (9
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2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten

d (f)

491



2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten = merge 3 Schlussel zu 4-Knoten

d (f) d(f)
1 2 3 4 € (9) 1 2 3 4 @ (9)

491



2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten = merge 3 Schlussel zu 4-Knoten

d (f) d(f)
N\, N N
1 2 3 4 € (9) 1 2 3 4 € (9)

m rechtes Kind_ist 3-Knoten

be (g)

//\

/l\

1. /2 B4k [ f W
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2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten = merge 3 Schlussel zu 4-Knoten

d (f) d(f)
1 2 3 4 € (9) 1 2 3 4 @ (9)

m rechtes Kind_ist 3-Knoten

be(g)
A\
a cd
/7 \ 7.\
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2. Iterative Transformation

m rechtes Kind ist 2-Knoten = merge 3 Schlussel zu 4-Knoten

d (f) d(f)
1 2 3 4 € (9) 1 2 3 4 € (9)

m rechtes Kind_ ist 3-Knoten = von rechtem Geschwister stehlen

be(g) ce(g)

ZAVREC Y
a cd e
/7 \ /N

1 2 3 4 5 fm

1. /2 B4k [ f W

491



2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten
a / b \ c
/7 \ / \

1 2 3 4
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten

b
7 N
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten = merge drei Knoten zu einer 4-Knoten-Wurzel

b
7 N
‘a‘ .c‘ =
\
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten = merge drei Knoten zu einer 4-Knoten-Wurzel

b
7 N
‘a‘ .c‘ =
\ 7/

\

4
1 2 3 4

m rechtes Kind ist 3-Knoten
'~ ;
/7 \ /i \

1 2 3 4 5
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2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten = merge drei Knoten zu einer 4-Knoten-Wurzel

b
7 N
‘a‘ .c‘ =
\ 7/

\

4
1 2 3 4

m rechtes Kind ist 3-Knoten

b
/7 \ N\

1 2 3 4 5

492



2. Wurzel in 3- oder 4-Knoten umwandeln

m Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m linkes Kind von Wurzel ist ein 3-Knoten = fertig
m beide Kinder 2-Knoten = merge drei Knoten zu einer 4-Knoten-Wurzel

b
7 N\
‘ﬂ,‘ .C‘ i
/ \ /

\

1 2 3 4

m rechtes Kind ist 3-Knoten = von rechtem Geschwister stehlen

b )
PR
a[\cd - m
/ \ /N

2 3 4 5 1 2 3 4 5

492



Beispiel: Schritt 2
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7 17
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Beispiel: Schritt 2

/ T\ 6/8\9 / T\ / 9\
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1 3 5
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493



Beispiel: Schritt 2

24 (8) 1214 19
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Beispiel: Schritt 2

/| R SN

1 13 1516 18 20

1 3 5 6 9
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remove(6)
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Beispiel: Schritt 2

Aﬂ

| 9%,\ /1IN I\

1 13 1516 18
/\ /\ /\ IN TN o /N /\

remove(6)
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2 8 1214 19
/| © \ /IN /A
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/NN s N IN TN o /NN

remove(6)
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3. Schlussel loschen

einfach, da sich Schlissel in einem 3- oder 4-Knoten ohne Kinder befindet
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3. Schlussel loschen

einfach, da sich Schlissel in einem 3- oder 4-Knoten ohne Kinder befindet

2 1214

/l 576/ \9 11/1|3\1516 18/ \20

1 3
ANA SR A IN TN i TN TN

remove(6)
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3. Schlussel loschen

einfach, da sich Schlissel in einem 3- oder 4-Knoten ohne Kinder befindet

2 8 12 14 19
/| \ / I\ /\
1 3 9 1 13 1516 18 20
/\ /\ /\ I\ 7\ m /\ /\

remove(6)
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3. Schlussel loschen

einfach, da sich Schlissel in einem 3- oder 4-Knoten ohne Kinder befindet

2 1214

/l \9 11/1|3 \15 16 18/ \20

1 3
ANA /'\ IN TN i TN TN

remove(6)
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3. Schlussel loschen

einfach, da sich Schlissel in einem 3- oder 4-Knoten ohne Kinder befindet

1214

/l 57/ \9 11/1|?> \15 16 18/ \20

1 3
ANA AR A IN TN i TN TN

remove(6)
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4. Aufraumen der 4-Knoten
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4. Aufraumen der 4-Knoten

4-Knoten auf Weg nach oben aufraumen mit split und propagate

495



4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

AR
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

?‘I\ - 2 SN = R
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

:‘3"\ j/CD\ S\ > R

[ Efnngen in 3-Knoten = Aufteilen in zwei 2-Knoten

o"\ ;‘R3P\
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

:‘3"\ j/CD\ S\ > R

[ Efnngen in 3-Knoten = Aufteilen in zwei 2-Knoten

,o"\ jﬂgp\ ,o"\ ;‘5((})\
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

:‘3"\ j/CD\ S\ > R

[ Efnngen in 3-Knoten = Aufteilen in zwei 2-Knoten

,o"\ jﬂgﬁ\ IS ;‘5((})\

[ Efnngen in 4-Knoten = Aufteilen in 2-Knoten und 3-Knoten
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4. Aufraumen der 4-Knoten: split und propagate

m Einfligen in 2-Knoten = wird zu 3-Knoten (join)

:‘3"\ j/CD\ S\ > R

[ Efnngen in 3-Knoten = Aufteilen in zwei 2-Knoten

,o"\ jﬂgﬁ\ IS ;‘5((})\

[ Efnngen in 4-Knoten = Aufteilen in 2-Knoten und 3-Knoten

,o)'\ $Q$/c3\ O7 :’/Q\/O\/(\
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Beispiel: Schritt 4

2 8 12 14 19
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remove(6)
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Beispiel: Schritt 4
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/| \ /IN
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remove(6)
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Beispiel: Schritt 4

2 (8) 12 14 19
/| /IN /A
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remove(6)
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Beispiel: Schritt 4

2 8 12 14 19
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Beispiel: Schritt 4
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2-3-Baume: Uberblick
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:
m drei Typen von Knoten
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:

m drei Typen von Knoten
m viele Fallunterscheidungen
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:

m drei Typen von Knoten
m viele Fallunterscheidungen
m Speichern von Datensatzen bei Knoten schwierig
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2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)
m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:

m drei Typen von Knoten
m viele Fallunterscheidungen
m Speichern von Datensatzen bei Knoten schwierig

= Rot-Schwarz-Baume als bessere Implementierung von 2-3-Baumen

498



2-3-Baume: Uberblick

Operationen:

m Suchen: O(logn)

m Einfugen: O(logn)
m Loschen: O(logn)

Probleme mit Implementierung:

m drei Typen von Knoten
m viele Fallunterscheidungen
m Speichern von Datensatzen bei Knoten schwierig

= Rot-Schwarz-Baume als bessere Implementierung von 2-3-Baumen
= Ziel: 2-3-Baum als regularen binaren Suchbaum darstellen

498



2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

1
Ty L Y

T N I

1 2 3 1 2 3

linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

Ty X — Y /
JaON" 1 = 8 ™~
/ \ 5

1 2 3 1 2 3
1 2

linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

Ty X — Y /
2 s
/\ ;
1 2 3 1 2 3 1 ,

linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:
m 3-Knoten = zwei 2-Knoten, kleinerer Schlussel als linkes Kind
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

Ty X — Y /
2 s
/\ ;
1 2 3 1 2 3 1 ,

linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:

m 3-Knoten = zwei 2-Knoten, kleinerer Schlussel als linkes Kind
m Kante zwischen zwei Knoten (sowie unterer Knoten) rot markiert

499



2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

. I

Ty T Y / \
0\ 7 /l | = *

/ \

1 2 3 1 2 3

1 2
linksgerichteter (left-leaning) Rot-Schwarz-Baum:

m 3-Knoten = zwei 2-Knoten, kleinerer Schlussel als linkes Kind

m Kante zwischen zwei Knoten (sowie unterer Knoten) rot markiert
= rote Kante ist der Kleber, der die zweil Knoten zusammenhalt
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7
RN
35 9
7 /N
12 4 6 8 10 11

A AN AR AN
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7
A N,
35 9 3/ \6 8/ \11
/o / TN /NN
12 4 6 8 107 ,2\ /4\ ks
PO [ W TR : /\

/\
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7
RN
35 9
7 /N
12 4 6 8 10 11

A AN AR AN

Eigenschaften:
m binarer Suchbaum

-

5
7\
3 6

/\
8 M

N SN\

SN/
/\

/\
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7
/7\ 5/ \9
7\ N
/35 /9\ - /3\ /6\ /8\ ,11
12 4 6 8 101 ,2\ /4\ /10\
A AT AR A2 R 1

/\

Eigenschaften:

m binarer Suchbaum
m rote Kanten gehen von Knoten zu seinem linken Kind (left-leaning)
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7

N N,
Y N
/3.5 /9\ N | /6\ /8\ Ji
12 4 6 8 10M @ € ks
SN\ /' \

A AN AR AN
/ \

Eigenschaften:

m binarer Suchbaum
m rote Kanten gehen von Knoten zu seinem linken Kind (left-leaning)

m kein Knoten mit zwei roten Kanten (keine 4-Knoten)
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2-3-Baume als Rot-Schwarz-Baume

7
RN
35 9
7 /N
12 4 6 8 10 11

A AN AR AN

Eigenschaften:
m binarer Suchbaum
m rote Kanten gehen von Knoten zu seinem linken Kind (left-leaning)
m kein Knoten mit zwei roten Kanten (keine 4-Knoten)
m perfekt schwarz balanciert:
jeder Pfad von Wurzel zu Blatt hat die gleiche Anzahl schwarze Kanten



Rot-Schwarz-Baume: Reprasentation

struct Node

{
Key key;
Value value;
Nodex left;
Nodex right; d
bool is_red; b ”’ \\\
+; 7 N\ /
a C € \
\ / \N/ \

/ make leaves black
bool is_red(Node* node)
{

return node && node->is_red;
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search(17)

normale Suche in binarem Suchbaum
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normale Suche in binarem Suchbaum
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/'\
search(17)

normale Suche in binarem Suchbaum

502



) - 38 ~_
\ 40

7 46
5/ \12 18 23 / / \
/N N N /N / \
IN TN 2
/\

search(17)
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search(17)

normale Suche in binarem Suchbaum
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search(17)

» normale Suche®in binarem Suchbaum
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Rotationen rotate right und rotate left

503



Rotationen rotate right und rotate left

Rechts-Rotation uUber z
/N

RN .

=
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Rotationen rotate right und rotate left

Rechts-Rotation uUber z

Y RN
U :

T )
})C 3 Al Rle 7\
2

acWnt
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Rotationen rotate right und rotate left

Rechts-Rotation uUber z

N

Yy X
N - \y

1 2 Links-Rotation uber y 2 3

503



Rotationen rotate right und rotate left

Rechts-Rotation uUber z

ZINROS I

/ \ 3 e : / \

1 2 Links-Rotation uber y 2 3

behalten Sortierung und perfekte schwarze Balancierung bei
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Farbwechsel (Color Flip) push_up und push_down

1 2 3 4
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Farbwechsel (Color Flip) push_up und push_down

A
I I

abce
= split/propagate a c
7 N\~ /7 \ /7 \

1 2 3 4 . ) 3 4
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Farbwechsel (Color Flip) push_up und push_down

A
o = split/propagate | I

B e

A & h 8 12 8 L
|

a/b\c
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Einfligen eines Schliissels in 2-Knoten (k < x)

x
T = /
neuen (roten) Knoten mit roter Kante einfiigen
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Einfligen eines Schliissels in 2-Knoten (k > x)

- /N~ = /N
7N SN N

m neuen (roten) Knoten mit roter Kante einfligen
m Links-Rotation, damit left-leaning
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Einfligen eines Schlissels in 3-Knoten (k < = < y)
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (k < z < )
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (k < z < )
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (k < z < )
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (k < z < )

k Yy k Yy
Rechts-Rotation, da zwei rote Kanten nacheinander, und Farbwechsel, da
zwei benachbarte rote Kanten .



Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (z < k < v)
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (z < k < v)
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (z < k < v)
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (z < k < v)

/1 1\ / \ / \

I
Yy | |
x/ \:> /]:/ \:> /k\ = /x\

/S N\
\ 7\ /\N /N/\N /\

Links-Rotation, damit left-leaning, Rechts-Rotation, um zwei
nacheinanderfolgende rote Kanten aufzulosen und Farbwechsel, um zwei
benachbarte rote Kanten aufzulosen
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (£ > y > )
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (£ > y > )
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Einfligen eines Schliissels in 3-Knoten (£ > y > )
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Farbwechsel, um zwei benachbarte rote Kanten aufzulosen
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510



Einfugen eines Schlussels in Wurzel

S

/I\Ij/l\\

510



Einfugen eines Schlussels in Wurzel
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Einfugen eines Schlussels: Allgemeiner Fall

Elternknoten p von k suchen

neuen (roten) Knoten k mit roter Kante zu p einfligen

falls Kante p — k right-leaning: Rotation links bei p

falls zwei nacheinanderfolgende rote Kanten: Rotation rechts beim
obersten der drei Knoten

;N =
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Einfugen eines Schlussels: Allgemeiner Fall
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Elternknoten p von k suchen
neuen (roten) Knoten k mit roter Kante zu p einfligen
falls Kante p — k right-leaning: Rotation links bei p

falls zwei nacheinanderfolgende rote Kanten: Rotation rechts beim
obersten der drei Knoten

falls zwei rote Kanten nebeneinander: Farbwechsel
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neuen (roten) Knoten k mit roter Kante zu p einfligen
falls Kante p — k right-leaning: Rotation links bei p

falls zwei nacheinanderfolgende rote Kanten: Rotation rechts beim
obersten der drei Knoten

5. falls zwei rote Kanten nebeneinander: Farbwechsel
6. rekursives Behandeln der neuen roten Kante
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Einfugen eines Schlussels: Allgemeiner Fall

1.
2.
3.
4.

Elternknoten p von k suchen

neuen (roten) Knoten k mit roter Kante zu p einfligen

falls Kante p — k right-leaning: Rotation links bei p

falls zwei nacheinanderfolgende rote Kanten: Rotation rechtsr\beim
obersten der drei Knoten 0
falls zwei rote Kanten nebeneinander: Farbwechsel Oﬂ

6. rekursives Behandeln der neuen roten Kante
Wichtig: neue rote Kante bedeutet, dass zwei Kinder der roten Kante
schwarz sind

ek
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2. rote Kante von oben nach unten bringen
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Schlissel loschen: Uberblick

1. Schlussel & mit symmetrischem Nachfolger p tauschen

2. rote Kante von oben nach unten bringen
= auf Pfad zu Wurzel hat es potentiell Knoten mit right-leaning Kanten
3. Knoten entfernen

4. right-leaning Kanten korrigieren auf dem Weg zuruck nach oben
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Rote Kante nach unten bewegen: Uberblick

Invariante: Kante zu aktuellem Knoten ist rot
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Rote Kante nach unten bewegen: Uberblick

Invariante: Kante zu aktuellem Knoten ist rot

Annahme: Wir gehen zweimal nach rechts, die anderen Falle sind analog.

zu zeigen: nach konstant vielen Operationen ist entweder rechtes Kind oder
rechtes Grosskind rot
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister b rot = Rechts—IRotation uber b
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Rote Kante nach unten bewegen
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Rote Kante nach unten bewegen
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister b rot = Rechts—IRotation uber b
|

dd\

b
A7
d
b f :>/ \f
{ % /\g //\
a ¢ e g

a c e
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, Kinder von b schwarz
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, Kinder von b schwarz
= push_down
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m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, (linkes) Kind von b rot
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, Kinder von b schwarz
= push_down

d d
/N ¢ N
b f = b

/ \N 7/ \ / \ / \

a @ e g a @ e g9

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, (linkes) Kind von b rot
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, Kinder von b schwarz
= push_down
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m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, (linkes) Kind von b rot
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Rote Kante nach unten bewegen

m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, Kinder von b schwarz
= push_down

h
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m Geschwister und Grossgeschwister schwarz, (linkes) Kind von b rot
= push_down, right_rotate, push_up

d
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a c e g a

516



4. Aufraumen von Right-Leaning Kanten
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auf dem Weg zuruck nach oben zur Wurzel: alle right-leaning Kanten
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4. Aufraumen von Right-Leaning Kanten

auf dem Weg zuruck nach oben zur Wurzel: alle right-leaning Kanten
aufraumen

= gleiches Verfahren wie beim Einfligen
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R := Anzahl rote Kanten auf Pfad P /
S := Anzahl schwarze Kanten auf Pfad P /
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Fir jede Operation gehen wir hochstens zweimal von Wurzel zu Blatt und
zuruck
= Laufzeit O(h)

Was ist die Hohe des Rot-Schwarz-Baums?

R := Anzahl rote Kanten auf Pfad P /
S := Anzahl schwarze Kanten auf Pfad P /
Lange von Pfad P:
/
/

(P)=R+S<(S+1)+S
=2-S+1<2[logy(n+1)]+1

519
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