Aufgabe 1 — Dominante Menge

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine ‘dominante Menge’ W C V ist eine Knotenmenge, sodass fiir jeden
Knoten v € V gilt, dass entweder v selbst oder ein Nachbar von v in W enthalten ist. In dieser
Aufgabe betrachten wir einen randomisierten Algorithmus, der eine dominante Menge findet und
dem Algorithmus aus der Vorlesung zum Finden einer stabilen Menge &hnelt.

Wir nehmen an, dass G Minimalgrad mindestens d > 1 hat, d.h. jeder Knoten v € V hat Grad
deg(v) > d. Der Algorithms besteht aus zwei Runden. In der ersten Runde markieren wir jeden
Knoten unabhiéingig von den anderen Knoten mit Wahrscheinlichkeit p (wobei 0 < p < 1 gegeben
ist). In der zweiten Runde betrachten wir jeden Knoten v € V', wenn weder v noch einer seiner
Nachbarn in der ersten Runde markiert wurden, so markieren wir v. Man sieht leicht, dass die
Menge der markierten Knoten nach der zweiten Runde eine dominante Menge ist. Wir analysieren
die Grosse dieser dominanten Menge im Folgenden.

(a) Sei X die Anzahl der Knoten, die in der ersten Runde markiert werden. Berechnen Sie E[X].

(b) Seiw € V ein beliebiger (aber fixer) Knoten. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass weder
v noch einer der Nachbarn von v markiert wurde genau (die Antwort darf von v abhéngen).
Finden Sie eine obere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit, die nur von d und p abhéngt
(und nicht von v).

(¢) Sei Y die Anzahl der Knoten, die in der zweiten Runde markiert werden. Verwenden Sie (b)
um eine obere Schranke fiir E[Y] zu finden.

(d) Zeigen Sie, dass die erwartete Grosse der dominanten Menge hochstens n(p + e P(4+1) ist.
Hinweis: Sie diirfen die Ungleichung 1 — z < e™® ohne Beweis verwenden.

(e) Zeigen Sie, dass G eine dominante Menge der Grésse hochstens n - % enthélt.



Losung zu Aufgabe 1 — Dominante Menge

Sei G = (V, E) ein Graph mit V' = [n]. Wir definieren den Wahrscheinlichkeitsraum Q = {0, 1}".
Wobei fiir w = wyws . . . wy, gilt das Prlw, = 1] = p fiir alle v € V unanbiingig von allen anderen w,.
Es ist zu beachten, dass, obwohl unser Algorithmus zweistufig ist, wir den Wahrscheinlichkeitsraum
so definieren konnen, da die zweite Stufe des Algorithmus keinen “neuen” Zufall braucht. In der
ersten Runde fiigen wir alle Knoten v fiir die gilt w, = 1 in unsere dominante Menge ein. In der
zweiten Runde dann alle Knoten w fiir die gilt w,, = 0 und w,, = 0 fiir alle u € N(w).

(a)

Wir definieren Indikatorzufallsvariablen fiir jeden Knoten v € V'

¥ _ 1 falls v in der ersten Runde markiert wurde,
Y )10 falls v in der ersten Runde nicht markiert wurde.

Dann gilt X ="+ X,. Des Weiteren gilt

veV
E[X,] = Pr[X, = 1] = Pr[w,] = p.
Durch die Linearitit des Erwartungswerts folgt

E[X] =Y E[X,] = np.

Wir definieren das Ereignis
F, = ‘weder v noch einer seiner Nachbarn wurde in der ersten Runde markiert’.
Fiir einen beliebigen Knoten w definieren wir das Ereignis
FE,, = ‘w wurde in der ersten Runde nicht markiert’.

Es ist leicht zu sehen das gilt

Man beachte das gilt

we{v}UN (v)

Wir wissen das die F,,’s unanhingig sind, da wir die Knoten in der ersten Stufe unabhéngig
voneinander zur dominanten Menge hinzufiigen. Daraus folgt

Pr[F,] = H PrlE,] = (1 _p)deg(v)+1 <@ _p)d+17
we{v}UN (v)

wobei der letzte Schritt folgt weil 1 — p < 1 und somit (1 — p)28()+1 monoton fallend in
deg(v) ist.

Wir definieren Indikatorzufallsvariablen fiir jeden Knoten v € V

v - {1 falls v in der zweiten Runde markiert wurde,
=

0 falls v in der zweiten Runde nicht markiert wurde.

Es ist leicht zu sehen, dass nach der Beschreibung des Algorithmus Y, genau dann 1 ist, wenn
F, eintritt. Aus der Berechnung aus (b) folgt
E[Y,] = Pr[Y, = 1] = Pr[F,] < (1 — p)?*t.

Aus der Linearitéit des Erwartungswerts folgt fiir Y = Y,, dass

veV

E[Y] =Y E[Y,] <n(l—p)*
veV



(d) Sei Z die Anzahl der Knoten in der dominierenden Menge, die der Algorithmus liefert. Es gilt
Z=X+Y.
Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt:
E[Z] = E[X] + E[Y] < np + n(1 — p)*T.

Durch die in der Aufgabenstellung gegebene Ungleichung erhalten wir (1 — p)¢+! < e Pld+1)
Daraus folgt

E[Z] <n (p + e_p(d+1)) .

(e) Wir wollen den in (d) erhaltenen Term in Abhéngigkeit von p optimieren. Hierfiir berechnen
wir die erste Ableitung.

j—pn (p + e*p(dﬂ)) =n (1 —(d+ 1)e’p(d+1))

Wir setzen '

n (1 —(d+ l)e_p(d+1)> Lo.
Auflésen nach p gibt
~In(d+1)
od+1
Es ist leicht zu iiberpriifen das p € [0, 1].

Man sieht (zum Beispiel iiber die zweite Ableitung oder anders) leicht, dass es sich bei diesem
Wert von p um ein Minimum handelt (und keinen Sattelpunkt/Maximum)

Einsetzen in unsere Formel fiir E[Z] gibt

n(d+1) g 1+In(d+1)
<n|-——+= =n|—F—-""2).
E[Z]—”( dr1 T ° "\Tdr

In(d+1)
d+1

n (%) ist. Insbesondere bedeutet dies, dass eine solche dominierende Menge existieren

Dies bedeutet, dass fiir p = die erwartete Grosse der dominanten Menge hdchstens

muss (generell gibt es immer Elementarereignisse wy,ws € €, so dass X(wq) > E[X] und
X(w2) < E[X]).



