
gilt nicht in G (da nur Semiliu.)

Charakteristisches Polynom irred pH ⇒ Ip,* = ,
F- Besteht , Edi IIÖT . Die Abb

.

S : V→V :>

Homplv.IR/.vrsSN:--Lv.IcharAlXI:=detLX-In-A) Anzahl Wdxhd I - Blöcke zu irred.Pol
. grad d : ist ein injektiver Homomorphismus

1- (2 Null (pH)") - Null 1pA)"
-e) -Null (f)htt ) ( Isomorphismus <⇒ dinka)

Prop . charta) normiert und sein d

konstanter Koeff : f-1)" detlt) • A-B <⇒ saure INF /. A-AT) orthogonale Komplement von U :

Prop Aeß ⇒ chaq.ly/=chaq(X)
binomische Formel : HB)!

.

(Y) ! ß: {LEVHUEUIUR) :Nato} ein UR von V

Alai i.it/:--tEr.eIaFe Adjungierte Abbildungen ¢
Eigenwerte und Eigenvektoren

(A) = -2in⇒¥7 . Es gibt höchstens eine bin
.
Abb : Ä: W-N :

Eist
, f-
= Kern Held v - f) < V

e×p (B
-HB) = ßtexp (A) ß

, expIATI.ee/pfA)V-uc-V.V-weW:CfNI.wI=4.fTwD (Adjungierte)

geom.MU/tH)=dimEigd,f AB -.BA ⇒ exp(AB) = exp (A) + explß) Bsp : adj -Abb zu Inklusion in: U-V ist die

orth. Projektion Fu:↳ Uarith
.
Vielf- (d) = Vfht als Nullstelle Normierte Körper / Vektorräume

• Sei dimv < • und (bi) in ONB von V
DiagonalisierbarWeit Norm : lxt-oe-x-ollvlt-oe.ro

A-YIHH-HI 11×-41=1×1 Kult HWEW : fFw) Albit,w) . bi
• tfgord .

B : ßMß(f) diag ↳ bi EVA) lxtyl ? IXIHYI | HUTWHEINIHIW"
• Sei Bgeord. ONB von V und B

'

von W

• f diagbar ⇐scharf (X) zerfällt über K
""

.
" - "

'

äcluiv . ↳ IHR>o.tv : c - N" EIN" EIN" ⇒ ßMß. (F) = B.Mßlf) B.MßIf)
*

in Linearfaktoren und geom = arith.tt
° ABER"

.P > 1 ⇒ * PTßPEKTBP Spektralsatz für selbstadjungierte Eudos
e. one

,
xr> IN

' ist eine Norm auf K
. Alle EW von reell

, symm Mat sind EIR .Trigonalisierbarhreit
- Darstellungsenatrix IB = tun- un) Basis VI. Sei f selbstadjungiert Endo und dinka

Eine Meuse t die durch Inklusion total Darstellungsmatrix : MßIß) :'-(Bluiivi)) iii. e. -in ① tu EV ist IRV ⑦ (Ruf f-invariantgeordnet ist heisst Fahne
• Für X.y EIR

" stehe u ix.vi. w =Ejyivi ② dinu so ⇒ 7. Eigenwert in IR
• f- C- Endo trigonal -bar (Tt) E) Jf invariante ⇒ ßlviw) = XTMßIßIY Spektralsatz :

vollst
.
Fahne <⇒ charf zerfällt in 1in.Fahrt . eßsymm- E) Mrd Hmm .

Für jeden selbstadj . Endo von V mit dimk.co
Nilpotente Endomorphismen ' MB' = BMB' licht? Mrd ' BMB' lidv) existiert eine ONB von V aus EU von f.

Reelle Skalarprodukt HauptachsenTransformation1 :
• FEEndo nitpotent E) darf A) = Xdi"" Skalarprodukt : pos . def . symm ß VAHR"

"

symm.

JQEOCNI : QÄQ diagonal
(⇒ ZßMßIF) strikt Tl E) JF ,

UEO.Ur-_V.HUIIEUI-t.kv.ws/EllvH-IIwIllu.wlin.abh-⇒ "
=
") (CS)

Normalform symm.

BilinearformenMinimal Polynom . llvtwll = Hvlltttwll ↳ v w .
0

Eine symm.

Bilinearform auf V (red) heisst :
minimal Polynom 4 : Lu)

Winkel Cosa = Hunt
. nicht_ausgeartet : Hv EURO} : JWEV : ßWIWHO

Uff)>0,44 mit 41ft Gilt 914 <⇒
. nur <⇒ "vtwf> Ilvlitllwll

? (u orth zu w) ausgeartet : JVEVIEO) : Vw EV :B Nrw)
KAI =0.HU#O:4lfI=OgiltdegeEdeg4Orthonormalbasen ! indefinit : 3-v.WEV : ß (v.v) > 0 >ßIW ,w)
• dimIV) <• ⇒ Z min-PdA)

. . geordnete Basis B von V ist eine OrthogonalB. . Sei ß symm.
Bilinearform.

auf V. dimv <a
Cayley-Hamilton : chavftf) = 0 ↳ MßK .)) diagonal . (ONB <⇒MßK.D=In) - Jgeord Basis B : Mrs diagonal mit 1 .

-1.0
Blocktrigonalisierung . {o}! +

=V.V {o} - Anzahl d
. Os ist deinKern von uns ßlvi)

• fblochtrigo.ba↳ ZU#V f- invariant . HTeilmengen SCTCV giltst >TIS < (s)
" - Anzahl dt von Hs ist maximale Dimension

⇐ Chart (X) reduzible -a to - o . FUR Usv : unu-t.to} vonTeilraum UEV s.cl tßluxuposdef
°

• Sei Ibm- ibn) ONB von UEV ,
neu . ✓ c- V :

- Diagonaleinträge unabh. von Basis .
• Begleitenatrix 9 = aixi :( ÷ ! §) u>Z!, i.D.bi ⇐ v-neu Null ist min

.

Tupel (a.d.)Ado .dt .d) heisst Signatur
• darf irred.⇒ JßMß =#ÄIAIEÖÖ.int * Sei U" "R ⇒ V > UOTU

" (di""" )

tfadneuonoußj , dttd- dt :#pos . EW
• ucv ein UR mit V -- UOTU

"
: dt-d. / d- : #neg .

EW
HauptraumZerlegung ONB U t ONBU

"
= ONBV

, U --V E) MIO
• Asylum Mat . über ks.cl 1ft# 0charflXI-IIp.tl)" dimv-dimutdimufu.MY "
⇒ JUEGKN) : UTAU diagonal Gym Gauss)

• Haup, (f) Kern (p:(f)
mi ) c- f invariant Orthogonal er""9 .AE/Rmhsymm: Analog in ¢ :

• Klein
. uuab . Tupel F-An-Nn) 7! ONS (be .- ibn) : '

A- SPD <⇒ Alle EW > o <⇒ ZB iv. BTEA• ✓ =
; Haup , • flttaup:*, hat Char =P:*

"

Vi : vi = ⇒ aiibi ,
mit aii ER . aii > 0 | ⇒zy-Riuv.i.A-RTRHJCinv.se/mc?ANiIpoteuteEndomorphismen I GS : 5N : = Un-[" lbiihbiib IE" <⇒detttwlso.Aw-laijli.ie/rHauptminw..fnilpofent=7geordB: ßMß (f) = (NIN;) Cholesky : HA SPD 7! R ,

Rii so : RTR > A Ben

Isomorph . f : VEW heisst orth
.
( isometrie Singulärwertzerlegung

Jordanische Normalform falls v.v.v.eu :(f," .tn/=(v.vy SVD : AEIR
"""

mit Raus -- r, JQEOlm) , REOINI
w v

• ftris.ba ⇒ JINF : (ÄÄ)
, Null = dein Kern . Qorfh <⇒ Spalten sind ONß von ⇐ =

& D= ("'"
o
)
, 47 -- - > or > o s- d A =QDR

• Anzahl (Wdr) I - Blöcke zum EW t.hr?1 :
. Oh, ist eine Gruppe bzgl Mat.malt . Chi - tor heissen Singulärwerfe von A

2 Null# -dicht
") - Null #Heidi) - NullHf -dich)) . Oh, kompakte Teilmenge von MatanKR) IR

" und 4?- Nr
?
sind die EW¥0 von ÄA.

• Anzahl I - Blöcke zum EW t = dein Eis+HI QR: HAEIR"" JQEOCNI
,
R-D : A- = QR

veduzible 9 lässt sich als Pr - Pz schreiben

Zerfällt in

:

lin
.
Faktoren: a-- H-a)

N:
_

- K-Ü
"



Quadratische Formen Hermetische Formen Klassifikation unitärer Endos
Ein Polynom qlxn-Hut =atEdikt[aijxixi Sesquilinearform : y : Vxv→ ¢ • ttunitäre Eudos f eines unit. VRV :

1Einen 1 EIEJEH

mit a. aiiaij EK heisst eine quadratische Form in rechts - Kinks additiv
,
rechts homogen , links halbhomo.at Alle EW haben Absolutbetragt .

n Variablen über K
.

Kai :O so heisst 9 homogen hermetische Form : Haw) = HUT b) Ist dein U <a. so JONB aus EU

• Ist 11-1=10 inK , so besitzt jedes au) über K Darstellungsmatrix :M.rs/H:=Hlvw.veI/w.e..e...u.V-AEEh*giH:expIAT=lexpAtTexplAY--texptt
eindeutige Darstellung ataxtXTAX.Asymm.tt AEE""" 3- ! r : MBH) = A .

• thermische A ist exp (it) unitär und jede
(9 nicht ausgeartet ↳ A- iv. bar) ° Malst > ßMß , lidvF. Mß (y) - ßMß, lidv) unitäre Matrix ist in dieser Form darstellbar

HauptachsenTransformation 3 : Eine Kermitsehe Form mit Knut > o.tv#OMuHilineareAbb.
a) H rede qlx) JQEOIn) , ßEIR ,

BEIR
" heisst positiv definit . Betrag Hull = Tw Betrachte K-VR : Un -Nr und W .

Eine Abb
.

so wie D diagonal : qlqy) =ßttöyt YTDY Std
. Skalarprodukt : G.y) = Exit-txuyn 4 : UX-xvr→ W

, Ihr.vn)↳ 414 , -Nr) ,

b) 9 nicht ausgeartet ⇒ JK-IR.cz/R
" k-Norm : HHI = ÄFFT die in jeder Variablen vi separat linear ist ,

s.cl qlctqy) = 8 tytßy ! (Winkel und HVTWIPHNIPHIWII# vtw gelten nicht) heisst muttilinear
.
(Meuse : Malthus . - Nr :WI)

Die Nullstellenmenge {XEIR 1941=0} einer US : ht liuunab
. Tupel F- In-un) II. ONS B : . Funktionalität : Lin

.
Abb

.
fi :Vitti und g : W-sw

'

reellen akt heisst eine reelle Quadrihr Helen : ve >II.ihre bw.aweEE.aeAIR" induz
.
eine ein

.
Abb

.

:

Matt""-Yi!!!!! "!

Bsp : in IR
?
: Ellipse , 2 Geraden , IR? Ellipsoid . . .

. Üu '- = Un-III (bw.vn) ibn ibn = IÄIII • Seien Bi
,
< Basen von vi. W .

Betrachte ein System

Spektralsatz für normale Eudos " Jede end! dim
.
Unitäre VR hat eine ONB. von koeff.abi.isrek.U-bic-Bundcecs.d-b.ee Bi :

f linear und f-If = f- OÄ heisst normal Cholesky : V HPDA J! komplexe T -Matrix R , Kallas.. ..br#o3Ica.=IJ!muHi.lin.tbb.ce:hx-Nr-WSpetrraIsafz:
mit Diagonaleinträge in IR" : A- = R*R so dass , Hb.- e- Bi gilt : elbe. -.br/=EkSe.-.brc

( EC

H normalen Endes f- von V.dient < • Unitäre Gruppe Umgekehrt hat jede muttitin.tbb.ee : Vax-Nr→W

J geord .
ONB B von V " f: VEW :(flvhftvl) = (v.v) unitär eindeutige Koeffs

. ab. . ..br .

ßMß (f) = (De, Dr) ,

DÄ {II. ab!!!!!!" - Zwischen bd
. VR mit = dim.ca Jlsom . Für bel k . -Nr .W gilt , mit Konvention : a. o :O :

• AEE
"""s.cl (A :C

"
-K" bzgl . Std.SNp . Isometrie drin

" Mutt,du ,_Nr ; W) = IFIDIMKNIY) -dimklwl• ttf orth
. gilt dettf) = It

heisst unitär (UN) • Eine mutti . lin -
Abb 4: UKW heisst

• Für jeden orth. endo f Jgeord ONB von U s .d :

ßMßHI = (Di - Dr) . Du =#farbig) ggf;]!
• Q ""itär ↳ Spalten ONB ↳ Q" symm.

: V-uiev.U-oesri.edu. -vor) = du. . . .)
• Uhr) Gruppe bzgl . Matrixmalt . alternierend : Hui eV : Ai#j : v v;) → du.-irr) = 0

gilt dettf) -1 ⇒ alle 1×1 Blöcke = 1
. Um) kompakte Teilmenge von Mata.nl/EEi.4symm.EV-viiV2EiEr:4l4-Vi-MiiVi-iYtf !!",

• Sind alle Di gleicht ausser einem QR : HAEIC"" JQEUM und komplexe R . 4 heisst antisymm. wenn gilt :
= - 1 so heisst f eine Spiegelung . ht f. g linear Abb. unitärer VR gilt : Hui

,
ttoesr : uvm. -Wort = sgna.dk- irr)

= Hbw bahn) so heisst f eine Drehung am (gof)
*
= ¥05

, (ft9)
*
= f*toi

,
Kf) EF . Ist ttt # O : autismus ⇐ alternierend

den Winkel ± arg laut ibn) SpektralSatz für selbstadj. Eudos . Ist 1+1=0 : autisymm ↳ symmetrisch

Spektralsatz : (selbstadj . Endos) . Funktionalität : bin
.
Abb

.
f :V -Wig : W →W

'

induz
.

• Jeder Orth
.
Endo von V ist eine Kompost

für jeden selbst adj . Endo f von unita VR bin Abb : syuiidv.WI-symkwiwt.AHIN.at-'AHIN:W"
von Spiegel . . Insb . OMI erzeugt von Spiegel. a) Alle EW sind reell (f diasbar) 4h goceolfx -Xf)

→
• forth

.
Endo mit det =L heisst speziell b) Ist dimvca so existiert ONB aus EU . 4 sym .

<⇒ V-biEB.EE?V-oESr:db-br=dbm.-.bor
orthogonal (SON) HauptachsenTransformation: reell . galt . ↳ V-bi.tk :

⇐Sr :%-br : Malibu , _.ba
+

{Hi # i ' : bi =bi)→%
,
-.br =0

• Jede spez . orth .
Endo . ist eine Komposition lt hermetische AJQ UnitaQÄQ dias

. Für +2 : Kec Ac : = (ab
..bz/a.bzeB istatb ± (a-d)441K?

von Dreh. .
Insb wir 50in) von Dreh. erzeugt Bsp : (GL) → EW :

_ symm. bzw . autisym. mit Ding . Null .

• Jedes Element von SOB) ist eine Drehung Singularwertzerlegung
\nicht kommutativ SUD :bAEG

""mit Raus zqeum.pe an,
adimksymklv.lv) = (di"" "-1) idinydw)

Satz vom Fussball : In jedem Fussballspiel und D= /" -%) .az .. .
> g. so : A > QDR

dimkAHKN.lu/=ldimINYdimdW)
⇒ Hr > dimidv) gilt AHYDKWI = 0gibt es zwei Punkte auf der Oberfläche des Spektralsatz für normale Eidos
Für r-dimdvlgittdimuAHIN.tl/=1

Bulls
,
die beim Anstoss zur zweiten Halbzeit . Seit ein normaler Endo von V und TEE: . V. Endo, f einen K- URV der Dim = n <• &

dieselbe Lage haben wie beim Anstoss zur Ersten a) Der Eigennamen von f zu t ist gleich V-ae-AHIIU.la) gilt : Golf x -x f) = dettf) - 4
UR Uhitärer VR dem Eigennamen von f-

*

zu I ⇒ Damit können wir det .alternativ ,Iii!!! Äonen | Sesquilinearform b) v. Evu von f ist er ⑦ laut V. f-iuv
.

basis frei konstruieren
.

symm . Bilinearform Hervnitesche Form c) Eigenname von versah .

EW sind orth . mein
.
Bsp : hr - te Ableitung einer C-Funktion

transponierte Matrix Ä adjungierteMatrix Ä Spewtralsatz : IR"-HR" ist eine symm.mu/t.lin.Abb
.

Orth
. Abbildung unitäre Abbildung v. Eudosf von vunitar. dimvccs : HRY"-HR" : ihre Koeff

.
sind die

f normal <⇒ JONB aus EU von f. ( f diagbar.) partiellen Ableitung Ordnung hr
.

Bsp : A-=/} !) kommutiert nicht mit Ä ⇒ 4. nicht
normal

.
(Auch nicht diag -

bar
.



Tensorprodukt Bsp : Au>07 natürlicher lsom
. von L-VRS Für jeden K- VR W und jede symm.

Ein Tensorprodukt von K und V , über K besteht aus K"⑦KL ⇒ L
" mit VQX↳ Xv bzw

. alt . malt. Abb 4 : UKW 3- I. hin.

einem K- VR Ü und einer bilineareu Abb . kikxk→ Ü . Im Fall IREIC heisst Vic die Komplettierung Abbildung Ü : !→W mit 4- ok = 4. das

mit der universellen Eigenschaft : HK-VRV und jede • Der Komplex konjugierte eines E-VR (W, ti ,Ow) heisst , S -
d W kommutiert

.

bi lineare Abb . ce : Vvk→WJ! bin . Abb . Ü : Ü→W mit ist der VR Üfw, t.TO/-.:EXW-tW.k.wImEw . Eine symm .
bzw

.
alt . Potenz ist eind

.

4- ok = 4. d.hs.cl
" ¥ kommutiert

. Bsp : VG Unterraum WEG" 3- hat . lsom . von EUR bis auf eind
.
lsom

.

ÜFLWIWEW}<E" , w nur ° Eine symm .
bzw

.
alt

.
Potenz existiert

•Teusorpr . ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie .

immer
.

v. xv. ü '
° KE-URW gilt LÜ) = W

• Ein Tensorprodukt existiert immer Ü# • Jede Basis von W ist auch eine Basis von Ü " S4 or Swr v r- te Symm Potenz
• Für jeden Wunitär , end .dim 3- nat

.
lsom

.
von E-VR

V-> SKV , tun-Nr)↳ Vi-nur

• (vet)⑦ Vz = Ve Vzt Uh⑦ Vz G : W=, Wu : > Home(W . a) , ✓↳ (u . .)
" NU or AIN r- te alt

. Potenz
✓→1kV , Ne. -irr)↳ Und-Nrtun Vz = thront = Un hvz ° Für jeden E-VRW 3- hat

.
lsom

.
Von E-VR v. (wtwy-v.wtv.ws v-tw-tcv.wl.w.EU-w

Us ⑦ lvztvil = Un Vz tun Vi WOXIR¢ ⇒ WEH Ü
,
W z↳ (Zw. Ew) vhlwtw' ) = Usw tvnw', vntw >tlvnw) ,UN =0

Wsv = -usw
'

Ein Element von V.⑦Vz heisst ein Tensor Höhere Tensorprodukte . V ⑦0--54=14--14
Ein Element der Form v. ④Vz ein reiner Tensor . 3- eindeutige lsom .

charakterisiert wie folgt : " V
*
= SV = NV = V

• Bi Basis Vi . Dann sind bei bz.V-lbn.bz/EB.xB,
K KK K mit 401↳ 4 ° Sei B eine Basis von V mit Totalordnung
Vs④KVF> 49<4 mit Us Vzrsvzxovn E bzw < :

versah . und {bei bzllbn.be/EBexBzI Basis von Un 0kV,
Insb

. gilt deins
,du⑦←Vz) = dimklv.) - dein" (Vz)

(Un 4)⑦↳⇒ V Ne Vs) mit Navi⑦Vs" 401404) bei - - .br . Hbi EB mit bi E . . tbr Basis von SW

⇒ HKVRW und a :Ux-xvr- W malt. 7! lin Abb. b.1- -1br.ttbi EB mit bnh . - aber Basis von TV
• Die reinen Tensoren erzeugen Vi Vz ÖKO-⑦ich-W mit Kok -- 4. d.h Insb : dimks.ru = (d)tv - 1)
• V.⑦VZFO E) vi.Vz # 0 ,

" × -Nr- W
kommutiert

. dim
,NV = (dirndl)*

v.⑦ -⑦vi.Ö "

v.⑦v. = viovi ↳ HER" : Hh.tn/=Niivi ) , . dimdu.ge . . . Kur) = IIdim.lv;) ⇒ Hr > dink gilt 1kV = 0

vi.vi bin . uuabh. ⇒ Un⑦Vztvi ⑦Vi kein reiner Tensor
. freu ist die r-te Tensorpotenz von V definiert r-dim.tl dann gilt 1kV-1

Bsp : V-m.me/NJuaturlicherlsom.:voxw ↳ v. WT durch V K ,
V V ⑦K - --0kV Adjunktionformel : Es exist . eind . Isom.

• KKW 3- natürlicher injektiver Homomorphismus
" Der Raum T"N) := V*0kW heisst Hom

,#V.W)ymYV.wt.fr/ln.-.vr)nfm...vrDVQwW-sHom,dV,w) mit loxwrslvnlcu.nl der Raum der r- fach Wovarianten und Hom
" KYU.WIEAlt]v.WI.fr> du._uns tun-mi)

(Sein Bild ist der UR aller Homo .
Ist Isom↳ V.Wendl . dim)

S - fach lrohtvavarianten Tensoren
, Typ (Sir) Funktionalität : zu jeder 1in . Abb . f :↳Vzeiud .

• Ist dimkv <a. so liefert jede Basis von bin
.
Abb

.

:

Adjunktionformel : Es existieren eind . lsom. V die zugehe , duale Basis und somit eine Srf : SEV - SV mit vi. -Vrr> flut - - - flur)

HankWrack.WIE MUHKIKXVZ ,WIE Hom,# .Honydvaw) Basis von Tks (y). Insb . : htt : tüv V
' mit un -nur * tun. .

starr,
"f Wie y

mit fluor) = du.ve/--ymIlvz) dim]"
'
N) = (dim

,
VT"

ßew
. H bin

.
Abb .

VIVI V " gilt
Funktionalität : Zu jeder fi : Vi→Vi bin. J! bin .

Abb
.

. Je nach Situation kann eine uxu Matrix a) Sridv = idsrv und Nich= idnrv
b) ist f- = 0 ⇒ 54=0 , Nf = 0£⑦fz : KOXKV,→ VIQKVZ mit Us ④Vzrsfdve)⑦ f-Ne ) einen Tensor vom Typ 10,21 or (1.1) or (2) | c) grgogrf = gygof, und „g.„f =p,go• #u .

Abb
. V, v ; µ.

" gilt :
darstellen

. für V = K! Für jeden dieser Typen d) Ist fein (sous
.

mit Inversem g. so ist Srf

wird der BasisWechsel mit BWM U durch bzw . 14 ein Isom mit Inversem 5g bzw Ng .
a) idv.oxidvz-idv.az

eine andere Formel gegeben : UTAU.U-HU.tt endo eines K- VR V der dim n < es

b) ! Oh = Ov
,
fz = Ov

. v, 55 Fao
bzw

.
WAHLT)! Tensor ist Auf : 1kV-1kV gleich der Multiplikation

c) (91092) off, f) = (geo ⑦ (g. ofz) -
• HK-VR V 3- hat . lsom.VQN-TK.la/ur>la) gleich der Multiplikation mit deflf) .

d) Ist fi ein Isomorphismus mit Inversem 9 : ⇒
ßsp : Jede physikalische Grösse liegt in einem ° Hf Endo eines K-VR V.dimv > um ⇒

trotz ein lsom mit Inversem giogz zu T s Auf : 1kV→µ gleich Mutt . mit deHHgewissen 1-DIR-VR
.

: Länge ( m

Körpererweiterung Massen wg ⇒ Det wann man alternativ und basisfreiTensorräume : Wonstvu
.

Sei kein Unterkörper von L Flächeninhalt <
*

m
?

Frequenz Tv vs Tensoralgebra , Syvnmiaussere Algebra
• Hk-VRV 3-! Struktur als L - VR auf VOXKL, Geschwindigkeit LOXT uns

. Für alle v. szo existieren eindeutige
deren additive Gruppe die von U ⑦KL und : Beschleunigung (⑦ CTYQ? mls ?

Kraft Moxloxfty wg.nu/s? bi lineare Abb
.

ttx ,y E L HU EV : X. (V y) = VQXY. Energie MOXL ⑦ LTY Wgm%?
⑦ :✓QI✓⑦s ✓⑤Arts)→ mit

Der L-VR VL : = V KL heisst die Symmetrische und alternierende Potenzen Knox -oxvrl ⑦Am -#+s
) -- ha-⑦uns

Basiserweiterung von U bzgl . KCL KREN besteht eine r-tesymm.bz. alt
.

Potenz . : srvxssv-ssrtsvmifcuie.vn/.cvr+iivr+s)
" Für jede Basis B des K-VR V bilden die von V über K aus einem K-VR Ü und einer = Vi-Vrts

Elemente boxt von K Ab EB eine Basis symm. bzw.
alf.mu/tiliu.Abb.k:VIv1:NVxNV-NtsVmitl4hNrhNrtd-und

= Und-Nuts
Bc des L-VR K . Insb . dimdkl-dimi.lv) mit der universellen Eigenschaft :



(G)rz thslszo
"
" Grauseigenschaften

Tensoralgebra TV ftp.oVIEIERQH-r/tzoUehforprod.bilinear & alternierend
symm . Algebra SV IHR>OSV (Eier . 4) tzo a) G.vxw) = Luxv ,

w) = detlu.VN)
äussere Algebra AV:> ftp.oNVIEIGrdht-r/tzob)ux(vxwI=Lu.w)v - Luis- w
EfVi {lvilicltti : VIEVI. fast alle vi. Ov:} c) UXIUXWITVXIWXUITWXLUXV) = 0

d) vxw <⇒ v.w hin
. abh

.

° Mit der Addition von V und der angeseb. Malta. e) vxw orth zu v. w

sowie dem Einselement von K = V ist dies f) v.w 1in . unabh. ⇒ IV.WNXWI Rechtssystem
jene . ein assoz . unitärer graduierte Ring d.hdetlv.w.vn) >0

• Für dimv-o-VOESV-vv-o.hr>o
9) Nrw ist der Flächeninhalt des von

⇒ TV -

-Sv -14k U und

"

w aufgespannten Parallelogramm
• Sei dimv --1 mit Basis b. ttrzo⇒ dimv 1 also IUXWI = tut - lwl - Kindl

,wenn

mit Basis b und dimSV-1.br
. Und

Lkw) = NI - lwl - Cosel

es exist
.
eind

.
lsom

.

:

KCXFTV-TSV.FI?oaiXirsEfqibOinz-..joaibiBew :

bzw
. Kotkb FAV mit bnb = o c) ⇒ a) : ÜAX = IBHTIBX) = HBXH? zo

a) ⇐ b) : A pos.def- <=) QTAQ pos . def. ↳ hi >0 (Diagonal eintrage)
• a) UFO ⇒ dein ITU) = dein (SV) = oo

b) dimlvl <• ⇒ dimm) = zdiml" (sonst =p) a) ⇒ e) : QTAQ =D ,
C- QTDQT⇒ c? QDQT> A

a) =) f) : A:(II ¥) , xw :(¥ )}" ⇒ An pos.def- ⇒ An- Du
,
mit D;; so ⇒ detAlso

• a) Der Ring SV ist immer kommutativ

b) dimv Et ⇒ TV und du kommutativ
f) ⇒ a) Induktion

c) 11-1=0 in K ⇒ 1W kommutativ An
-i pos. def ⇒ 7Behan- e)

: BTB = An. . .
C := ( E) )

d) sonst tv bzw TV nicht kommutativ
⇒ CTAC = (TI: E) . D : = ( ± "" F) ⇒ DTCTACD =/))

• Uns > 0 und alle E. EVU , MENU gilt .
det IDTCTACD) = µ = de! de! det!! ⇒ Epos-

def ⇒ A pos.de f

419=41
"

- Gay

( für gerades r kommutiert NV mit ganz Av) Ben : a) U
' I V ' 5W

• Ist dimdvk.es , so existieren ttr >o natürliche
% ich

↳an
.

NNY AHYV, k) (NUN
' SV Sich

Der zweite lsom
.
ist ein Spezialfall der kommutativ von Svidv ,

aber idsrv macht das Bias .

Adjunktionsformd ,und der erste ist schon kommutativ
.

⇒ Stich = idsrv (Eind
.

der UE)
charakterisiert durch die Formel : Für TV analog .(
qq.n.edu. .-vrt-EIFHldvod-i.lv""'

)
b) ✓ Kur NU

'

Eind. der UE ⇒ 0=18
• Uns > o kommutiert : i) ?

o

14W) x 14W)# tsvy

Her Ins Starts c) VII. v '

,AHYUK) XAHSN.la Alt"YUKI wobei kgfy ¥, gr!! g
! ! Eind. UE

(4141N" -irrst : gnkrldvm.int -4 µ, .-Nur)) grf srg
⇒ 5490ft:S} 057

VE Srts mit Mc . . .
< Or , Gurte) < . _

< olvts)

Vektorprodukt im IR? rlgof)

Für jeden K-VR V. deins = nen induz
.

das äussere Produkt einen nat. lsom. fein Abb f : V-N entspricht unter
µ-Walton

,
IV. MV) , GPU"EN) S : U -> V :<Hompdv.IR) , um> Lu )

Die Wahl eines lsoms MV EK liefert ⇒
nicht ihrer dualen Abb

.

F : VFV"
„

sunt
1"" U ⇒ Hom(V. K) = V" f = S" ofvos <⇒ Sof = fuos <⇒ SAND -_ fYSND.tv

Sei V euhl . UR ⇒ Shalarp .
indu? VVEV

<⇒ (faw) =G.fair)
.
Diese Eis . doesn't always hold

⇒ Niveau

• Für n=3 ⇒ VXV→ HUHU , WAR?

IV.wir> G.w) ↳ VXW

mit Isom = det : 134Rs) FIR und Stdshp .

⇒ vewtorproauwt ¥;) 4¥:) :-. ¥)



lineare DGL : Y
'"
= amy

"-"
t-taoy IR} ZU = Span (Univ )

⇒ v
'
> Au

.
A- =/" III. u :("I) Darstellungsmatrix der orth .

Pro; :
⇒ÄBegleit-matrix ⇒ char = min ⇒ 1J-B zu di Ur> (V.Wi)Wat A.Wz)We
⇒ A--UP ' y) U" ⇒

g.Mw = Kejiwi)) ix.ja}
⇒ vlxkltdiagle ix.ne wxl) U-Vo .

elf-xt-eltjx.IN;) - elxNu;) = e
" ¥Nu? S : V -NYU↳ (v . . )

⇒ yixl-EEI.e.de" " 22: 7! ( i)
"

auf Vs.ch S Isometrie :
S Isometrie E) Haw :(Steh Btw))! 4.w)

links- nichtausgeartet E) rechts -nichtausgeartet das bij 7! ( i )! 4.NT:'-(SYH,SIND
k : HUFum> blu

.

.) linear . ⇒ : Kernort
. Wegen 22: Gib die Darstellungsmatrix(DM1 von Ci)"

dimvcao ⇒ dimv = dein ,
da hin.

⇒ h Isom
.

belügt . B" in Termen der DM von C.)

Sei W #OEV
,
keV

,
laut # o ⇒ Zu : E- blu. . ) ⇒ bhutto Sei bn , _ ihn eine geordnete Basis von V

Symm. komplexe Matrix mit pos .

def Realteil : ⇒ 1lb) , _
llbn) duale Basis , llbil : Bb

,
%
,

(AtiB) = (RTRTIB) = (Int f) ⇒ (Kb) bi
. b)8lb;)) 1bar ) = Slbillbw) -[(bibi) slbikbn)

⇒ BQE OH : D= QRTÖRQ
, diagonal (=](bj.be ;) ab;) ) lbw) = (bibi) Sin = Lbiibn) = Slbillbn)

,
Viren

.⇒ AtiB) = QTINTDIQ

Nf = Multiplikation mit ddyf) :
⇒ÄZ 'bi) Mbit Albit ⇒ Slbi) Basis mit BM : A =pMgpg,

Ben : Eu-tr Basis V ⇒ tat-ntr Basis von NV A. L symm.
EIR"" und L SPD .

f- H;) =L ijti ⇒MBH) - laijlij zz : JCOEIR : Atcl pos.def.tk >Co
=

0
,wenn ii.jrsij

⇒ Affen
-Atr) = f-Held-1fttr) nichtini.mn wo klar

.

h> O :

""
= {UEIRYHVH -1}

=L!
.

= ,
laien ' E)1-1 lainritir) EIG II. til-Air kompakt # ¢ und uns (Aviv) . (Lu) stetig

FZsfTIg.si/sgncatn-ntr=detBMBtf)it1-1trD ⇒ Sie liehen ein Minimum auf $" ? mit .me
( SPD ⇒ me >o .

c > co :=
'Iff ⇒ HE $""Aussage (Eu#OEU ⇒ ¥ , ES

")
Ben

.
Cauchy Schwarz :kv.ws/ElNlttlwHV-fsesqui.7eind.lin.Abb.Tf:V-sVV=OWIar.v-o

⇒ h : UI
Hulk mit : KayEV : flxiy) = (Tf x.y)

OEHW -tvll? Hwk? - Lw .tv) - Ltv , w) + IHN ! - B--Nr .-Nn) eine geord . ONB . von V

= Hwk! - I (v.w) - h tthllvll} ⇒ Aussage ,

falls Tf existiert ⇒ MßTH) = kvi.TN/ki.jen=KTtvs3)i.j=lfvT.v;)) ; ; ⇒ eind .

- -

(Jw) a.ws K? " MBITH = (ft) , ⇒4)=L?aiffa.us. .Ebm)
-21¥ "N)

=¥, Über ttviiv;) Sie, = f- (Fair i.Fb;) > fix.)Spektralsatz für normale Endo
b) ⇒ a) : ßMßH) = diag. ⇒ f- normal

a) ⇒ b) : Induktionsbeweis .
(X.y) --0 ⇒ (TCH.TN) - O
Zz : 3- Sanitär und <EG :F- es

Jede Q unitär hat eine Form expliB) f :<TF ⇒ G.y) ⇒ (fa) .)-- o ⇒ HHE (KF)! (×)
Q unitär ⇒ ZU unitär : U-'QU = fit)

,
f =#x. fcy, "y ,X.ylinunabh.hxxttyy-flxltfcxkfktH-txtylxtylti-e.IN:

⇒ B = U (
"

in)U" ⇒ B herum .

µ
, +

=#*, ⇒ f = b. ich . (ftp.v) > o ⇒ bzo .

c.= Fb , 5-Tk .

⇒ Sanitär
⇒ U

-"expliß) U = . . .

= U
- "QU ⇒ expliß) --Q

Norm regeln . 6-echt : ( Ident.IR?mitdG:-.eKiis.zrsE?dReKidl (1) = WIEN !

detexp (A) = expSpur (A) f : Ü->Ü
. B.Mist = laii! ⇒ ttjflb;) = an:b!

3=575
.

⇒ detexpIAI-IIdetexpls.it veduzible q lässt sich als Pr - Pz schreiben

exp Spur (A) = exp II.Spur (Ii) = EIEXPSpur Ii zerfällt in 1in
.
Faktoren: a-- H-at

"
.

_

- K-Ü
"

Deshalb schauen wir nur Ii an
ge;Dnet

, expls) =/ ) ⇒ detexp III -_ explnttexpspur) defiue fi :B → {0,13 , bjrssij
define ( i) : ßXB→ 10.13

,
( bi ,b)↳ filbj)

extend linear



JNF : AE IR""" JNF : alles .

① cakulatechah.IN -

_ÄH -titmi ① charflx) = TIPI HI
"

② Zu jedem EW bestimme Kult-ti)) . . . . . Ker HA-ti)) ② Finde zu jedem pi die Anzahl der zugehörigen Blöcke

③
bis sich der Kern nicht mehr ändert kexp.im min

. P) (trdxwd)
Bestimme AnzahlMüssen der Jordanblöcke ③ Finde Veekhlkerlpitft) und Wende f- auf ve an

④÷ ÷::*::::*. ): ¥ ÷: ::: ::
"""

bilden unter IA-tiIn) ab ,
bis Länge c erreicht

→ vi. (AH,
-Ihn . . . . .

IA -ti
"

u.
⑤ Verfahre weiter so um die restlichen Blöcke zu erhalten

.

⑤ Verfahre gleich mit den weiteren Blöcken wobei li - e . (Pi Hue) um Start-uehtov zu erhalten etc. )
der StartVektor zu den bereits gefundenen bin

.
unabh

.

→ f
""
lvmh- itNm)

,
um , f-
"%e1-iftuel.ve ) Basis von Haup, (f)

sein soll . ⑥ Finde Basis für alle Haupitf) ⇒ V Haupilf)
⑥ Setze B

'

: = HA -1)%
,
_ in

.
A-Heldin

. - in. - ivw)
W-iEdimEis.li
→ B

'
= ßMß. lidv) und Mßilft ist INF

• alg .
Vfh mi = Länge des

"

Jordanblochs" zu di

• dimEli = Anzahl der Kästchen im Block zuti.ciExponent zu ti im min . Pol
⇒ ci = Länge des grössten Kästchen

SVD : A EHE
"

,
nem QR : A = QR.AE GIN

① B-- ATA ① Gramschmidt auf die Spalten von A
② Berechne EW von B s.ch da ? . . . ztw > 0 bei = ask.bz = aivetaivz .

. . .

③ Bilde ONB Ne, - Nu) . Dabei Vi EU zu EW hi ⇒ V : > An . - - un) ② R-^ : = (" LI / ③ or do R = QTA
④ sii = II ,

Hier
.
rest = 0 =) S : = Isis) C- IRM""

⑤ Ui :=#Avi ,
Vieh

. Ergänze zu ONB von Ihm ⇒ U := (Un . - - Und

⑥ A- = USVT (nicht eind.) Cholesky : (A- = RTR , SPD) Kind .)
• symmetrischer Gauss .

Quadratwurzel : A- = B? A SPD
① A als QTDQ schreiben

. G.y) : = XTAY
EU vi. - .vn zu h.

- ihn : Q:(u. -Nn) B = (be, _bn) ONB (G. s) bzgl.)

② B = QTTDQ Kind.) D= Vii) A-- ME Kis) ,
In = MßK:))

= GMßlidvITMqk.is/.qMrslidvI=UTAU.U--Ibs.-.bn) ⇒ U"U" = RTR -- A
Symm. Gauss

ist an#o :S : -- II a) in Ian. -and a (abd §) -- R ⇒ RTR =!! Äh!!!!;)
an Faii für ein ist :S = Perm

.
Vertausche

. von 1 & i
bctde

aufaii Fan; : S := IntEis in¢ :S = IntcEin
,
CEE

⇒ STAS = (JS) ,
B sxmm .

2. B du=922=0 , a,z FO
:

HTT:iök: :) %. %:)
Z.B d, , = 0 , 92270 '

-

T

% Ht::)



Hf endo eines n-dein UR ,
dessen char .Poly . f.g.¥5 kommutieren

in bin . Faktoren zerfällt fg = gf ⇒ g E- Fg? f.g diasbar. und kommutieren

Hau
#
(f) = KernKf - tidu)") ⇒ f.g simultan diagbar. ⇒ JB sich f.g diagonal

f Endo
,
min -

Pol zerfällt . Nur aus
EU von f auch von f* ⇒ßMBI und BMß (9) dias . ⇒ Sie kommutieren.

Kenntnis der Eigenname fdiasbar aber nicht normal A- = (i ?) this is OßDA trivial
nur die # Jordanblöcke bestimmen f? normal f nicht (b)
H AEE"" mit JNFJ :

t und g sind normal ,aber ftg nicht (! !) , (1)
AtIn hat INFITIN

Für n>mal 3- quadratische Matrix Jede t normal ist lin
-
homb von hom.se/bstadj .

mit char :X" +X"
,
min Xm chan Xu 9 : =LAtf) , h:= # ( f- f-

* ) ⇒ 5=9 .
hEh , gh = . . . =hg , gtih = . . = f

min Pol :X" (X"-1) Bestimme die Drehachse

((¥)
,
) redet %) Nach Drehachse ist Eigennamen von A zu EW 1. ßMßIAI=/! SEI % )

ist eine nicht- symm .
Bilinearform Spur IBMBIAD = Spur (A) .

5.TCV Finde eine DrehungenT von IRS , TIEI = Ez

SCT
"
E)Tcs> <⇒SIT # (5)14T) = {0} Use US on Ee (vi.- Ns) ,

Ez (Wei-Ws) ⇒ Mo: = lwnwzws) . (UavzvsIT

Orth
.
mit del- (Mo) = 1 .

To : = Luo D

Unterraum Matnxnc
f.v →✓ ein . fing <⇒ zw .

Homdw.lt → HankIWN
')

,9Mt IN
'

'

Symm .

Matrizen

V euhh. VR dim = 2019
.
Wie viele EU :

- fini : 91192Elton (WN) ,
foge= fogz⇒ . _⇒ ge =gz ⇒ gr> fos iuj.

- HomIWN)→ Hom(Wil' ) inj . : ttxekerlf) , W : = K , gi-W-N.tn x bin
mind 1

. (normal ⇒ 7Blodrdias .
form MARK)

und gz : W→ U , 1+0 bin
.

⇒ fog, = 0 > fogz .

Aus inj . von HomlWNHHomlw.lt')
Weil 2019 ungerade , muss es ein 1- Block dabei sein , ⇒ g. =g, ⇒ × = g.µ ) = gell) = 0 .

⇒ Kerlf)=0. f inj .
welcher einem EU entspricht. Taue 1 Bloch , 1005 HH .) ①

f- surj . <⇒ VW , Homtviw)→ Home, LKW) , grsgof inj .
Im Atlas . diasbar :
selbstadj . in euh! UR, normale orunitäre in unifärvp

fsurj _ : Sei W bel
.

VR
. gngz C- HomeIV,W) mit gnof =g. of.

nicht diagbar : normale Endo in euhl. VR EyEV' 3- (wegen surj . von f) ein XEU mit fix)⇒ ⇒ geoflxkgzoflxl also
9^41=9241 . Day bel . War ⇒ g , =gz ⇒ ① inj .

universelle Eigenschaft einer Basis S von V f nicht suvj : Bild(f) GV
'
⇒ 7h : Vsk mit Bild (f) < Kerl) .#0

Für jeden K-VR W besitzt jede Abb. S→Weine ⇒ to fly --0 ,HEU ⇒ tot = 0 ,
da k¥0 ⇒ Homlv →Hom(KW) nicht inj .

eindeutige Fortsetzung zu einer lin. Abb -

V->W
Korff) is the only UR UCV mit : VW Ag : W→V : fog ⇒ Bild(g) < U

V.W K-VR

V.Wendl ⇒ U ⑦Wendl .VN#o=sVoxw-xo ' Sei Ubel . VR . g : W→V ein Homo .
Falls Bild(g) c Kerlf) ⇒ flglwl)⇒

UQW #0 ⇒ V undWto
.

UQW euch #V.Wendt . ⇒ fog =0
.
Falls fog =0 ⇒ HUEBild (g) JWEW : g. (w) = U ⇒ flgcw) =0

V.W UR ⇒ 91W) E Kaff) ⇒ vekerlf) ⇒ Bild(g) < Kerlf) .
V.Wendt ⇒ VOXW EltonIV.WI . Aug U. . Uz haben die Eis. Sei cz : Uz→ V die Inklusion . Es gilt Bildkzklhclk
V.W bei ⇒ UOXW =W V Wegen Eis. von U, ⇒ focz = 0 . Eig. von Un angewendet auf ↳ somit UZCU,
V KUR

. Wann 7mV EU : usw #Wir Umgekehrt erhält man Us CUZ also UEUZ
.

11-1 #0 und dein V > 1 .

Mutti linearität zeigen
{ : U;→ Uex . . .XVR , Um (Vs , _Ni- a.V , Vita , _ , Vr)
Def ⇒ 4 Mutt ↳ Ui

, vi.vi.e. Vita . -Nr 40 E :Vi →W linear ist
.

Zeige ,
dass die UE

. gilt für den K-VR KTH : > {HIIIEIEKIIXFO ,
für fast alle i}

mit der Abb. ↳ : Ink" , in> (Sijljez

Man überprüft zuerst LECH HEI} eine Basis von KEI .

Eind. : Aus 7 ii.löö : K → V
,
s.ch kommutiert

.

li-1.2) ⇒HEI : ich =Özkan)

da G. ein auf der Basis einstimmen ⇒ Er = ÖZ

Existenz : a : I→ U eine Abb
.
Ü : K V. ÜKHII = UH ,

HEI
.



Ui Vz wird von reinenTensoren Un⑦Vz erzeugt .

Sei K : Vvk→ V.⑦Uz .
Nein)↳ höre die bilin . Abb .

die zum Tensorprodukt gehört . TUR von Un⑦Vz sd (Bild IKD=T
K favorisiert 4 :Unxvz-T.

Nach UE 3- ein Abb Ö : Un ⑦Vz-T , 4-- 4- ok .

durch Komposition mit der Inklusion < : T↳Un ⑦Vz⇒ < ° 4- :4K→V. ⑦Vz:

↳ 4- ok = Loch = K = idveoxvz ok . Eind.UE ⇒ cod= ich v. ⑦Vz ⇒ < suvj ⇒7=40×4 .

Der Tensor u -527=1 biQbi lässt sich nicht
als Summe von U-1 reinenTensoren Schreiben

Aus V =L! ⑤Wi .
Vieth

,wieVz . Wegen Dim .

] LEO : Vz-sk mit llwi) = o ,
Wien-1. ⇒ idk⑦ l : Us ⑦Vz→VVK :

E)llb:) . (bi e) =[biollbi ) = lidv. e) tut = Evi llwi ) = o .
Da bi ⑦ 1 Basis von K ⑦K bilden ⇒ ab;) = 0 , Hi ⇒ 1=0µ .

f- ⑤ ich: Vc-Ni ist Elin
.

f-⑦ ich K 1in
. also additiv .

HUEV
,#EL :

( foxidvkx.lu ⑦y)) = lfox ich)N⑦xy) = flu)⑦Xy = x. (fw)⑤y) = X. tfoidclluoxy)
Da jedes Element ÜEUQL eine Summe von Elementen voxy ist

⇒ lfoxiddlx-ut-X-lfoxiddlul.ttx.yel ⇒ f- ⑦ ich bin
.

Rangelf Oxide) = Raus,elf )
Rang, If ⑤ ich) = deine (Bild(f ⑦ ich)) =dimfBild ⑦„ L) =dimklßildlfl)

Jeder unitärer Endo von V ist orth Endo vonKR

Für f unitärer Endo : Lfu . flut) = Law) ⇒ Relftu) , faul)

= Rede, w) ,
tu,WEV also f orth .

bzgl . Re L- i)

- . _ (Re (b.b) = 8mi . Relbiib') -- Reliefb.bi ) . . )

B. Mßlid) = lmijlij ,
bi = II.ihn ibir


