Integral - Rechnung 2

Recap

Ableitung von Integralen

(z)
i / " pwyde = fg()) - o)

Bespiel 1 - Zwischenpriifung HS 14:

Berechne: ,

- f(=) /x 1
lim %) [
350 logz’ f(@) .t arctantdt

Hinweis: lim f(x) = o0
Tr—00

fo) _ o f@)

Wir verwenden I’Hopital lim —== = . Dann
M ga) o ¢(a)
17 1
lim / dt=lm z- ————- -2z
z—oo logx J; t-arctant oo x? - arctan(z?)
2 4

00 arctan(z?) 7

Partielle Integration

/ F(&) - gl de = f(z) - glx) - / f(z) ¢/ () da

Ein Anwendungsbeispiel sind Integrale, bei denen nach mehrfacher Anwendung der
partiellen Integration das urspriingliche Integral wieder auftaucht. Falls dies passiert,
nennen wir die Losung des gesuchten Integrals 7 und 16sen diese algebraische Gleichung.

Bespiel 2:
Berechne fiir n # 0 das Integral Z = fOZW e’ - cos(nx) dx

2 1 2 i( T
- / e’ - sin(nx) dx
o MJo

o3 (=22

Jetzt erkennen wir das urspriingliche Integral wieder und kénnen eine Gleichung fiir 7

e’ - cos(nx) de =e
n

/27r + T , sin(nz)
0

27 1

27
+ / e’ - cos(nx) dx
o MJo

schreiben.
T—0_ 1 [e” ' <_cos(nw)> 2 N 11]
n n g n

27

T et (cos(;m)) —%I
n o n
T oo cos(nz)\ |*"
= € .
1+n2 )|,
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Substitution

~1(b)
v = g(u) dr=g(Wdu = / fa / F(g(u))g' () du

Ein paar wichtige Substitutionen

Integral Substitution Verzerrung

[ (=, x?) dx x = asin(u) = Va2 — x2 = acos(u) dx = acos(u) du

| f( \/a + 2?) dx r = asinhu = Va2 + 22 = acosh(u) dx = acosh(u)du

(
ff ,\/mQ—a2)dx r = acoshu = vVz2 — a? = asinh(u) da::asinh( )du

[ f(sinz,cosz)dr | u=tan(3)= sinz = 1_%;2,cosm };Z; dzx = +u2 du
[ f(sinhz,coshz)dx | u=e* = sinh(z) = “22 ,cosh(z) = ;url dr = Ldu
Bespiel 3:

Berechne

1
—dx
/ V1 — 22

Zuerst substituieren wir: = = sin(t) dx = cos(t)dt. Damit

/:L‘\/ll—iﬂ mcos( )dt = /sml(t) dt

Eine zweite Substitution u = tan(%) gibt sin(t) = 1322 und dt =

1 1+ u? 2 1
/ sin(t) / 2u  14wu? b / u og(u) +C

Jetzt miissen wir nur noch ricksubstituieren.

/x\/ll—ix?dx = log(w) + 0 =log <tan <;>> +C =log <tan (amzmx» +C

du

_2
14+u?

PBZ

1. Zahler hat hoheren Grad als der Nenner? — Polynomdivision & PBZ fiir Rest

2. Finde die Nullstellen des Nennerpolynoms und zerlege in Linear - Faktoren
(r —x1) (z —x2) -

Vorsicht: Hochste Potenz vom Nenner hat am besten den Koeffizienten 1
3. Mache einen passenden Ansatz fiir jeden Linear - Faktor

4. Losen durch Koeffizientenvergleich
Die Ansétze hdngen von den Nullstellen ab

A B
1. Einfache NS: m =+

_ _A B c
2. Mehrfache NS: m_m+m+m

_ Az+B C
3. Komplexe NS: (x2+1)(x+1) IQL + 7
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Bespiel 4:
Berechne:

/ 222 4+ 122 + 11
X
(22 4+ 4z +5)(4x + 1)

Das Nennerpolynom ist schon passend zerlegt, wir konnen also direkt den Ansatz
schreiben

222 + 12z + 11 _ Ar+B C
(22 4+ 4z +5)(4x + 1) _:U2+4x—|—5+433+1
(Az + B)(4z + 1) + C(2? + 4z + 5)
(22 4+ 4z +5)(4x + 1)

202 + 122+ 11 = 2?(4A+ C) + 2(A+ 4B +40) + B+5

Diese Gleichung muss fiir alle z gelten und deswegen konnen wir einen Koeflizienten-
vergleich machen

22 4A+C =9
x: A+4B+4C =12
1: B+5 =11

Dieses LGS hat die Losung A = 0, B = 1,C = 2. Damit kénnen wir unser Integral
schreiben als

/ 222 + 12z + 11 J / 1 N 2 J
xr = X
(22 4+ 4x +5)(4x + 1) 2 4+4x+5  dx+1

1 2
_ d
/(:r—|—2)2+1+4x+1 v

1
= arctan(x + 2) + 5 log(4dx + 1)+ C

Flachenberechnung

Sei 7(t) = (x(t),y(t)) die Parametrisierung einer Kurve und p = p(¢) die Kurve in
Polarkoordinaten.

t) - x(t) dt
Fliche zur y - Achse: t)-y(t)dt
Sektorfliche (pos. falls links): Fg = %f(xy — zy)dt = % ;’f P2 () do

Flache zur x - Achse: F, ffy(
b
Fy= [’ x(

Ty Ty T y®

x(2) x(1) x(1)
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Bespiel 4:

Gegeben sei die Spirale in Polarkoordinaten p = ¢. Bestimme
die Skizzierte Fléche F!

Wir betrachten F als Differenz ' = Fy, — Fy, wobei F; die
Sektorfliche zwischen [0, 27] bezeichnet, F» die Fléche zwischen
[27, 4]

Mit obiger Formel gilt

2

Bogenlange

ta | to 9 2
s= [ ldt= [ VETRa= [V F@Pa = [V R
t1 t1 1 o1

Bespiel 5:
Berechne die Bogenlénge der Spirale K, mit der Parameterdarstellung

#t) = e~ V2t cos(t)
e V2 sin(t))
Wir bendtigen den Betrag des Tangentialvektoren

. —e V2 [\/2 cos(t) + sin(t)]
®) = e*\/it[cos(t) — V/2sin(t)]

|7.7(t)\ = V2. \/2 cos2(t) + 2v/2sin(t) cos(t) + sin?(t) + cos2(t) — 2v/2sin(t) cos(t) + 2sin(t)

= ei\/it\/g
s = / e V\/3dt = —\/ge_‘/it = \/§
0 2 0 2
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