Integral - Rechnung 3

Volumenberechnung fiir Rotationskorper

1. Rotation um x - Achse (Inneres Volumen)

to
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Ve = 71'/ f(x)*dr = 7'['/ y(t)2i(t) dt
2. Rotation um y - Achse (Inneres Volumen)
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3. Rotation um y - Achse (Ausseres Volumen)

vﬁ:2@/mmj@ym=2¢/2mwy@ym@a

1 t1

4. Querschnittsflache F(x)

V:L%@Mx

Bespiel 1:
Sei fir a > 0
Bo={(z,9) eR*0<2<1,0<y < 2%}

Es bezeichne V, bzw. V, das Volumen des Korpers der durch Rotation von B, um
die x - Achse, respektive um die y - Achse entsteht. Man finde den Wertebereich der

s o Va(a)
Funktion Vila)"
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@ 7T/O”C YT a1

Mit einer Skizze sieht man gut, dass gelten muss
Vel o) + Vy(o) =

womit folgt, dass
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Es gilt also fiir das Verhiltnis
V. 24+«

V, da+2
Um den Wertebereich zu bestimmen benétigen wir die Extremwerte. Wegen

d (2+a>_4a+24(2+a}

!
da\1at2)" " @atz2z

—8=0
gibt es keine lokalen Maxima. Wir untersuchen die Randpunkte

24+«
11m =
a—0 4o + 2

2+« 1

oS da+2 4

Da die Funktion stetig ist gilt der Zwischenwertsatz undder Wertebereich ist

o()-[o]

Bespiel 2:

Berechne das Volumen eines Torus (Donut) mit
grossem Radius R & kleinem Radius r.

Der Torus entspricht dem #usseren Volumen eines Kreises mit Mittelpunkt in (R, 0)
und Radius r, der um die y - Achse gedreht wird.

1. Variante - Explizite Funktion
Der Kreis hat die implizite Funktion (z — R)? + y? = r2. Wir nutzen Symmetrie und
nehmen nur die positive Hélfte.

f@) = VE = - B
R4r

VT:2VyA:47T/ x\/1? — (x — R?) dx Subst.: u =2z — R
R—r

:47T/ (u+ R)Vr?2 —udu

=4r [/ ux/r2—u2du+/ R\/r2—u2}

T '
+ / R\/ﬂ] Subst.: u = rsint,du = rcostdt
—r —r

™

g 1
= 47T/ Rr? cos®(t) dt = 4w Rr? - B (t + sin(t) cos(t)
0

) = 27%r’R
0
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2. Variante - Parametrisierung
Der Kreis hat die Parametrisierung

7(t) = (R + rcos(t),rsin(t))
7(t) = (—rsin(t), r cos(t))
Wieder mittels Symmetrie

Vr = 2VyA =4 /W(R + rcos(t)) - rsin(t)(—r) sin(t) dt
0

= —477/ (Rr?sin®(t) + 3 sin(t) cos(t)) dt
0

= —4r {eri(t — sin(t) cos(t)) + %TB’ sin3(t)]

0
= —21%r’R

Das Ergebnis ist hier negativ, weil #(¢) < 0. Wir nehmen fiir das Volumen einfach den
Betrag Vg = 2m? Rr?

Mantelflachen fiir Rotationskorper

1. Rotation um die x - Achse
b b
M, — 27T/ F@)VI+ f(@)de = 27r/ WOV + 2 dt
2. Rotation um die y - Achse

b b
My=27r/ x\/wczxzzw/ 2(t)\/22 + 2 dt

3. Polarkoordinaten p = p(p) Diese Formel kann man sich leicht aus der Formel
fiir die Parameterdarstellung herleiten. Bei gegebener Polardarstellung, ist eine
Parametrisierung

)= (o) + o)
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M, = 27r/ pecos(p)V p?+ p?de
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Bespiel 3:

Berechne das Volumen das entsteht, wenn das 05
markierte Gebiet um die z - Achse rotiert, sowie die PR »
Oberflache der Hohlraums. 05

I. Volumen
Wir betrachten das Volumen als Differenz V = Vp — Vg

Formel fiir den Drehkegel

Vi =2- 7r/f 2, (x+1)*+22=2=2=v2-22-1
—27r/ (2—22—2v2—2241)d z = V/2sin(t)

- [3 _ % _ 4/0 cos2(t)dt | = 2r [3 _ % — 2(t — sin(t) cos(t)

8 107 9
:2 _—— = — = —— —
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II. Oberflache
Eine Parametrisierung des Kreises ist 7() = (v/2cos(t) — 1, v/2sin(t))

™

M. = 47r/4(\/§cos(t) ~)VEd = dx(2sin(t) ~ V1) = 4V2r(1 - )
0

0
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