Oberflachen im Raum

Rezept

Wir interessieren uns fiir die Flache einer ganz allgemeinen gekriimmten Flache im 3D
Raum. Dafiir kann man nach folgendem Rezept vorgehen.

1. Bestimme eine Parameterdarstellung 7(u,v) der Fliache. Da es sich um eine
Fléche handelt (also ein 2D Objekt) bendtigen wir fir die Parametrisierung 2
Parameter.

2. Bestimme das Kreuzprodukt [|7, x 7|| (Es handelt sich hierbei um eine Art
Verzerrungselement, siehe Alternativer Ansatz)

3. Die Oberflache lasst sich berechnen mittels der Formel

0= //HFU X Ty |du dv

Tipp: Falls die Flache explizit gegeben ist, z.b. durch z = f(z,y) ist eine einfache
Parametrisierung

Geometrische Herleitung

Wie es zu obiger Formel kommt, koénnen
wir uns mit ein wenig Geometrie und
den tblichen Tricks der Integralrechnung
iiberlegen. Wir unterteilen die zu berech-
nende Flache in eine Summe kleinerer
Fldachen AA, die jeweils von den zwei Tan-
gential - Vektoren an die Parameterlinien
aufgespannt werden (Siehe Skizze).

Wir wissen, wie man die Tangential - Vektoren berechnet, namlich einfach als die
partiellen Ableitungen #, bzw. 7,. Die Lange konnen wir festlegen, indem man
mit Au bzw. Av multipliziert. Damit kénnen wir den Flacheninhalt von diesem
kleinen Teilstiick berechnen, indem wir das Kreuzprodukt bilden und den Betrag davon
nehmen.

AA = ||[FuAu X Ty Aol = |7y X | - Au - Av
Jetzt konnen wir fiir die gesamte Fléche einfach alle Teilstiicke nehmen und summieren.
Wenn wir wie iiblich immer kleinere Teilstiicke fiir die Berechnung nehmen und den
Fehler, den wir mit den obigen Naherungen machen Stiick fiir Stiick reduzieren landen
wir letztendlich bei einer unendlichen Summe von infinitesimalen Elementen (aka einem
Integral).

A= "AA= ||y x 7| - Au- Av A:/ |70 X 7| du dov

>
AuAv—du dv
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Alternativer Ansatz (nicht priifungsrelevant)

Wir wissen bereits wie man den Flicheninhalt eines ganz allgemeinen ebenen Gebiets
berechnet. Dafiir haben wir einfach die konstante Funktion f(z,y) = 1 iber das
gesuchte Gebiet integriert. Den gleichen Ansatz kénnen wir auch fiir die Berechnung
von Oberflachen im Raum wéhlen. Wenn wir doch nur wiissten, wie man ein Gebiets-
integral iiber ein krummes Gebiet ausfiihrt!?

Die Antwort hierfiir kennen wir aber eigentlich auch schon, namlich machen wir das
mit einer Koordinaten Transformation. Der Unterschied zu friither ist, dass wir nicht
mehr eine Abbildung R? — R3 haben, sondern, weil wir ja nur eine Fliche, also ein
2 - dimensionales Etwas, beschreiben mochten, eine Abbildung der Art R? — R3.
Diese Abbildung (Transformation, vektorwertige Funktion, was auch immer) nennt
man Parametrisierung der Oberfléche.

Wenn die Parametrisierung, also die Transformation, gefunden ist, miissen wir noch den
Verzerrungsfaktor bestimmen. Dieser war ja genau die Determinante der Jacobimatrix.

. . L (uw) Tu Ty
T:R* =R, (u,0) = | Y Loy =Y W
Z(u,v) Pu Zv

Das Problem ist nun, dass die Determinante einer R3%? Matrix gar nicht definiert ist.
Einen Ausweg bietet die Gram’sche Determinante, die definiert ist als

Gram(A) = y/det(AT A)

und eine sehr dhnliche Aussagekraft wie die Jacobi - Determinante besitzt. Es gilt
namlich:

dA = Gram(J

:(T)) du dv

Wir konnen also die gesuchte Oberfliche schreiben als

O://l'Gmm(J )dudv://l-Hruxrdeudv
B =(T) B

Wichtig zu bemerken ist, dass beide Methoden das exakt selbe Ergebnis liefern!

Beispiel 1:

Bestimme eine Parametrisierung, sowie den
Flacheninhalt eins geraden Drehkegels mit
s

Offnungswinkel ¥ = & und Grundkreisra-
dius R = 1. Siehe Skizze!

Fiir die Parametrisierung bieten sich dieselben Parameter wie fiir Kugelkoordinaten
an. Aus der Skizze lesen wir ab, dass gilt ¥ = %, ¢ € [0,27] und r € [0, 2] =
[0,2]. Entweder durch geometrische ﬁberlegungen oder iiber die Tatsache, dass die
Mantelflache des Drehkegels gerade eine Koordinatenfliche fiir ein fixes v darstellt,

finden wir eine Parametrisierung des Drehkegels.
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Wir verwenden den letztgenannten Ansatz. Die gewShnliche Transformation von karte-
sischen in sphérische Koordinaten lautet

x(r, v, 9) rsind cos @
(r,o,0) = [ y(r,p,9) | = | rsindsinp
z(r,p, ) r cos v

Um die Mantelflache des Drehkegels zu erhalten miissen wir lediglich die Bedingung
fiir 9 einsetzten. Damit erhalten wir die gesuchte Parametrisierung als

1
57 COS P

f‘(r7 Sp) = %r sin
V3

3 T

Um die Flache zu bestimmen halten wir uns an das Rezept.

1 2w 21
||FTXF<,0H:§7" = 0:/ / §rdrd90:27r
0o Jo

Beispiel 2 (nicht priifungsrelevant):

Finde einen Ausdruck fiir die Oberfliche desjenigen Teils der 2D Gauss’schen Glock-
enkurve f(z,y) = e*(x2+92), die iiber dem Einheitskreis liegt. Verwende die Jacobi -
Matrix!

In einem ersten Schritt miissen wir die Flache parametrisieren. Da es sich um ein radial
symmetrisches Problem handelt, sind Polarkoordinaten vermutlich gut geeignet. D.h.
wir schreiben

pCOS cosyp  —psine
T:(p,p)— | psing i(T): sin P COS @
e’ —Qpe_p2 0

Die Gram’sche Determinante ist

N

sin ¢ pCOS
72/)6_'02 0

14 4p%e=2" 0 -
i(TT)i(T) = < % 2 Gram(i(T)) = p\/m

Wir konnen somit unsere Oberflache schreiben als

27 1
0= / / p\/1+4p2e 2" dpdy
o Jo

Leider besitzt dieses Integral keine geschlossene Losung, d.h. wir konnen es nicht
mit elementaren Funktionen ausdriicken, weswegen wir das (unbefriedigende) Resultat
stehen lassen miissen und weitere Berechnungen nur numerisch durchfiihren koénnen.

JT :< Cos sin —2/)6*’)2
(T)

cos ¢ —psin g
=(T)=(T —psingp  pcosp 0 >
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Vektoranalysis 2

Der Fluss ®

Eine Grosse die zur Beschreibung schier endlos vieler physikalischer Beobachtungen
benotigt wird, ist der Fluss eines Vektorfeldes. Wenn man das Vektorfeld als Geschwindig-
keitsfeld einer Stromung interpretiert, dann wéare der Fluss die Antwort auf z.B. die
Frage:

Welches Volumen des Fluids fliesst pro Zeit durch eine gewisse Fliche?

Die physikalische Interpretation wird spéter (Fluiddynamik, oder in der Elektrody-
namik in Physik I) relevant. In Analysis II wollen wir uns darum kiimmern, wie man
diese Grosse eigentlich berechnet. Dafiir gibt es zwei Methoden:

1. Bei einfachen Flachen
Per Definition, ist der Fluss eines Vektorfeldes ¢ durch eine Fliache B

@:// adffz// 7-7dA  VORSICHT: |ii| = 1
B B

Abgesehen von Spezialfillen kann man die Definition nur bei Flachen parallel zu
Koordinatenflachen fiir die Berechnung anwenden

2. Bei parametrisierten Flachen
Falls die Flache, durch die der Fluss berechnet werden soll, etwas komplizierter
ist, kann ist von Vorteil sein mit Parametrisierungen (u,v) + 7, ) zu arbeiten.
Der Fluss ist dann

o = // U(F(U,U)) . (Fu X TTv) du dv
B

Merke: 7, x T, ist der Normalvektor an die Flache im Punkt (u,v). Er muss nicht
normiert werden, da sein Betrag gerade dem Verzerrungselement entspricht, das
von der Transformation kommt, die wir implizit machen. D. h. der Betrag kiirzt
sich weg.

Je nachdem in welche Richtung der Fluss zu berechnen ist, muss das Vorzeichen
passend gewdahlt werden.

Eigenschaften:
1. Der Fluss ist additiv. Der Fluss durch einen Wiirfel ist die Summe der Fliisse

durch dessen Seiten.

2. Bei der Berechnung des Flusses, spielen nur die Projektionen der Feldvektoren
auf den Normalvektor der Flache eine Rolle (Skalarprodukt)!

3. Wenn man den Fluss durch eine Flache von der anderen Seite haben mdchte,
setzt man einfach ein negatives Vorzeichen vor den alten Fluss.
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Beispiel 2:

Gegeben ist das Dreieck mit den Eckpunkten A = (1,0,0), B = (0,1,0) und
C = (0,0,1). Gesucht ist der Fluss des Vektorfeldes v : (x,y,2) — (y+ 2,z + x,z + y)
durch das Dreieck ABC' in Richtung @ = (1,1,1)

Wir bedienen uns hier eines kleinen Tricks. Und zwar schreiben wir den Fluss defini-
tionsgemass auf

Y+ =z 3 1
// z+x |- 1] dA
Tty 1

:2\3/§//B(x+y+z) dA

Wenn man jetzt die Ebene betrachtet, sieht man, dass deren Gleichung z +y+ 2 =1
lautet (Genau unser Integrand)! Also:

1 0
:m//ldA:\/g‘ 0 lx[1]]=
3 /), 31\, 5

Beispiel 3:

Berechne den Fluss des Vektorfeldes ¢ : (x,y,
Dreieck mit den Punkten (2,0,0), (0,6,0), (
Ursprung kommt.

z) = (2,9,3 — 3z — 1y + 2) durch das
0,0,—3) in diejenige Richtung, die vom

Zuerst suchen wir die Gleichung der Ebene in der das Dreieck liegt. Diese ist
3 1
E:3x—|—y—2226—>z:§x—l—§y—3

Wir kénnen jetzt eine Parametrisierung der Ebene einfiihren als

u
Tup) = v (u,v) €[0,2] x [0,6 — 3u]
Ju+gv—3

Der benétigte Normalvektor und das Vektorfeld auf der Ebene sind je

1 0 —% U

Ty XTp=|0]x|1]= 3 und T(uwy) = | v
3 1 1 ’ 0
2 2

Der Normalvektor ist jetzt bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Wenn man sich
die Richtung iiberlegt, sieht man, dass wir gerade ein negatives Vorzeichen benotigen.
Das Integral fiir den Fluss ist dann laut Formel

6— 3u3 1 2 9
// 7u+ vdvdu—/ 9u—§u —{—4(36 36u + 9u?) du
0

2 9
@:/ <9—u2> du =12
0 4
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Beispiel 4:
Berechne den Fluss von innen nach aussen des Vektorfeldes U : (z,y,2) — (z,y, 2)
durch den Teil des Paraboloids B := {(z,y,2) € R3|z =1 — 22 — 42,2 > 0}

Wir wollen hier mit einer Parametrisierung der Flache arbeiten. Da es sich um eine
rotationssymmetrische Flache handelt, sind zylindrische Koordinaten vermutlich keine
schlechte Wahl. Der Ortsvektor in diesen Koordinaten ist (altbekannt)

pCOS
Tlppz) = | psing
z

Weil wir eine Fléache beschreiben wollen, miissen wir irgendwie die Anzahl unabhéngiger
Koordinaten verringern. Dies konnen wir mit Hilfe der Gleichung des Paraboloids. In
zylindrischen Koord. lautet sie z = 1 — p? oder p = /1 — z

Wir bestimmen den Normalvektor

V1 — z(—sinyp) -3 %_Z oS
Ty = V1 —zcosyp =3 %%sincp
0 1
V1 —zcosp
Tp X Ty = 1—zsm<p

Das Flussintegral schreibt sich also

o V1= zcosp zcosgp
/ / l—zsmcp —zsmgp dz dp

<I>:27T ( 1>dz
2
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Der Satz von Gauss (Divergenzsatz)

Eine praktische Variante den Fluss zu berechnen bietet der Satz von Gauss. Dieser
besagt, dass der Fluss durch eine geschlossene Oberfliche gleich dem Volumenintegral
(das von der Oberflache aufgespannte Volumen) iiber die Divergenz des Vektorfeldes

ist. In Formeln
b = / / -ndA = / / / div(T
ov

Die Richtung des Flusses ist dabei immer von innen nach aussen!

Bei Fluss - Aufgaben: Berechne immer div(?)

Beispiel 5:

Berechne den Fluss von innen nach aussen des Vektorfeldes 7 : (z,v, 2) — (yz, 3%z, y2?)
durch die Manteloberfliche M = {(z,y, z) € R®*|2%2 +y?> = 1,0 < z < 1} per Satz von
Gauss!

Zuerst benotigen wir die Divergenz
div(V) = 2yz + 2yz = 4yz

Fiir das Volumenintegral transformieren wir in zylindrische Koordinaten. Die Divergenz
in diesen Koordinaten ist div(0) = 4psin(p) z. Der Fluss durch den gesamten Zylinder

ist dann
2m 1 1
Py = / / / 4psin(p) zpdpdzde =0
o Jo Jo

Hier integrieren wir einen Sinus iiber seine ganze Periode, d.h. das gesamte Integral
muss verschwinden!

Wir haben jetzt aber den Fluss durch Deckel und Boden mit einbezogen und miissen
diese wieder subtrahieren. Im Boden gilt z = 0 und damit wird das Vektorfeld ¢ =
(0,0,0) und somit auch

& =0

Beim Deckel gilt z = 1, das Vektorfeld wird ¢ = (y,y?, %), der Normalvektor ist 7 =
(0,0,1) und der Fluss (wieder zylindrische Koord.) wird

2w 1
Op = / / p?sin(p)dpdp =0
o Jo

Das Integral verschwindet mit demselben Argument wie oben! Somit ist der gesuchte
Fluss durch die Mantelfléche

Oy =Pz —Pp—-Pp=0-0-0=0

Merke: Wir haben die Divergenz in kartesischen Koordinaten berechnet und danach die
zylindrischen eingesetzt. Wiirde man zuerst das gesamte Vektorfeld in zylindrischen
Koordinaten schreiben, muss man darauf Acht geben fiir die Divergenz die korrekte
Formel zu nehmen!

Analysis 11 7 Georg Brunner



