Differentialgleichungen (ODE’s) 2

Recap: Separierbare DGL

Letztes mal haben wir Separation als Losungsmethode fiir ODE’s 1. Ordnung kennen
gelernt. Das war immer moglich, wenn die DGL linear, homogen und auf 1. Ordnung
zuriickfithrbar war. Allerdings haben wir auch DGL anderer Art damit 16sen kénnen.

Beispiel 1:
Bestimme die Losung des Anfangswertprobems y/(z) = ze*¥ mit y(1) = —1. Welche
Anzahl freier Parameter erwarten wir in der allgemeinen Losung der DGL?

Da es sich um eine DGL 1. Ordnung handelt, muss die allgemeine Lsung genau
einen freien Parameter besitzen! Deswegen reicht auch die Spezifizierung von einer
Anfangsbedingung aus, um eine eindeutige Losung zu bestimmen.

Fiir die Losung separieren wir und integrieren nach x, indem wir uns an die Kettenregel
erinnern. (Rechts: Integration by Parts)

/ dx
/y’(m) ce V@) g = /ZE et dx
—e 7Y@ = ge® — /ez dx

—e V@) = g — 4 C

y(x) = log (W) CeRe(z—-1)<C

y/(l') . e_y(l’) =x- ex

Die gesuchte Kurve erhalten wir durch Einsetzen des gegebenen Punktes

il (W)
1= log(C)

C=e

Die gesuchte Kurve ist

o) =t (=)
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Lineare homogene DGL

Die Losungen einer homogenen, linearen DGL nennt man Basislosungen. Da fiir ho-
mogene, lineare DGL das Superpositionsprinzip gilt, ist jede Linearkombination dieser
Basislosungen wieder eine Losung. Man sagt also, dass die Basislosungen einen Vektor-
raum aufspannen, den Losungsraum. Dieser ist von der gleichen Dimension n wie die
Ordnung der DGL. Theoretisch wiirde es ausreichen durch Raten n linear unabhéngige
Losungen der linearen, homogenen DGL zu finden. Die allgemeine Lésung kénnte man
dann direkt als Linearkombination dieser hinschreiben.

Beispiel 2:
Bestimme die allgemeine Losung der DGL y”(x) — v/(z) — 2y(z) = 0 (Die Losungen
sind von der Form e**)

Wir werden spéter genau lernen, wie man solche DGL (linear mit konstante Koeffizien-
ten) 16st. Wir setzen hier einfach den Tipp ein

y(x) = e = o (2) = A — ¢ (z) = N2

A2eM 2\ — 2eMT —
N-X—2=0

Raten oder Mitternachtsformel gibt A\; = 2, A2 = (—1). Damit haben wir zwei linear
unabhéngige Losungen gefunden, namlich
yi(z) =e ya(z) =€~

Von oben wissen wir jetzt, dass der Losungsraum (die allg. Lsg.) von diesen beiden
Losungen aufgespannt wird. D.h.

y(2)Ang = C1e** + Coe™™

Oder - fiir Freunde der linearen Algebra - konnen wir eine Basis definieren, sodass die
allg. Lsg. ein Vektor ist

_I C
B = {ezx,e } y() aug = (C;) C,CyeR
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Lineare inhomogene DGL

Fiir lineare, inhomogene DGL setzt sich die allgemeine Losung zusammen aus

YALLGEMEIN = YHOMOGEN T YPARTIKULAR
Wenn also eine lineare, inhomogene DGL gegeben ist konnen wir folgendes Vorgehen
wahlen
1. Schreibe den homogenen Teil auf die eine Seite (alle Terme mit y(z)) und den
Storterm auf die andere

2. Setze den Stormterm gleich Null und l6se die homogene DGL mit bekannten
Mitteln (Separieren, Substituieren, etc.)

3. Finde eine partikulére Losung (Ansatz oder Lagrange’s Variation der Konstanten)
4. y(z) = ym +yp
Bemerkung: Die Losungsmenge einer inhomogenen DGL ist ein affiner Raum - kein

Vektorraum!

Partikulare Losung mittels Ansatz - Educated Guess

Die (meist) schnellste Moglichkeit eine partikuldre Losung zu finden, ist der Educated
Guess. Dabei ratet man die Form der Losung und setzt ein (wie beim Beispiel 2 oben).
Ausschlaggebend fiir den Guess ist der Storterm. Das Gute an dieser Methode ist,
dass sie einfach ist und prinzipiell immer funktioniert, sofern man den richtigen Ansatz
wéahlt. Der Nachteil ist, dass der "richtige” Ansatz manchmal sehr schwer zu sehen ist.
In der Praxis hélt man sich an Tabellen!

BEVORZUGTE METHODE falls: Koeffizienten konstant, DGL hohe Ordnung

Storterm Ansatz
Polynom vom Grad n | Polynom vom Grad n (manchmal von hoherem Grad)
A - sin(wz — @) Cy - sin(wz — @) + Co - cos(wx — @)
A - cos(wz — ) C - sin(wz — @) 4+ Cy - cos(wz — )
A - sinh(wx) C - sinh(wx) + Cs - cosh(wz)
A - cosh(wz) C - sinh(wx) 4+ Cs - cosh(wz)
A et C - e
Merke:

— Waihle den Ansatz so allgemein wie moglich!
Storterm: z? — yp = Ax? + Bx + C

— Bei einem Produkt von Stortermen, wahle das entsprechende Produkt an Ansétzen!

Storterm: z? - sin(3z) — yp = (Az? + Bz + C) (Cy - sin(3z) + Cs - cos(3z))

— Bei einer Summe von Stoértermen, wéhle die entsprechende Summe von Stortermen!
Storterm: x + €2* — yp = (Ax + B) + Ce*®
Die Konstante von der Exp - Funktion steckt schon in den anderen Konstanten

— Ist der Storterm bereits eine lineare Kombination der homogenen Losung, wird
der entsprechende Ansatz nicht aufgehen (die eine Seite wird ja Null). Oft 16st
en zusétzlicher Faktor & vor dem Ansatz das Problem.
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Beispiel 3:

Bestimme die allgemeine Losung der DGL v’ + 2y = f(z), wobei
1. f(z) =sinx
2. f(x) = xe”

Da es sich um eine inhomogene, lineare DGL handelt ist die allgemeine Losung von
der Form y(z) = yg + yp.

Homogene Losung: (fiir beide f(z) dieselbe)

Yir + 2y = 0 = yu(z) = Ce ™"
I. Partikulare Losung

Fiir diesen Storterm machen wir laut Tabelle den Ansatz
yp(x) = C} -sin(z) + Cs - cos(x)

Yp(z) = C1 - cos(z) — Cy - sin(x)

Einsetzen in die DGL gibt

Cy - cos(x) — Cy - sin(x) + 2 - (Cy - sin(x) + Cy - cos(x)) = sinz

Da es sich bei sin z und cos z um zwei linear unabhéngige Funktionen handelt und diese
Gleichung fiir alle x gelten muss, diirfen wir einen Koeffizienten - Vergleich machen

Ci+20,=0—2C;1-Cy=1

2 1
Ci=-, (Cy=—-
1 5 ) 2 5
Das heisst die partikulare Losung ist
2 1
yp(x) = £ sin(z) — £ cos(z)

Und damit die allgemeine Losung

y(x) = 06_212 -sin(z) — E - cos(x)
5 5

II. Partikuliare Losung
Es handelt sich um ein Produkt vor Stortermen, also nehmen wir das Produkt der
allgemeinsten Ansétze
yp = (Ax + B)e”
Yp =e"(Ax + A+ B)
Wiederum gibt Einsetzen in die DGL

e*(Axr+ A+ B) +2(e"(Az + B)) = ze”

3Ar+A+3B==x
Koeffizienten Vergleich: A = % und B = —% Und die allgemeine Losung ist
3x —1

y(x) = Ce ™ + Tez
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Beispiel 4:
Die DGL y” — 2y’ + y = €" besitzt die homogene Losung ypy(z) = Cie® + Coxe®.
Bestimme eine partikuldre Losung!

Die Tabelle verrat uns fiir diesen Storterm den Ansatz yp = Ae®. Allerdings entspricht
das einer homogenen Losung und der Ansatz wird nicht aufgehen. Wir kénnen zur
Kontrolle sehen was rauskommt (hoffentlich Null)

Ae® — 2Ae" + Ae* =¢€”

0=¢€"

Das ist eine falsche Aussage, was bedeutet, unser Ansatz war falsch.

Stattdessen kénnen wir den Ansatz aus der Tabelle mit x multiplizieren. Da yp = Azxe®
aber auch eine homogene Losung ist, multiplizieren wir gleich ein zweites mal mit x.
Schliesslich haben wir

yp = Azx?e”

yp = Ae® - (2% + 2z)

yh = Ae” - (2% + 4z + 2)

Wir setzen in die DGL ein

Ae® - (2% 4 4z + 2) — 24e” - (2% + 22) + Ax?e” = e”
Az? + 4Ax 4+ 24 — 2A2° — 4Ax + Az? =1

1
A==
2
Eine partikuldre Losung ist
2
x
yp(r) = 581

Lagrange’s Variation der Konstanten (VdK) (1. Ordnung)

Fiir lineare, inhomogene DGL 1. Ordnung (spiter auch fiir 2. Ordnung) miissen wir
uns nicht auf unser Gliick verlassen, dass wir die richtige Form der partikuléren Losung
erraten, sondern wir haben ein méachtiges Tool zur Verfligung, um diese zu bestimmen:
Lagrange’s Variation der Konstanten!

Vorgehen:

1. Bestimme die homogene Losung der DGL. Dies gibt eine Kurvenschar (fiir 1.
Ordnung mit einem freien Parameter), z.B. yg = C - y1(x)

2. Mache die homogene Losung als Ansatz fiir die partikulire Loésung mit dem
entscheidenden Unterschied, dass wir zulassen, dass der Scharparameter eine
Funktion von x darstellt, also yp = C(x) - y1(x)

3. Bilde die Ableitungen (Kettenregel!) yp = C'(x)y1 + C(z)y] und setze alles in
die DGL ein.

4. Man erhilt einen Ausdruck fiir C’(x). Die nicht abgeleiteten Terme miissen sich
wegstreichen (gute Kontrolle ob man richtig abgeleitet hat)

5. Integriere den Ausdruck nach x und setze in den Ansatz ein
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Beispiel 5:
Bestimme die allgemeine Losung der DGL ¢/ - sinx +y - cosxz = e

Homogene Losung;:
Die homogene DGL 3/ - sinz + y - cos x = 0 ist separierbar!

/
Y= —C?Sx /dac
Y sinx
cos . .
tog(ly()) = [ 22 o = ~tog(|sina]) + €
C
y(@) = sinx

Inhomogene Losung:
Wir lassen jetzt zu dass C' eine Funktion von x ist und machen den Ansatz

C(x
CIC)
sin x
,  C'(z)-sinx —C(x)-cosz
Yp = )
sin” x
Einsetzen in die DGL gibt
o C'(z) - sinx.— C(z) - cosx n C(:c) 1COST g — () / () =
sin x sin x

Damit haben wir eine partikuldre Losung gefunden

x

e
yp(z) = sinz
Und die allgemeine Losung lautet
C+e”
y(r) = —
sin x

Bemerkung: Wir haben bei dem Integral [ C'(z)dxz keine Integrationskonstante
geschrieben, weil wir nur an einer einzigen partikularen Losung interessiert sind! D.h.
wir haben die Konstante aus Bequemlichkeit gleich Null gesetzt!
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