Differentialgleichungen (ODE’s) 4

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten haben die Form
any"™ () + a1y (@) + .+ a1y (2) + agy(x) = b(=)

Da es sich um eine lineare DGL handelt, wissen wir, dass sich die allgemeine DGL
schreiben lasst als Superposition der homogenen sowie einer partikularen Losung, also

y(r) = yu(r) + yp(x).

Die zugehorige homogene DGL hat einen n-dimensionalen Vektorraum als Losungsraum
und wir suchen daher n linear unabhéngige Basislosungen, sodass wir die allgemeine
homogene Losung als Linearkombination dieser Basislosungen schreiben kénnen. Durch
pures Raten machen wir den Ansatz (Euler Ansatz)

y(z) = M — an A" + an NN £ e+ ape =0

Durch streichen der Exponentialterme erhalt man das sogenannte charakteristische
Polynom dieser DGL

A\ 4 @ N+ ad+ag=0

Woher dieser Name kommt, siecht man beim Umschreiben der DGL in ein System
von DGL 1.0rdnung. Man kann dann eine Koeffizientenmatrix aufstellen und das
Eigenwertproblem dieser Matrix fiihrt tatsdchlich auf das exakt selbe CP. Man nennt
daher auch A;, (i = 1,...,n) die Eigenwerte der DGL.

Hat man die Eigenwerte gefunden, so sind die Basislosungen laut folgender Tabelle

Losung des CP Basislosung der DGL
Ai k-fach reel y1 = e, yo = xe™, Ly = bl
= e ginbr, y3 = xe* sinbz, . .., yop_1 = ¥ 1e sin bx
Ai =axbi k-fach komplex a y3 Y2kt L
Yo = €% cos bz, ys = xe® cosbx, ..., yap = ¥ 1 cos bx

Bemerkung: Von A = a + bi auf y; 2 = e* (Cy sinbz 4+ Cy cosbx) 777

Komplexe Eigenwerte treten immer komplex konjugiert auf (da die Koeffizienten des
CP reell sind). Also A\12 = a £ bi. Dies entspriche den Losungen y; = elatbie ypd
ys = el@)T  Wegen der Linearitét sind dann aber auch Linearkombinationen der
Losungen wiederum Losungen der DGL. Um ein schoneres Resultat stehen zu haben,
bilden wir

1 1 ibx —ibx
1 5?/1 + 592 =e" e rTe +26 = e cos bz
1 1 eibac _ efibx
() Y 5= e 5 = e sinbx
1 1 7

zwei neue linear unabhéngige Basislosungen.
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Beispiel 1:

Bestimme die Losung folgender homogener DGL
1.y +6y +9y =0
2.y — 4y +13y =0
3. y/// _ y// _ Sy/ +3y — 0

I:

Wir machen den Ansatz y(z) = e’*,y/(z) = A\e?, 3" (x) = A\2e**. Einsetzen in die DGL
fiihrt auf das charakteristische Polynom

A2eM 4+ 6™ 4 9eM =

A2 4+6A+9=0
(A +3)2=0
Es ist also A = —3 eine Nullstelle des CP mit algebraischer Vielfachheit 2. Damit
wissen wir, wie zwei Basislosungen dieser DGL aussehen
Y = 6—3:1} Yo = xe—?):c

Die allgemeine Losung ist eine Linearkombination
y(x) = Cre3% + Coze™*

II1:
Wenn man das Prozedere ein paar mal gemacht hat, kann man das CP direkt von der
DGL hinschreiben. Man ersetzt einfach die i-te Ableitung von y durch ein A’. In diesem
Fall also

A —4AN+13=0

M2=2+V4—-13=243i
Damit ist die Losung dieser homogenen DGL
y(z) = € - (Cy sin(3z) + Cy cos(3x))

III:
Das CP ist
M- -32+3=0

Durch Raten finden wir A; = 1, damit konnen wir den Fundamentalsatz der Algebra
anwenden und eine Polynomdivision durchfithren

A=A =3X+3):(A-1)=)-3
Ao =+V3

Die Losung lautet
y(z) = Cre® + CQG‘/g‘T + C’ge_\/gm
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Alte Priifungsaufgabe:
Gegeben ist die von Parameter o € R abhéangige Differentialgleichung

y//_2y/+ay: 1
Man finde die allgemeine Losung in Abhéngigkeit von a (Fallunterscheidung!).

Die DGL ist linear, d.h. y(x) = yg + yp. Wir suchen zuerst eine partikulére Losung.
Weil der Storterm nur aus einer Konstante besteht, machen wir einen Ansatz yp = A

und finden i

yp = —, « 7£ 0
«
Fiir den Fall, dass o = 0 kénnen wir auch einen Ansatz machen ypo = Az + B liefert

1

= ——x
YpPo B

Fiir die homogene Gleichung machen wir den Euler Ansatz und kommen auf das CP
M —2A+a=0
)\172:1:|:\/1*Oé

Jetzt miissen wir eine Fallunterscheidung treffen

y(x) = CretVi=a)z 4 0yel-vi—ajz 4 é a<l,a#0
y(z) = C1 + Coe*™ — 1z a=0
y(x) = Cre® + Coze®™ 4+ 1 a=1
y(z) =" (Cysin(va —1-2) 4+ Cocos(va—1-2)) +1 a>1

Zur Veranschaulichung kénnen wir die Nullstellen des CP in Abhéngigkeit von « plotten

Re(\,)
Re(),)
- = mi)
Im(3,)
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Euler’sche DGL

Neben den linearen DGL mit konstanten Koeffizienten gibt es eine weitere Art von
DGL hoherer Ordnung fiir die explizite Losungsverfahren existieren: Die Euler’schen
Differentialgleichungen. Sie sind von der Form

anx”y(”) (x) + an_lxnfly(”*l)(x) + .o+ a2y (2) + agy(z) = b(x)

oder vollig dquivalent

ai
xnfl

n Qn— n— a 7
any™ (@) + Py (@) Ty @)+ Dy (a) = ()

Wir 16sen die zugehdrige homogene Gleichung mit dem Ansatz y(x) = z®. Ableiten,
Einsetzen und Kiirzen aller x fithrt auf das sogenannte Indexpolynom (siehe Beispiel):

ala—1)(a=2)...(a—(n—1))a,+a(a—1)(a=2)...(a—(n—2))apn—1+. .. +aa;+ag =0

Wenn man entsprechenden o gefunden hat, ergeben sich die n unabhéngigen Ba-
sislosungen gemass der Tabelle

Losung des Indexpolynoms | Basislosung der DGL

o k-fach reel y1 = 2%,y = log(z)2®, ...,y = log(z)* 12

y1 = x%sin (b-logx), ..., yop—1 = log(z)* 1z sin (b - log x)

a; =at+bi k-fach komplex (
ya = x¥cos (b-logx),...,yor = log(z)z® cos (b - log x)

Alte Priifungsaufgabe:

1. Finden sie die Losungen t +— x(t),t > 0, der Differentialgleichung
t25(t) — x(t) = 3

welche die Bedingung lim;_,¢ 2:(¢) = 0 erfiillen.

2. Bestimmen Sie die Losungen aus (i), die die zusétzliche Bedingung x(1) = 1
erfiillen.

I:

Da es sich um eine Euler’sche DGL handelt machen wir fiir die homogene Gleichung
den Ansatz z(t) = t*, 2(t) = at®! und #(t) = a(a — 1)t*~2. Durch Einsetzen erhilt
man

tPala—1)t2 -t =0
ala—1t*—t*=0
ale—1)—1=0
_1+45
2

a+
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Damit haben wir die homogene Losung
.Q?H(t) = C1t* 4 Cot®~

Fiir die partikulire Losung machen wir einen Ansatz xp = At? (eigentlich sollte man
rp = At3 + B? + Ct + D machen, aber ich will mir Schreibarbeit sparen) und finden

L3
t) ==t
vp(t) = ¢
Somit haben wir die allgemeine Losung

1
z(t) = Ot + Cot® + gt3

Da wir nur an den begrenzten Losungen (fiir ¢ — 0) interessiert sind, miissen wir den
Term t“- streichen und es bleibt

1
z(t) = Ot + gt?’

1II:
Einsetzen der Randbedingung in obige Gleichung gibt
1
1=C+ g
4
Cl - 5
Somit 4 1
t) = —t* + —t°

Ansatz bei hoherer Ordnung

Das Prinzip ist genau dasselbe wie im Fall erster Ordnung. Nur ist es etwas mithsamer
und man muss genauer darauf achten ob der Ansatz nicht eventuell schon eine Losung
der homogenen Gleichung ist. Wir konnen auch die alten Tabellen verwenden.

Beispiel 4:
Bestimme die allgemeine Losung der DGL

y"(x) — y(x) = sinh(z) + z

Homogene Loésung;:
Charakteristisches Polynom
N —1=

A==l

yH(x) = Che” + Che™"
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Partikulare Losung:

Wir teilen den Storterm auf und suchen zwei partikulére Losungen, einmal fiir by (z) =
sinh(z) und einmal fiir by(x) = x. Das ist dasselbe, als wenn wir fiir einen Ansatz
des gesamten Stortermes die Summe der Ansétze der einzelnen Storterme nehmen,
Linearitét!

1. yp1 16st ¥’ (x) — y(x) = sinh(z)
Der erste Ansatz den wir probieren ist yp; = Asinh(z) + B cosh(z). Allerdings

ist das bereits eine Linearkombination der homogenen Losung (Definition der
hyperbolischen Funktionen!), daher multiplizieren wir alles mit x

yp1 = Axsinh(z) + Bz cosh(x)
yp1 = 2A cosh(z) + Axsinh(x) + 2B sinh(z) + Bz cosh(z)

einsetzen zeigt, dass der Ansatz aufgeht und liefert A =0 und B = % Damit ist
1
yp1 = 5% cosh(z)

2. ypo 16st y'(z) —y(z) ==
Der Ansatz yps = Az + B liefert A = —1 und B = 0 also

Yp2 = —Z

Damit ist die allgemeine Losung der DGL

1
y(x) = Cre® + Cre™" + 2% cosh(z) — x

VDK - 2.0rdnung

Die Lagrange Methode der Variation der Konstanten funktioniert prinzipiell bei jeder
Ordnung der DGL. Das Verfahren fiihrt dabei auf ein LGS fiir die partikularen Losungen,
das man immer losen kann. Allerdings wird das ganze sehr schnell sehr mithsam. Fiir
uns relevant sind deswegen nur die Fille von erster und zweiter Ordnung!

Gegeben DGL: ¢ + a1(2)y’ + ao(z)y = b(z)
Zugehorige homogene Losung hat die Form yp(z) = Ciu(x) + Cov(x)
Ansatz fir partikuldre Losung: yp = Cy(z)u(z) + Co(x)v(x)

Ll

0
Einsetzen in die DGL liefert die Gleichung C7(z)u/(z) + C)(x)v'(z) = b(x)
6. Die Losung dieses lineare Gleichungssystems lautet

wobei die Wronski-Determinante W = wv’ — v/v

o

¢y = 2

7. Bestimme die Konstanten durch Integration
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Wir wihlen einen (arbitraren aber geschickten, Anfangswert) C1 (z)u(z)+C)(z)v(x) =



