Lineare Algebra

by Donm' Comemsch
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is} dass er\falll- S0 33“‘1 cr=n 4 LEsung
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Bei einem homoaenen LGS sind die VB immer
erfalH—. Nur wenn ren SM es nicht driviale LSG.

Matrizen & Vekloren |

Eine m xn Matrix hal m Zeilen und n Spaue'\, wobe:
das i) Element mil i oder (A);"-‘ bezeichnet wird.

S24. < («P)A = «(BA)  -(A+B)+( = A+(B+0)
‘AR =«(AB)  -(AR)-C = A(BC)
‘@+p)A =uA+pA - (A+B)-C = AC+BC
"o (A+B) =aA+«B - A(BaC) = AB+AC
‘A+B  =B+A

enero." |“ AB ’F'BA (nicM kommu-l-ohv)
A wenn AB =BA kommoliecen die Molrizen

'De{\. Wenn AB=0, so sind A und B ANllteiler,
De{' . Eine Linearkombinalion der Vekloren ay...a, is}
G Qg+ + Ry Gy
De{.‘ Eine Mabrix s} symmelriscl\, wenn A=A und
Hermitesch wenn A"=A. (diag =reel)
Def. Eine Moabrix ist schief.symmelrisck, wenn A'=- A a’-”-.

S.2.6 (A=A - (@A =u(A) - (A+d) = AT+ BT

L (AR = BTAT A folls A,B symm ebeisch
S23. AA=AA (symmehrisch) | AB =BA ¢> AB symmebrisch
Ska\arprodok\- und Norm (euklidisch)
Das evkl. Skalarprodukt: <x,y> = xTy

S.2.9

(inneres Produk})

+ SPisk linear, <x,y+2> = <x,y> +¢x,27
und <X, kY2 = <X,y

* SPist symelriseh [Hermitesch <x,y> = <y, x?

* SP st posidiv defq’nil- <x,;x? >0, sonst x=0.

Die evkl. Norm: lixll = -J<x,x> =xTx (La..je von x)

S.2M. Schuorzsche Ungleichung: |ex,y>| < lxll- lyl
das Gleich ai“- wenn Y ein \Iiel{qckes von x ist.

S242. For die ekl [2-Noem gilt:

* positiv definit lIxll >0 (0 wenn x=0)

* Neaxl = T« - lixll

. 'Dreiecksunsleichun8= Nx £yl € Hxll+uyM
4% ¥
Txll-tyh)

X,y sind or-unosonal, wenn ¢x,y>=0; x 1y

Def  Winkel y zuischen x,y = ¢ = arccos
Def.
S243. Pyragoras s lxtyls Tl iyl® fals x Ly
De.  p-Norm : llxll, = (InalP ..t 1, 17) P

Ausseces Prodok} und Pro;‘ecl-\'on

Das Gussere Prodokt sk die Malrix die entsleht wenn wir zwei
\ekloren X,y wic{o\s\- molhipliziecen : x-YT. (Ron3=4)

§.245 Di orthogonale 'Pro\')ekj'-ion von x avf vy ish
Seaeben durch: pyx = i yy¥x

Def Die 'pro\.)ek‘-‘\onsm“"';x ?Y ) ﬁ .\IYH

—daher orlhosonal
Y

= ®



IYN@YSE

'De{.‘. Eine nxn Malrix A ist iaveckierbar, wenn eine
Mokix A" existiert, so dass A-A'=TI,=A"A,

S24% Es g Ak inwebicbor  3X: AX<I,
‘At reaa\ir,RuﬁA =n X st e'mdeul-is

S248 Sid AB reau\ar so gitk:
At ist reqular uva (K)=A
«AB ish reqular und (aR)*'= g'A™
‘A" st reaular ond (A%)1= (AW

S:243 s} A regular, so hot das LGS Ax=b die

e"ndeu\rise LB’.sunﬂ x=A'b.

Zeilen-

lnverse F'mclen 0(): [A| I] operationen [I |A;_|

Falls A= (2 §) und ded(N#0&7 A inverbierbar, so ish
At ()
Orthogonale /Unitare Matrizen
Def. i':i IMd/';‘Ab‘:‘# orthogonal /u..'.ifaré Ie/vin- o
A" etA=2

AA
§$220. Sind A und B unilar so gilk:

Lt A st resolar und A": AH
das Gleiche gil} - AA"-T

for ovlhosonue “A* i} unilar
Hw‘v;:cn AB iS‘\- Un”'ar

alle Spa\len

S.2.24. Abbildungen durch unitare /or-“.osono\e

Malvizen" sind lansen- und winkeldrey.
Rolalionsmatrix
" cos ¢ 0
cos n
. ¢ 4 oder _(.)
-Sinyg  Cos y 53‘ ¢
‘Ro‘l-o-hon der dwr.k /

die die ersle und drille
Achse au{:aespann‘le Ebene

B\ ockmal-ri X
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wenn ot a,?
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invertiecbar A= y p
Qa4 Q22

Kann rechnen erleichlern.

n sind arlhonormal

LR-Zerlegu_nQJ

Die LR-Zerlegun ist ein weileres VeeJohren zow |sen von
LGS. Es is! besonders e“-eld-;\l wenn wir mehrere LGS mit

a\eichem A haben. A
I 42 1
4. Finde PA=LR Bsp. f100]242|100
o1o|a23|010 |-%i
2. Lese Le=Pb oo1l2z22|001/ -1
2, Lese Rx=c hoolz42]|400
~* (o10|o%2|*210
Wenn Zeien vertauscht o0o01|lpo10|4 01 -%;
werden verandert sich
P (pivokingy). (4 0o|242|10 0>
‘1 ~» |o1o0|o HKB2|%10
Es is} notzlich wenn 001|0 0-%l4 %1
das Pivot |x| mﬁah'cks',- P TdT”
sross ish

Veklorrauvme |

’De.{:. Ein Veklorraum V Gber IK ist eine nicht leere
He_nae ) auf der eine Vekloraddilion und  Skalar-
molliplikalion de\‘-}nier-\- sind.

Axiome: VA. x+y = Y+x
V2. (x+y)*z= x+(y+2)
V3. Jo€EV: x+0=% — Nollvektor
VY Vx exished -x: x+(x)=0
V5 ox+y) = ox + oy
V6 (+B)x = oex+fBx
Vi («B)x = (Bx)

V8. x =x

SHYA i) Ox=0o @) xo0=o0 i) &X=0 = X=0 od.x=0
V) (o) x = o (-x) = =(=x)

Unlerravme

De{' Ein Unterraum U ist eine nicht-leere Teilmenge von
V, der abﬂesck\ossen is} bzgl. addilion und
mullipliWn . U beinhalle}l immer den Alulivekior.

S.43. Jeder Unterraom ist ein Vekdorraom.

'De{»'. Die Mense der Linearkombinakionen der Vekloren
Vag-qVy ist der Unlerraum au{laaspomn-\- durch diese
Nekloren —> span {v,..,v,} — lineare Hille von
VayeogVp -

'De@. Die Vekloren v,....vy sind ein Erzeugendensystem
von V, wenn VweV=> wespan {vy,....vnt.

sp- Sei V der R der reelwertiqen Funklionen Gber R.
Zeiae, dass U= {feV: {xedm)={()F < V.

(vs]

U,= O(x] = No“‘runk‘-iov\

06)=0=o(x2r) —~ 9€Y

Up: X,YEU = X@=X([x*2%) und Y(x)= Y(x+2A)
{l::{ XY, $6)= X(6) * Y(x)= X(x427)+ V(s 25) ={ (x+2)
=2>{elU

Uy: welR Weu = wfx)=\(x+2%)
wW(x)= ot W(x+2%")
= xWelu

Lineare Abhanaiﬂkeﬂ-,'Basen und Dimensionen

Def. Vekboren vy...,v, sind Linear unob\nansig, wenn
Kein Veklor eine LK der anderen Vekloren ish.
o % =0 only if oys.=n=0.

Def. Eine spanfva,..,vo3:V

wenn Vg,..., Vo b.u. sind.
De{- Die Dimension von V ist dim V= |span V|. dim {o¥=0

L.4.8. Jede Henae {viyevmt eV mit | By | <m ish
linear obha'naia.

Beweis der 3. Bedinaunsen

is} ecine Basis 8 von V,

Km0 |n \"edem endlichen VR, is} eine Henae von n Lu Vekloren

eine Basis von V, wenn dimV=n.

'Do.{\. Die Koeqizien-‘en Fe sind Koordinalen von x hza\.
einer Basis 8. %=(%,,...,7,) ist ein Koordinalen-
veklor und  x=Z2, Fib; ist die Koordinalendar-

skllonﬂ von X bzal. R.

'DQP. Zwei Unlerraume U, U'eV sind  komplementar,
wenn jedes VEV eine eindevlige Darstellung
v=uel+u'el hal Vist dann dﬁe direkle Somme
ovs U und U': V=UB WU,

Basiswechsel und Koordinajren-l-rans(:ormalion

'De{}. Wenn wic von einer allen Bosis & zv einer
neven Basis B seln, kénnen wir die neve RBasis
mit der allen darslellen b, =Zi., T b;, wobei T=(T,)
die Rasiswechselmadrix ist.

SuA3. §=T%' und =T 5. Tisk invedierbar (reglar)

Def. Wollen wir die nev Basis aiu 8=3T
A T is} von nev nach ald bei Koordinalen A @



Lineare Abblldunseﬂ

r_De{»\ Eine A\Jbildupg F:V—=>\W ist linear, wenn
v)*

Sil-l-=

c Flvew)= Flw _
. F(:--v))= w- F(v) ) = Flev+w)= o-F(v)+F(w)
FU“k‘HO'\e'\

als eine Funkhion

Sei F:X—=>Y kann dies
belrachlel werden.

Def. Injekkiv : Vex'eX: fl)={) => x=x'
Surjekbive £0)=Y y
B’-\')ekliv © injekdiv wd surjeldiv =7{: exisher!
Mot rixdarstellung von Lineare ﬂb\:ildunsen

Sei Feine lineare AH)E\JW\:] XY, F(b)eY lasst
sich als LK der Basen von™ Y schreiben, F(b.)='§‘"5k',_c,<

Def. Die Makeix A™" mit Elementen ay, heissh
die Abbildvnssma-l-n‘x bezigich X, Y.

X —> ,c (x)

X ————V
F=y & Ag=n k,ﬂk;‘ kﬂk;
E"—2 Em

'De{‘ st F bidel(-kv, so ist es ein |somorp|m'smus, ist
X=Y, sl es ein Avlomorphismus.

S.5.4. Is} Fein lsomorphismus, so existierl F™* und
ist avch ein 1so morphismus.

Kern, Bild und R“"'S
'Def Der Kern von F st ker F = {xeX|F()=0}
ist ein Unlerraum von X. Finjekhiv. & ker F= fo} $5.6

Def. Das Bild vonFist im F = {F(*)\Xéx}

ist ein Unlerrawm von N. F sor\')ekliv & imF=Y

ker A= Lésungsmenge von Ax =0
im A = Menge aller b, so dass Ax=b lsshar isl
S.5.3. 'Romasoirv dim X~ dim(ker F)= dim(im F)= RnngF
'De{:. Der 'Rans F st S\eich dim (im F).
K.58. - F:X—=Y in"‘ek-“v & Rava F=dim X
cF:X—=Y wrjek\a‘v & Rana F=dm VY

cF:X=Y biekiv & Rava F=dim X=dim¥
Isomorphismus
F=dim X

cF: X=X B;\;ekll'v & Ran&
omorphismus & kerF= {0%

K.5.10. - Rm\a (G° F) £ min (Roms F, Ron& G)

‘G in\"ekhv = Ranﬁ(&'-’ F) = Remﬂ F

- F sw\"ekhv = Rana (G“ F) = Ro.nﬂ G
Makrizen als lineare Abbildungen

D . Der Spall um A isl der Unlerraom ?.(A)
“f trantonnadt, AR

Del. Dec Nollrawm von A ist der Unlerraum N (A)
= £,(Ax=0), ker A= N(A). # {'reie Variablen = dim N(A)

5.5.42. Ran3A=r und &o LGsunasmenae von Ax=0
2 “dim £, = dim NA)=dim(ker A) = n-r

5543 Ran Ae”mxn: « # Pivolelemente in REF
3 - die (im A)
-dim des Zeilen- [Spollenraum

K.544. Rong AT Ranq A =Rang A

S.546. AeM™" und BeMP™:
. Rans BA € min (Rang A, R“ﬂ B)
M 'Rav\s B= mg¢p =2 “"3 BA =RonaA
* 'Rons A =Emgn = Ranj BA = Rm\G’B

S.548. Fir quad. Malrizen sind {\ olgende Aussagen Gquivalent
< Ast resulir - A'sMinverdierbar
‘Rang A=n *Zeilen sind bu.
Soensiod L.+ m AR(A) - E”
ker A= N(R)- {0}

C.519. Fior Ax=b,b#0 mil einer Losun %, wnd &,
so is} die Losungsmenge £, = x, +3.,° ein
u“‘.imr Teilraum, Kein~ echler Unlerroum da 0¢

Finden einer Basis von

im A: erh:
4. Zeilenslufenrorm nichk 4. Zenlens#o{-‘enrom
2. Pivokspallenmerken ,REF 2. Freie Variablen finden
3. Pivotspallen von A sind 3.4, von Ax=0 als LK von
eine Basis von im A Vekdoren mit den freien
Variablen als Koeﬁ. Diese

Zauberzamen mmwnr

Sei Aeﬁ"""' m-l- Rmnd A=r:

+dim(im A= dhm(im A‘):r, dim(ker A)= n-r, dim(ker A‘) =m-r

r=n & ker A< {0} r=m &2 ker AT={0}
€ Spalken von A swd Lu. & Seallen A sind erzuﬂend
&2 Zelen A sind erzeuaend &> Zelen von A sind Lu.
& A s in"‘ekliv & A sl sur\'\ek-h'v

Vekloren bilden eine Basis.

A\)‘o;lduns vyon Koordina-‘-en*mnscormalionen

Seien X und Y VR mit dim X=n, dim Y=m und:
F: X—Y cine lineare ABHIJWS
- A: \E:—’ E" 5 — N, eine Abbildungsm alrix
‘BE—E", ¥ >0, eine A\:bildunﬂsmn-‘-vix
TE—E", ¥— %, ene Trans-Eorma“ohs malrix

.S E™ IE"', n— N eine Translormalions madvix

xEX —— Y [asET
ol o 5
'?I,F" "1'1]‘:E Wemn FiX -2 X, git:
T T S'fs A-TBTZ
AL 8 \]/G[Em B=T AT
el >N

C.5.20. Hal F Rang r, so bested bzgl qgeei nelen Basen
von X, Y dg A\:Hl;wasrna-‘n‘wa SR

A: (I" 0)
olo
Veklorraume mit Ska\arproduk-\-l
DEP Eiv\e /Vorm n einem VR isl eine Fun‘(-lvion ||V—-7 R,

x — |Ixll mi} den Bedinqungen:
NA. positiv definit:~ UxI>0 | Ixll=0 & x=0
N2 homogen:: Nee-xll = || || %N
N3. Dreiecksun leiokuns= Dxxyll < lixll« Nyl

Ein VR mi} Norm isp ein normierer VR.

De{\. Ein Ska\arproduk-‘- is} eine Funktion ¢V =>[E,
X, ¥ = <X,Y?. Dabei gilt:
S4. Linear im zweiten Faldor: ¢x, aly+2)) = a (¢x,y) +4x,27)
S2. S\’mme‘visd\lHefmi'\-e&c‘\ RS AV E RIS
S3. Positiv definit: ¢x,%x2 20, ¢x,x1=0 & x=0

Eokd. Norm: lixll,=¥4Tx

Hounorm: \|p\|w=£&§|p(x)|

BSP.

Eokl. SP: ¢<x,y2r= Xy

P-Norm: llxllp = (x,,'-t...+x:)%
Einheitskugel : die Menge {xeV | Nxn=1}

Die induziecle Norm oder Lange eine Vekbors ist
definiect durch: II-II: V=R, Xl = J<x, x>

Def.
Def.

Def. DerWinkel ¢=4(x,y), 0cpsm ish definiert:

X, Y Re<xy>
kf = arccos _le“'“\[" oder arccos Nxil- Nyl

®



Def. Zwei Vekloren sind or-Unosonal ) wenn <x,y>=0, xLly.
Zwa Teilmengen sind ovlhoaonal, wenn VxeHM, VyeN
¢x,¥>=0, MI'N.

Wl® - Nyh?

S.61. Cauc.hy - Schwarz - Unsleiclums : |<x,y)|zs X, XY, Y2

S.6.2. ’P\ﬂ-aaoray wenn x Ly Sill- xyli®= e + hy0®

Del. Eine Basis ist or-u\o&onal, wenn <b, b )=0 [Gr alle
b,’*bk.Wevm alle Basisvekloren Linae A haben is}
sie orthonormal .

S.6.4. Sei {b,,....b, § eine Orthonormolbasis und x€V aiu:
= Ly <y, X7bye 2 5, = <by,x?

S.6.5. Parsevalsche Formel: aus %,=<by, %, , N, ={by, XDy
flat oy =2 5k = 5 N e

Dh. wenn die Basis in V orthonormal ist a;ll-
SPin V = eukl. SP in E“.
=2 Ml = Negllgn , 4.(x¥), = A5 En, xly @ €ln

Al 9 Gram- Schmid} - Orl\\onormalisl‘emnasver{»okren
* b4 = ayrlﬂq Ilv
oy = ak—Z'j;l <b‘,-,ak>v~b'
obK = bK/“'Bk"v
S.6.6 Nach k-SchriHen sind {byi-1 bt paarweise

orkhonormal. Wean {o,,..,a,3 cine Bosis von

Vst ist {b, ., bn} avech eine.
=> Jeder VR mit dim VR ¢ 0 hal eine O rthonormalbasis.

Def. U™ it das orlhogonale Komplement vom UR. U
ueut=v.

$.6.9. Fir ecine komplete mxn Makrix mil Rang r gilt:
NAY = RAYE" - N(A)=RA) <E"
-NA)ORW)=F" -NA)oR@A)=E"
dimRA)=r -dimN(@A)=n-r
dimRA)=r dim N&)= m-r
Das sind die [undamentolen Unberraume .

For reele Malrizen kann A" mil AT erselzt
werden.

Basiswechsel und Koordina"enJ-rcms#ormalion
von Octhonormalbasen

Wir wollen von B nach &', wobei beides Orthonormal-
basen sind. Wir kannen b= Z, T bj schreiben ynd
echallen die Bosiswechselmatix T "Da B,
orlhonormal sind ail’c T=TH,

Doher ailt €=T¢' und ‘El'-‘TH . Zudem st B=BT
wnd B =83T'§, wolzi alle Malrizen Eii&r/oflhoaonal sind.

S.640. Die Trans{ormu-honsmalvix einer Basis-‘ransforma-lu'on
zwischen  Orlhonormal basen ish unitar {orlhoaonal.

K.642. (X,\I7V= ‘-?Hyl= (‘f,yl) =<‘-§I'yi) =¢g’“y1'
=T s lﬁnaen- und winkelireu.
F S
x€X_4 > Y . A-SBT"
“"J/ Tkx R “Y”kv B= S"AT
'geE“ »nek Wean F: X=X, 3311-:
i, Ll e
' n B Em B=T AT
Sel >n€ 2 A,B sind Hermitesch|

reel-sy medrisch
Orth ogonale [unitare Abbild ungen

'Def. Eine lineare Ahbilduns F:X—=Y ist unilar/orlhaaonal
falls: CFE) Flw)dy =< Wik .

S.643. 4. Fis Lanaen-‘reulisomelrisck NF@N = lvily
2. Fisd winkellrev: vilw & Fl) L F(w)
3. kerF= 0%, Fis ]r\')eu-;v
Falls n=dim X=dimY< e :
Y. Fisl ein |somorphismus

5. {B,,..-.b.,} Orlhonormalbasis von X
& {F(b4)l""F(b,\)} Orihonormalbasis von Y

6. F st unitor /ofl-hadoual.
7 Die Abb;\dunssma¥r3x Al unilar/arlhosonal.

Leqs)r Squares Methode |
Sei Ax=b ein Uberbestimmles LGS (mehr Gleichungen

als Variablen). Da es keine Lssung qibt, wollen wir es
so |5sen, dass llAx-bll; masl.'chs klein ist.

Dh. wir suchen x*= argmin "Ax-b“i , dies ist der Fall,
wenn Ax-b senkrecht  *¢E" zur Hyperebene R(A) steht-

Def. Die Normalgleichung AAx=A"b  kann benvhet werden

um solch ein LGS zu (5sen.
Lemma. A“A ist reaolar & Run\ef n

'De{. Wenn Ron3A=n, so ist A'= (A"AY‘AH die
Psevdoinverse von A, d.h. A'A=T,

Delerminanten |
Die Delerminanten {Gr Malrizen der Grasse 4,2,3 sind

egeben dorch:
J det(are) = ayy del(“*“ e ) = Q4q0q5= 042024

d24 Q2
O44 G4z Q43
de"' Q24 Q7 Q23

Q34 Q32 033

044022033 % 024935 A3
= +0349420237 043095, %39
= 042024033~ Q4023 Q33

'De{. Die Delerminante einer quad. Mokrin A st

del A/: :%—s" 5\3{(9) "O4pia) " +++* O pim)

del A=0 & Aisl singular
del A70 & Aisl resular

Wich«use Eisenscha]uen K.840 Gil} auch .(:cv Spa”e slold Zeile
$.8.3. i) deH) ish linear in jeder Zeile

u.u,,j:{sw., = o uq, +6: Wl.
i) bei Zeilenvertauschung wechselt de}(A) das Vorzeichen
i) de}(I)=1

iv) hal A eine Nullzeile so is} de}(A)=0
v) de-l(luA) = 4" de}(4)
vi) hat A zwei gleiche Zeilen isk del(A)=0

vii) addiert man zv einer Zeile ein Vielfaches einer
anderen ander} sich ded (A) nicht

viii) ist A eine 'D;asonalmalrix, so ish del(A)='W;:1 a;;
ix) is Aeine Dreiecksmalrix, so ist ded(A)=Thry a;;

S.8.5. Wenden wir Gauss auF A an aill-:
de}(A) = (-4)v' Trk':4 ek

S.8M.

V= Ze'\\envev-‘-aust.hun en

Tuk = Diqaomlelo.mmle der REF

®




S. 8.3 del(AR) = del(A)- del(B)
K88 Aisl reaular = deb(4”) = d;;_(ﬂ
$.8.9. del(AT)=del(A) und del(A")= del (A)

Falls ded(A)#0 s} F eine bn'\ield-?ve Abbi\dnms.

'De-\-erminun-\e von  Blockmalrizen

det |2 ; = del (A)- dek (8)

(o]

E&enwer-le und Eisenveld-oren |
'De{‘ Eine Zahl A€ E" heiss} Eiaenwer-‘- der linearen

Abb. F: X =X, {alls es veV,v#0 gibl, so dass F(v) =xv.

Solch ginen Vekdor nennd man Eiaenvek%r.

Die /‘lenae aller EV die zv A Geharen bilden einen
U.R. E) = {VEV l F{v)='k\l} .

Def. Die Henge aller EW von F heisst Spektrum von F.
Def. € €E"iskein EVvon,iff As=25.

L.34. Eine lin. Abb. F und ihre Mahixdars‘e“uns, haben die
leichen EW und die EV sind Gber die Koordinalen-
abbildung k, verbunden.

L392. 7\ istein EW, iff ker(A-')\l) nicht nor avs dem AV
besleh} (sinaulir). Eq = ker(A-2T).

Def. Die geome}r;sche Vielfachheit von N entspricht
dimE,.

Def. Das charakleriskische Polynom isk definiert durch
X (3) = deb (A-2I). Wobei MNp(A)=0, die char.

Gle‘c\nun& ist. o
Chae. Polynom von AeR
2, (\) = N - Spur(A) 2 +det A

Def. Die Summe der 'DGmSona\e\emenJce einer Malrix A
nennt man Spor A od. A,

Z;:o A; = Spor und T2 N\i = Delerminanle

S.95 N€E istein EWven A€E &7 N eine NS von X,
&E72°N eine Lasung der char. G\eic\wns.

LA Xa0) = (NN + )" Spor AN x v deb A2
= a" ) 'x\ )’I-d

+ 4.t 0y N

%n.4

Def. Die alaebraische \[ie\{oc\r\heﬂ- eines EW W ist die
Viefach heit van N als NS von M5(R) (Sber €).

S.913. |3eom. Viel. & o\a.VieLl
Bei Scl'liestmelrisclnen Makrizen (AT= -A) sind alle

EW enlweder 0 oder imoﬂinir.

EW und EV finden
i) Beslimme das char. Polynom %4 (2)= del(A-2T)
it) Bestimme die Nullstellen A4, %, ,.. 2, von %4. EW

) For jedes Ay beskimme die Menge an LSsungen
foe "(ANI)x=0. EV

S.9F. For Ghnliche Mobrizen A und C (c= T:qAT)
85“': 'aleickes char. Polynom

'S\Gic‘ne Spur
‘a\dche Delerminanle
: G\eid\e E?annwerle

S.944. EV zv verschiedenen EW sind  linear unak‘\andis .
2 mox. n=dim V verschiedene EW.

Sei X ein EW von A, so isk 3*°ein EW von A

AcE™ A Heemidesch (AM =A):
* posihiv deFinﬂ-= Vx, x40 qilb xHAx >0

* posiiv semide{inih ¥x S}H *MAx > 0

_Spel(mlral- / Ei_senwerl- zer\e&uggj

Wenn E"eine Basis aus EV von A€ E™" besitet,
so ist A ahnlich zu einer 'Dio.sonal.ma-‘r(x MN:

et = () (.0 SVAV
R R
\

Vorroussel-zunj {Q Monalisferbarke{h
* char. Polynom zer{i“l kompleH in Lineor{ouoten
. Seom.V;cl. = ola. Viel. {Ur \'lee\en Ew

Eine Makrix A ist nur dann Gber R d{aaonahsierbar,
wenn alle EW reel sind.

$.9.14. Aec™ isl d(odonull'sier bar &> a(J.V-'cl. = geom. Viel.

§.945. Spekiralsatz: Sei A6€™" Hermidesch: A"=A

i) alle EW sind reel

i) die EV sind poorweise mﬁ‘&

iii) es 3'.5\ eine orlhonormale 'Eosis aus EV

iv) {.ar die unitare Malrix U gilk:

ufAu= A

K.946. Dies Biu- alles avch {Gr reel- symmetrische Matrizen,
De{. A ist normal wenn AHA=AAH =2 dioaomlisinrbar

durch eine unitare Malrix.

Sinsu\arwer-‘s zer\esoggj

SVD exishiecd {C’r jede. Makrix. A'A ist immer

Hermilesch und positive defimit. Dh. es exishierd eine
Spekiralzerle qung

2 AMAV=VA —5 AAV, =V, 22
= VOAAV, = Z.
=(Z, WA AV Z)=1
—
= u;‘ = ur

Del. Far Jede Maleix A existier} eine SVD, so dass
U,V “unlar wnd T d-‘ojonul ish, Zish posibiv A

A= UZV"| wobei
AAY = UZ2UY, A'A=V EXVY und AM=VEUM
Def. Falls A inverkierbac ist, gt K'=vZ UM,

0430, 3..20,20,,,5.20,=0

Far Rana= r s\“-

* {ud,---: Ur} : Basis von Im A= 'R(A) }Unl{s Sinaq\&r
. {uf-b1g"'lum} : Basis  von  Kee A= N(AY) | vekloren

. {v‘.,...,v.—} : Basis von Im AH= 'R(AH)
* {Veerma¥n &7 Basis von  Ker A = N(A)

rechls sinai\or

Veh"oren

De{. Bei einer Se‘bs-\-qkb\'lduv\s sz
A=UzZv¥= VYV UZV" = VREZVH
R LSkalu’erun der
Houplognsen

®

Rolalion Ispn‘ese\v "9



Least Squares mit SVD

“Ax—b“;'_ = "ZVV’HE-

"b
Y c

Ub

Iz = WZy-ell;

x*= VZ U = Lsg, hier insle 2-Norm (y*= Z¥U"b)
Webei Z'die Pseudoinverse von Z isl, daher Sill— avch

At=NZ'u,
SVD berechnen
1. Sesuch-l- sind U,Z,V

2. AMA=VZ"ZV"ind
EW f;ndeu.
= gibt =

3. (A"A-2I)x=0 lssen
um EV zu]tfmlcn und
diese normieren
D qbl V

J

Y, AV=UTZ nach U
(Gsen mit AVZ'=u.

Allemaliv: U= AV mit normali-

sierfen  Spallen.

SEM. U, zu U mi} Grom-

Schmidd

463
AA-(i )
del(AA-AT) = W= 400 + 4600

= (A-20)(»-80)
= 'Aq =20 ')v,_= &0 s e
(A'A-20I)x=0 = V;=(-4), Va= (4/ @

(AR-80T)x=0 = G=(3), v= (Y=

_[AIAe* =34 A 0
(2 2] ==(F8)

AV= (4@ -1 Ao,z
27T T

=UET= % %\ [um O
IR IACKAS

QR- Zerlosu_ngj
Eine Matrix A kamn o\arﬂes-le”-l- werden als

A= QR wobei @ eine orthogonale Maleix
und R eine obere Dieiecksmalrix isl.

Di Z. [ n “ IJUL nn > d
R:%Azcnfa\:ﬂ 1S1 ewnde! j we m2>n un

QR- Zerleaung berechnen
NJ J

® Gram- Schmid} avf den Spau&'n von A =2 Q
® R=QTA lagsen um R zu erhallen
Lda Q cr%osona'-
Alternaliv: R= ‘Maq = “01“
‘e T €91 ak>
e Mg

Least -Squares mi} QR- Z.erlejung

Normal \e;olnun : ATAx = AT
TN v aR)x Z@xie
TQ aRx =R'Q" b
RR x =%'Q"b
Rx Q'b

Ex. QR~Z.erle30n3 (Ev\den

2 3 z
() el

= /3
3
A

T kann durch H
erselzd werden

<—ein(ach zv |osen

:Trons{‘ormoliommalrix -‘-'\';r

Basiswechsel

: A\)b\ldo

_ nasmalrix von F bez
Qiner Bugs_

Uaﬁcb



Mulliple-Choice

,_/Menge von Vekloren
'Sei SeV ond W ein Unlerraum von V.
Falls ScW dann 3;“ span S e W.

X' V4, v,,vy Sind paarweise |.u. wemn fv,, v
va, v3 und gv,,v,g b.u. sind. ol
- Die Henje Va, V3, V38 s} L

% Sei BeE™" wd CEE™ so kamn BC Ranq 3

haben
- Sei DeEbl, dim(kcr0)=2 nur wenn D= 33).

x-Seien v, und v, EV von A, so ist v,+v, auch

ein EV.

* + Sei @ vnidar und A€ IF"“, so is} del GA=del A
L |del Q|=41 de} QA =2 del A komm} ovf die

grasse von Q on.

~Wenn A" inverdierbar ish . is) A3 auch inverhierbar.
L ded(A*)# 0 =2 del(A)#0 => del(A®)+0

- Falls A r_eaul_ar und AZ=A, dann A=1

* * Far x,Y,2 linear obhangia aqill x=cxy+f-z.
L kann sein dass nur %g lgear akhEr\ij:‘jB sind

‘Ene Makix AeR™" mit n verschiedenen EW hot

2™ normierle Ei#enw"lzerle uneg en.
L 2" da wir n-Mal das Vorzeichen andern konnen

. ‘\J‘\[em :-}'LB,'QP S[F;m und Pinvecdiechar mi /‘&"PBP-",
ann det A =de

NXN

*Fols AeE und XA()\) = ()\- 4)n +7 st A inverierbar
* Falls A und A €E™" und A? regular, is) A* inverdiechar

X Falls N\, mtv ond N, md w, so ist N+), ein
EW md EV vew.

Sei A eine 2x3 Moliix mit EW 4,-1 wnd 0, so
isd deb(T+A®)=2 U, da W+4=2,)7+4:2 2°+1=4

Die Dimension des Unlerraums aller sclxie]f.cyme«lrisch
reelen 3x3 Malrizen isd:
X 6

x+ .3 X. 9

Sei AeR™ mit EW 2, ) ohs.

o A st o\iaaonn\(sierbav wenn alle EW verschieden
sind.
X « FRalls A diascmalisierbar is}, missen alle EW
verschieden sein.
X - A sl d\'asona\isierbar, wean A 3 EV hai.
L EV mussien b.u. sein
“Falls N,=2, \,=-2, \s=1 und B=A*-3A" dann is}
R diagonalisier bar.
X * Falls EP=PD ud D eine Dinaonulmairix, dann
sind die Spallen von P EV vom A.
Y nur wenn die EW ven A die 'Dn'oaoncl@ von D bilden

Ce: Aesz"‘ vnd be Rz. Nehmen wic an es exislier}

eine L'osuc\d zo Ax=b.

* Ax=b hal immer o LBsunaen
L min. 4 .Fm'e Voriable
X+ Die Laswasmenﬂe zv Ax=b bide! eine Gerade
in 3D. _
1> kann avch Ebene sein, 1. od. 2 [reie Variablen
* Geomelrisch en-‘-sprich-l- Ax=b dem schneiden
von 2 Ebemen ja 3D.

Selen A B e R™" mil AB= -BA:
- de}(AR) = de} (-BA)
x - dek(A)-ded(B) = - del(A)-del(8)

> nur wenn N ungerade

X . Enlweder A oder B ha! eine 0-Delerminanle
X - Aund B missen s’msu\&r sein
X - ABx=0 hal eine Schar von LEsunaen

* ABx=c koamn mehrere, eine und keine LBSvnﬂ
haben, wenn ceR? c#0.

x - Eg si\\ zwinﬂend A=0 oder R=0.

Set AeR™" mil L. Spa“-en umd A= Q,R,,
A’Q-,_Rz 2wes Q2~Zorlesun3en von A.

X "Roms 'R4= m - Q) Q, st o(-“\o&onol.
. Romg Rf n . QI Qz st eine 0. Dreiecksm.
X. Ran:\ R,=m ‘Q'Qz s} eine . Dreiecksm.

‘A Q, ist Te,ﬂu\af X-QLQ,

: 'Rcma R.,.: n

ish eine 'D"':j- malrix.

=1

Seien ABER™, Bish reqular wnd B-QR.

X- }’ ar - R, X = ||AX|\2 . is} eine Norm in ,Rn.
“Wenn Ak so dass A inverlierbar, so is} A nichl

inverHerbar.
Ve eR, 1 Ax]|, ¢ AN, lIll,
x-del B = del R
-8, =1RI,
g =R, x> laxl,
X+ AR sl reaular, aber BA nicht unLedinaJ
x- [lABll, < lIA\i‘z

Welche der Fo enden Avssagen sbee AcE™"

sind Im (-\\lsem then wahr.

cimA = im 2A + ker A = ker 2A
o imA = im A %+ kee A = ker A
X+ mA T im (A*I) %+ kee A = ker(A-tl)
"'imA=imAT %-kerA=ke(AT

Sei AeR™" symmelrisch wnd posidiv de{lnﬂ-.Aussero\em
seien N\, ..., Ny die EW zu EV vy, v,

X+ A" had wmin. 4 EV mil shikh posibiven Imoginarheil
- Es 3';\4 % 20 fur dlle j= 4..ym
%+ A hot min. 4 EW mit geom. Viel. < alg. Viel.
%:Die EW sind poarweise verschieden, d-h. \;#X\; , falls i4;

* Es gibl positive relle Zahlen w >0, so dass
vTAg 2NV for olle v eR™

®



Sons-“se Aquolben I

Sei V=1%_(R) und V= R3s0 da (Pt
lmdc. emﬁ gasus voan so d‘moq,ss'q P (p‘&
q’=(:j‘l 2 2) LZGI- Slanard basts.
Wie suchen bﬂlbllb So dass

by(-1)=4 b,(0)=0 b,(1)=0

by(-4)= 0 byl(0)=1 by()=0

by(-1)=0 bs(0)=0 by(1)=+

ecfillt werden. Es sind immer zwei Nullslellen, dami}
konnen wir {aaonde Palynome konsdruieren.

b (‘)- 2Z2°'X" (x 4)
b (x) 4 (x-1)(x+1)

b3 )( ="7:')( (X+4)

pol noms orm o
! ¢ (x -0&(15;5)
NS

)

Geaeben sei die Abbilden F: P,—=> %, o) = d'(»
und~ die Basis {x+4, x-4,%*'}. Gesuht ist die
A\abuldunssmalru D.

Wi verwenden das Kochrezeplﬂ

F(x+4) = 1 2 % 4

F(x-1) =1 D=<.‘i i’ 1>

F(x*) =2x 0, 0 ©
Vekior der F(x+1)

besc}\mb\-

Berechnen Sie [Gr  F(A)=A- (';_3‘) die Abb. mateix
bezua\u:h der Rasis B~ {_(‘},°) (° (40),(,4)}

F(b*i) = LAM oo)- 1 l>4+2.1;l
F(by) = byM=(53)= 2-b,+1,
F(bs) = by M= (°°) - by+1by
Fby = byM=(32)= 4-by+2by
Somid echallen wic die Koordinalen o“)ildunat

i

ANnoOO
NAO O

CON A
ocoAE

Beshimme die Menﬂe Pz mit p(l)‘—'a und p‘(2)=0
px) = ax*+bx +c p'(x) = 2ax + b

75866

(uauss - Elimination lie{.efi °L’o = (_t‘:‘)}
A

Seu HCR Szmme-‘nse') und PO&I"I\I deéum-‘ E'm sP st
definedt als <x,yr7y = XTMy. Schreibe einen
Avsdruel {»w X, So dass [IAx- HIK minimierd is).

4. NA-bII}, = (Ax-b)'M (Ax-b)
2. (Ax-bJ VAVT(Ax-b) | da M=VAVT
3 (Ax-b) vssT\F(Ax ) |A=5S5 whbi S=IK
= (STVT(Ax- b)) (sTv" (Ax-b))
=l ¢T\T, T\
=l Cx -dli;
x= (CC)"CA_[da CCx=Cd
((s'v™a) (sT\FA)) (S"VTA) (STVb)
(ATvssTVA) (ATSVVTSTD)
(ATHMAY" (A™Mb)

X

die klein_s-le
=C- s-d, wobei

Geke Sie die Normalglei l\un or
Dvsl-o:z von S[-I) aoib-l-a sunl; Sh(%{

a,b,c,
Glmckons a+tb-c-s'd=0 % (b d)- () (c-a)
Normal&lelchund- (b -d) (b d) ( ) (b J) (C o~)

- (h 7) ©) - ()

Geﬂen so ein SP Gber R". ‘De]cinieren Sie
AeR™" so dass <x,y> = xTAy

Die Malrix gele! sich avs dem SP der Einheilsveldcren
Zvsammen.
A'\l =Le;, e

Mith; ‘][e der Linearilad und Symmelrie des SP auu

¢x,yr = <Zx e.,Zy e > Z\/,Zx <e;,e; >
-XTA\/

Charaklerisieren Sie die Menge der Malrizen A die

ein SP xXTAy definieren.

Die Moldix muss symmeleisch und  posilive definit sein.
4. TA(yaz) = TAY + Tz

2. Ay (A = yTATx = yTAX

3. xTAx >0 | per d4 posifive o\efiv\]-\-

Welche 'Bedmaunj

Spall Sg meme

muss M er-fu"en domil |l\re
Ordhonormal basis bza\ SP mit

Fuf mi,m: von M muss ellm m-TAm‘ =8;._
Daravs ora-g} sich MTAM-= '@ ! J J



Geomekrische Inlerpretation|

Skalarprodukt
7 X Flache der 'Pro\"elll;on
' vnd y: <X, 2
>i' N LEnSe der ‘Pra\')e klion :
"/// 7 x5 /iy
, ' Veklor der pro\')el(l]onﬁ
-~ X,y

Ax=b
Wic kannen Ax=b darslellen als:

Uaa Xy * Uy Xp gt b, Xy T l’4
. .

Das Resulat XpZew ) XqTme enl-sPricH dem

nSchneiden” der einzelnen linearen Gleichunaen,
respekbiv ihrer 8eomel-risnhen Inferpretation.

Dislance

g Xn + Lpy Apg e b Ryt Xy

,°Q In_R® bilden wir
jﬂ//)/ﬂ? au{- n ab
/ 7 _
3 R llgP xd Il
P d il
p b 1 ‘R3 (bXd, P—G >
Ibxdll
] >

Kochrezeple |

Abbildunjsma-ln'x

éiiiiﬂ{oﬁa%?ndardbasis: F: (v,A) —=(w,8), v— F()

® Rerechne F(O.') {Fr i=4..n

© Eclele KO (rb) - Fo)

Aligemeiner Fall:
0) ﬁ:il:i;:be Floi), i=4,in in Koordinalen von B, dass
Flai) = Z,'-n« y;b;
@ Erslelle M (F)= (Fo).-, Flay)
'Bsp. G: %> Py, pe) > 2p(x)+1

Gt sk . foe A Lot cot,] nd

L550n3= G bzd\. Standartbasis S: (g:) — <Z:4+4)
A-{6).6). 6)) ‘
B={(), ()3

G(a4)= (Za*:) = (E)S For alle a machen
rqibl lLen von
< TR 63) @) (), [T

mlsqmeine Formeln|

M i“emack-\s{orm&[ X

-b*4t*-Uac

2o

Kreiss\eiclwv\3= (x- Xo)t"' (v- Yo)"-: r*

Sin[Cos: cos(xty)= cas(x) cos(y) ¥ sinlx)-sin(y)
sin (x2y)= sin (x) cos(y) £ cos(x)-sin(y)

Summen: Ziq i = Ar2., . +ns 22

deg | rad | sin | cos |tan |cot
ol o (o [4]0 |um
Sl AR REARARE
HEACIIEE
60°| %5 |22 |4 |3 |5
90° [T | 4 | o [un] O
20 2% |5 |4 | R T
a3 2% |2 =] [
150°|S% | Yo |2 |73 |-
120°| v | 0 |- | 0 |un.




Beweise |

Sei QeR™" eine orthogonale Matrix. Ze(sen Sie,
dass 1 @xll, = NxN,.

Haxh =<ax,Qx) = (ax)T(ax) = x'Q@'Q x = "I x
= x"x =<x, x2=\«N} p

Zeige doss wenn )\ ein EW von AB is}, N auch
ein "EW von BA i}, wenn A und B quadm\»isck sind.

Wir wollen zeigen, doss vy exishiert , so dass BAy=)y.
Wic wahlen Bx =y.

SA\! = BABx = B(\x) = A (Bx) = )\\/

Sei AeR™" odhoﬂ;""l ond n unsem&e. Zeigen Sie
dass enlweder AT oder A+T sinau\ﬁr ist. Wenn beides
mEsl.‘ch st aeben Sie ein Bsp.

(Atl)x = Axtx=0 = Ax=2%x=x.
=2 A hal EW N=24, Do A orlho ((:"Se,‘"j“eu)

Sei AeR™ symelrisch und IGJRM",
{7« das LGS: (A)x= 54)

wil by

eine Malrix Q@ exisliert und n -Wede d , so dass
die least -Squares Lasunj w:o‘da-l- avssieh} :
A

Q- (a_:o )Q (Ab,+wb,)

zeiae, dass

Normolgleichung:  (A*+w*1)x = (Ab,+ wb, )
Aish diagpnolidecbar: A= @A QA= QN Q
Einseleen: A *w'I=QAQ+ Q'W1Q

= (KewI) = @ <i“'*'~‘ ) Q'

> -Q" (i_° )a (Ab,+ wh,)

O

Sei MeE™ S\,mme-\-rischl so dass x€R", x +0 qilt
dass x"Mx >0. Zeige doss <x,yoy = xTHy ein SP N,

Lineordat im 2len Fakior:
X0y 427y = M(xy+z)= w(THy + XMz =wex,yy, + <X,2 %,
Symmeh"v
<X, Yo XMy = (xTH\,)T= Yy H' = Y MK = ¢y 0
da M und die 4x1 Molrix *KTHy Symmdn'sclw sind.
Posthv de‘[inflﬂ
<X, X = X Mx > 0
<X, X2 = X'Mx =0 &2 x=0

do M Posil-'v o\e.(l'm'l- st O

Zeiaa dass  Vx,y ”x-ry"z-rllx-~,||1=2(llx”"+ll\/ll")

3 2z
x4y ™ +lx-glI* = <xey, x4y, + cx-y, x-y>,
<Xty, X2+ LXAY, Y oAb LXKy, X =KX=, Y2,

X X4y 2+ LY, X4Yyd +H LXK, X-Y Yy~ LY, X=Y Yy

= 'Z.Zx,xk-‘ 2evydy = ?.(llxll1+ "Y"z)

Sei V= P,.[o'ﬂ der Raum der Polynome von Grad <n
Gber den Intervall [o,4]. Zeigen Sie dass kein SP

exishect doss die co-Norm induziert.

0 -Norm:
o Tihe )

Wic zeigen dies mil einem Gesenbeispicl, wir wahlen
x({)= 4% und y@H)= 1-4%

e Il lx=y I # 2002 + Iyl )
IR -R2 ey & 2(05+14-312)
/I'Z_'_,I'l + 2(42_'_12)
2+ Yy

Geoeben sei A=VAN' und 7(4)=a, A"+ .+a,A.
Z.e%een Sie dass Ir(A)=V dioj(ﬂ'(m),...., () VT

AVAYV  waler alu- YN [.%Al = V(«./\K*ﬁ./\.‘) '
Fore ein be\iebiaes (A ai\l dami :
0 A+ ta,A= a VA VT+.. a,VAVT

V(ia, A'+...+a, A) VT
v (d;"J (’T(Ad)l et ﬂ-&n)) VT

Zeise dass wenn xGKQr(ATA) am, avch  xé€Ker (A) ai”-.

A'Ax=0  oder AAx=0& Ay =0
WATAx =0 y€R(A) wnd y eN(A*)
(Ax)'Ax = 0 = y € R(A) n A[AY)

IAxI* =0 = ye{c} = xeker(A)
=7 X €Ker(A)

Sei MeR™" ynd Ce(—. Zei‘jen Ste, dass {’Jr
\‘]eder EW N von M, M+c ein EW Vvon M+c T is+.

Mx = Nx = (M+C1)x=Mx+cx
=\ +cX
=()\*c)x

Som;l' st Nic ein EW von Mscl.

Oﬂﬂl.
ik hoben alle EV den Kompledin Belro
Do komplexe EW immer aveh komplex- konjueriert vor-
kommen und n unqerade ; muss ein reeler A=z A4
exishieren, =7 ke AY'T nichd drivial.

=2 AxT sl sinsulir. Ese. A=<g9' ‘03 )

0 0-1

Ser AeC™™ mit m>n und Ron
Zeijm Sie doss AMAx=A"b immer o LFsunaen hal.

A(Ax-b)=0 =2 Ax-b € N[AY)
Sake. 6.9 C”=N£A“)®1§(A) = b=b,+b,

b sl
- “n b

|nsaesam-]- AH(Axb-b)= - A% n=0

Do Nong Atn  umd nem ist ker AMA
und daher GEH es oo LEsunsen.

Ae¢n uwd bed".

= Axb-b =-b,

nicht hivial

Geaeben sei eine Blockmolrix
dod)

AS . .
1 Si (
d@;@g)= de«‘(A)'de-l-(C). (0 C)/ 44 Sen [

Wir schen, dass nor die Permolationen p(‘l),...,P(m)

Qinen Beilvoﬂ (eislen. Die relevanien Permulationen sind

Von der Form

(/’,--., m/' m+4, ceaey '\)'_7 (94(4)""/ A(-“); m+Pc(4)l--'lPL("-m))
M PAeSml P€ Sn-m und S;S"P: SEJ"PA'SB"P;

ABY _ . .
de-'-(o c) = Eﬁ S19np, " Signp. - A1) - °M,pAL-\) X
P €Sn-m
(3 c"lpcl") ees C"'"‘.fco‘"")

=Z sian

PASSm

chsn-;nsmn%- C4ypa) " Cnemype(a-m)

=det A - ded C

A’ %4, ‘,A{,,) e o"‘: Pal) X




Sei Ae€™" Rang A=4  Sour A% 0. Zeige
Sie, dass A A!IOGOHD‘;S;"bOf is'-l-. pur lﬂ !

Wir wissen, dass wenn n241 und Rong A= 1, es
einen EW 0 mi} n-4 Seomexrischer Viel{»ac‘\heﬂ SEH.
Die o\a. Viel{ac“\ei-l- muss > Sein.

= ""AO‘) = ()\—0)“.4 (b- X*c) bceR
Wir sehen c= Spor A (-4)"-4. Do Syvr %0, muss

es einen weileren EW#0 qeben, mit qeom. Viellochheit
4. Daml haben wic n (V. EV und somit isl A
diojonalisierlsor.

x 0 a b
S AR As(% G )
b -c O
Zewen Sie, dass A hur Gber R diajonalfsiwbar isd,
{olﬁj SiH- a=b=c=0.

Damit Avber R dn'c:lonalfsietLor isd, muss Se”em

+ %, zerfald kompleH in Linear.{auoren ober R
keine komplexe Aullslellen.

* geom. Viel. = alg. Viel, d.h. Gberprﬁfen ob
dim der einzﬂnen Eigenréume E, = vie\{achheit
der Nullslelle.

)= A (696542) = 3,20 TS

Nur or a=\>=c=0 e,xlslie(-l- ein \2'35"2, bzw.
nor  donn zoxfalll- X, in Linearfalc\-oren vber R.

Gegeben sei A=VAN™" Nchmen wir on es qibl
ein?n dominonlen EW A (A N2 IND). Mt eindm
zu{.«':llisen ap vnd dem MNecolionscheild:

0= AQK.A

k "A“k-4”
Zeiﬁen Sie dess nach Sehﬁ\cjeno\ Herolionen 0, ein EV
2wV Ny st

a,=Vb=ib;v; =7 '6k=Akil>;v;=iz4b;>\:‘v;
Wie klammer Ny aus @ = }\f(b,‘-v,‘ +Zlb;(:—l)l§/;)
Esﬂ.'“ %:L;, |li|</1 k(d“- >‘47 \i) ond
}‘;_V:lw (lli‘=0. D)\ &'k= >\4">4'VA F?ar k = oo,

o = )\:k’!’i. Va

. Y : i
k- KD vl - & Tl wobei cel, |c]=1.

Also st 0y Cin normietdec EV zu \,.
Funkbionierk mor wean b, 0.

Good Luck & ¢
You can do lhis!






