Wahrscheinlichkeit und Statistik

by dcamenisch

Grundbegriffe

Wir definieren einen Wahrscheinlichkeitsraum als das Tupel (Q, F,P):

7

Der Grundraum 2 ist eine nicht leere Menge, wobei w € 2 ein
Elementarereignis ist.

Eine Sigma-Algebra F C P(Q2) erfiillt die Bedingungen:

1. Qe F

2. AcF=>A%cF

3. A1, Az,... e F=>UR2,AieF
Ein Wahrscheinlichkeitsmass P auf (2, F) ist eine Abbildung
P: F — [0,1], A — P[A], so dass:

1. P[] =1

2. P[A] =372, P[A;], falls A = |2, A;

Aus diesen Definitionen ergeben sich folgende niitzliche Eigenschaften:
1. e F
2. A1, Az, € F=>N2,AieF
3. ABeF=AUBEcF
4. ABe F=ANBecF
und
1. P[0] =0
2. P[A®] =1 — P[4]
3. P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B]
Daraus ergibt sich, dass wenn Aj, ..., A,, paarweise disjunkt sind:

P[A; U...U A,] = P[A1] + ... + P[A,]

Satz. Monotonie: Seien A, B € F dann gilt
A C B = P[A] < P[B]
Satz. Union Bound: Seien A;, As, ... € F dann gilt

Pl Ai] <D PlA]

i=1 i=1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit A, B € F und P[B] > 0.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert als:

P[AN B]
PB]

Satz. Totale Wahrscheinlichkeit: Sei Aq,..., A,, € F eine Partition
von  mit P[A;] > 0 fiir alle 1 < i < n. Dann gilt:

P[A|B] = , wobei P[A N B] = P[A| B]P[B]

VB e F. PB]= iu»[Bmi] - P[A;]

=1

Satz. Formel von Bayes: Sei A4, ..., A, € F eine Partition von Q mit
P[A;] > 0 fir alle 1 < 7 < n. Fir jedes B € F mit P[B] > 0 gilt:

P[B[A;] - P[As]
2 k=1 P[BlAg] - P[Ag]

Vi=1,..,n. P[A;|B]=

Unabhéangigkeit

Zwei Ereignisse A, B € F sind unabhéngig falls gilt:
P[A N B] = P[A] - P[B] woraus folgt P[A|B] = P[A]

Daraus folgt, dass wenn A € {0, 1} zu jedem Ereignis B unabhéngig ist.
Weiter gilt, wenn A, B unabhéngig sind, so miissen auch A, BE
unabhéngig sein.

Wir kénnen Unabhéngigkeit auch fiir mehr als zwei Ereignisse definieren.

Seien Ay, ..., A, € F, so sind die Ereignisse unabhéangig falls gilt:
VIC{1,...,n}. P[[)A]=]]PlA]
i€l i€l
Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung X : Q — R, wobei Q2
die Ereignismenge eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, F,P) ist.

VreR {weQ|X(w)<z}eF.

Hierbei schreiben wir oftmals nur X.

Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion ist die Abbildung Fx : R +— [0, 1] definiert
durch:
Vz € R, Fx(z) =P[X < z]

Satz. Aus a < b folgt:
Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a)
Die Verteilungsfunktion F' hat folgende Eigenschaften:
1. F ist monoton wachsend
2. F ist rechtsstetig, d.h. lim;_,o F(z + t) = F(x).

3. limyy oo Fx(z) =0 und limy o0 Fx(z) =1

Unabhéangigkeit von ZV

Die ZV X1, ..., X,, sind unabhéngig falls:

Vzi,...,Tn € R. IP[)<1 <zp, ..., Xn < wn] = ]P[Xl < wl] Ceeet P[Xn < xn]

Eine Folge von Zufallsvariablen X, X, ... ist:
1. unabhingig, falls Vn. Xj,..., X,, unabhéingig sind

2. unabhingig und identisch verteilt (uiv.), falls sie unabhéingig sind
und Vi, j. Fx, = Fx].

Transformation von ZV

Sei ¢ : R +— R und X ein Zufallsvariable, so ist
P(X)=poX
auch eine ZV. Seien X1, ...X,, ZV mit ¢ : R" — R, so ist
d(Xq, ...

1 Xn) =¢o(X1,..., Xn)

ebenfalls eine ZV.

Konstruktion einer ZV

Sei eine giiltige Verteilungsfunktion F'x gegeben, nun wollen wir eine
dazugehorige ZV X konstruieren. Dafiir brauchen wir:

Kolmogorov Theorem

3(Q, F,P) und 3X,, Xo,... ZV in (2, F,P) sodass X1, X2, ... uiv.
Bernoullivariablen mit p = 0.5 sind.

Sei X1, X5,... ~ Ber(1/2) eine unendliche Folge, dann ist

oo
U=> 27" X,

n=1
gleichverteilt auf [0, 1].

Aufgrund der Eigenschaften der Verteilungsfunktion F', wissen wir dass
eine eindeutige Inverse F~! existiert. wir kénnen die generalisierte
Inverse definieren als: Va € [0,1]. F~!(a) = inf{z € R | F(z) > a}

Sei nun F eine Verteilungsfunktion und U eine gleichverteilte ZV in [0, 1].
Dann besitzt X = F~1(U) genau die Verteilungsfunktion Fx = F.

Diskrete und Stetige ZV

Per Definition ist eine Verteilungsfunktion ist immer rechtsstetig, analog
dazu kénnen wir die Linksstetigkeit definieren:

F(z—) = lim F(z — t)
t—0
Jedoch ist F(z—) = F(x) nicht immer wahr, d.h. nicht jede
Verteilungsfunktion ist linksstetig.

Satz. Vz € R. F(z) — F(z—) = P[X = z]. Daraus lasst sich fiir stetige
ZV P[X = z] = 0 folgern.

Fast sichere Ereignisse

Ein Ereignis A € F tritt fast sicher (f.s.) ein, falls P[A] = 1. Seien X,Y
ZV, so schreiben wir: X <Y fs. ©PX <Y]=1.

Diskrete ZV

Eine ZV X heisst diskret, falls 3W C R endlich oder abzéhlbar
ist, so dass X € W f.s. Falls Q endlich oder abzédhlbar ist, dann
ist X immer diskret.

Die Verteilungsfunktion einer diskreten ZV ist definiert als:
F(z) =P[X <a]= > p(y)  Iy<a
yeWw
Die Gewichtsfunktion einer diskreten ZV ist definiert als:
Ve € W. p(xz) = P[X = z] wobei Z p(z) =1

zeEW
Diskrete Verteilungen

Bernoulli-Verteilung: Eine Bernoulli-Verteilte ZV kennt nur die
Ereignisse {0, 1}, wir schreiben auch X ~ Ber(p).

Binomialverteilung: Dies beschreibt die Wiederholung von
Bernoulli-Experimenten. Wir schreiben X ~ Bin(n, p).

Geometrische Verteilung: Eine Geometrische Verteilung beschriebt das
erste Auftreten eines Erfolges. Wir schreiben X ~ Geom(p).

Poisson-Verteilung: Diese Verteilung ist eine Anndherung an die
Binomialverteilung fiir grosse n und kleine p. Sie nimmt nur Werte in N
an. Wir schreiben X ~ Poisson(\).



Stetige ZV

Rechnen mit Erwartungswerten

Eine ZV X heisst stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion Fx wie
folgt geschrieben werden kann:

Vo €R. Fx(z)= /f f(y)dy

Hierbei ist f : R — R4 die Dichte von X. Fiir die Dichte gilt:

/f: fly)dy =1

Es gelten folgende Eigenschaften:
1. Pla<z <b =Pla<z<b]
2. PIX=2]=0
3. P[X € [a,b]] =P[X € (a,b)]

Stetige Verteilungen

Gleichverteilung: Dies beschreibt die Situation wobei jedes Ereignis die
gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Wir schreiben X ~ U([a, b]).

Exponentialverteilung: Dies ist das stetige Pendant zur Geometrischen
Verteilung. Wir schreiben X ~ Exp()).

Normalverteilung: Wir schreiben X ~ N(m, c?).

Standard Normalverteilung: N'(0,1). Weder fiir die zugehérige Dichte
¢(t) noch die Verteilungsfunktion ®(t) gibt es geschlossene Ausdriicke,
aber die Verteilung

2

t 1 t _s2
@(t):/_xw(s)dszﬁ/_oce 2
ist tabelliert, wobei gilt:
D(t) =1 — B(—t) bzw. &(—t) =1 — B(t)
Sei X ~ N(u,02), so ist X2 ~ N(0,1). Fiir Z ~ N(0,1) gilt:

]E[Z2] =1 und E[z“] =3

Erwartungswert

Sei X : Q — R4 eine ZV mit nicht-negativen Werten. Dann ist

E[X] = /000(1 — Fx(2))dz

der Erwartungswert von X.

Erwartungswert diskreter ZV

Sei X : Q — R eine diskrete ZV mit X € W f.s. Sei ¢ : R — R eine
Abbildung. Falls die Summe wohldefiniert ist, gilt:

E[¢(X)] = > é(x)-P[X =a]
zeW
Sei ¢ = id, gilt
E[X]= > = P[X =a]
zeW

Erwartungswert stetiger ZV

Sei X eine stetige ZV mit Dichtefunktion f. Sei ¢ : R +— R eine
Abbildung, sodass ¢(X) eine Zufallsvariable ist. Sofern das Integral
wohldefiniert ist, gilt:

E6(0)] = [ s@)f()de

Auch hier kénnen wir analog den Erwartungswert fiir ¢ = id definieren.

Seien X,Y : Q — R ZV mit A € R. Falls die Erwartungswerte
wohldefiniert sind, gilt:

E[A- X + Y] = X-E[X] + E[Y]

‘Wir nennen dies auch die Linearitidt des Erwartungswertes.

Falls zwei ZV X,Y unabhéingig sind, dann gilt auch:
E[X - Y] = E[X] - E[Y]
Dies gilt nicht fiir die Division, hier miissen wir wie folgt vorgehen
X 1
=[] -mu0-23]
Y Y

und dabei E[1/Y] individuell berechnen. Daraus ergibt sich dann die
folgende Eigenschaft:

Seien X1, ..., X,, diskrete ZV. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. Xi,..., X, sind unabhéngig
2. Fiir jedes ¢1 : R — R, ..., ¢, : R — R (messbar) beschrankt
gilt:
E[p1(X1) - ... - dn(Xn)] = E[¢1(X1)] - ... - E[pn(Xn)]

\

Extremwertformel

Sei X eine diskrete ZV mit Werten in N. Dann gilt folgende Identitéat,
auch Tailsum-Formel genannt (Achtung! n = 1):

E[X] = i P[X > n]

n=1

Sei X eine stetige ZV mit X > 0 f.s., dann gilt:

E[X] = /Uoc PX > zldz

Ungleichungen

Satz. Monotonie: Seien X,Y ZV sodass X <Y f.s. dann gilt
E[X] < E[Y].

.
Markov Ungleichung
Sei X eine ZV mit X > 0 f.s. dann gilt fiir jedes a > 0:

PIX > o < 22

Jensen Ungleichung

Sei X eine ZV und ¢ : R — R eine konvexe Funktion, dann gilt:
H(E[X]) < E[¢(X)]

Varianz

Sei X eine ZV sodass E[X?] < co. Die Varianz von X ist definiert durch
Var[X] = 0% = E[(X —m)?] = E[X?] — E[X]?

wobei m = E[X]. Dabei wird ocx auch die Standardabweichung von X
genannt und beschreibt die typische Distanz eines Wertes z € X zu E[X].

Chebychev Ungleichung
Sei X eine ZV sodass E[X?] < co. Dann gilt fiir jedes a > 0:

2
@5x
PIX —m| > o] < ZX

Satz.
1. Sei X ein ZV sodass E[X?] < oo und X € R:

Var[a - X 4 b] = a® - Var[X]

2. S=X1+4+ ...+ X,, wobei X1, ...
so gilt:

Kovarianz

Die Kovarianz kann verwendet werden, um die Abhéngigkeit zweier ZV
ZUu messen.

, X, paarweise unabhéngig sind,

Var[S] = Var[X;] + ... + Var[X,,]

Seien X,Y zwei ZV mit E[X?] < oo,E[Y?] < oo, dann ist die
Kovarianz zwischen X, Y definiert als:

Cov[X,Y] = E[X - Y] — E[X] - E[Y]

X, Y unabhéngig impliziert Cov[X, Y] = 0, aber nicht andersherum! Eine
Ausnahme ist die 2-dim Normalverteilung, hier gilt die Implikation in
beide Richtungen.

Gemeinsame Verteilungen

Diskrete gemeinsame Verteilungen

Seien X1, ..., X,, diskrete ZV mit X; € W, f.s. fir W; C R. Die
gemeinsame Verteilung (GV) von Xi,..., X, ist die Familie
p=P(T1,...,;Tn))zeWy,....xnew, definiert durch:

3 X = Ty

p(Z1, ..., Tn) = P[X1 = z1, ...

Daraus ergibt sich folgende Eigenschaft. Sei ¢ : R" — R, so ist

Z = ¢(X1,..., Xp) eine diskrete ZV mit Werten in W = ¢(W71 X ... X W,,)
und folgender Verteilung:
VzeW. PZ=z]= > P[X1 =21, ..., Xn = Tn]
x]EWq,...xn €Wp,
d(xy,...,wn)=2
Satz. Die Randverteilung gegeben durch:
Vz e W;. P[X; = 2] = Z P(T1, ooy i1, 2, Tig 1y eeey Tr)
T T 15T ] T
Satz. Der Erwartungswert definiert als:
E[p(X1, s X))l = D d(@1, s @0)  P(T15 0 )
T1,eenn
Satz. Folgenden Aussagen sind dquivalent:



1. Xq,...
2. Fir alle z1 € Wy, ...,z,, € W, gilt:

, X, sind unabhéngig

p($17~--737n) = p[Xl = 1:1] T ']P)[Xn = $n]

Stetige gemeinsame Verteilungen

-

Seien Xi,..., X, stetige ZV, so haben sie eine gemeinsame
Verteilung, falls eine Funktion f : R" — Ry existiert, die fiir
jedes a1, ...,an € R folgende Eigenschaft erfiillt:

@il an
PX; <ai,....,Xn < an) :/ / f(x@1, .o @n)dTy...dz)
— 0o — 00

Wir nennen f die gemeinsame Dichte.

Satz. Seien Xi,..., X, stetige ZV mit einer gemeinsamen Dicht f und
¢ : R™ +— R. Dann ist der Erwartungswert definiert als:

B0 on Xl = [ o [ 6@ ) (@1, n) o ey

Satz. Falls X;,..., X,, eine gemeinsame Dichte f besitzt. Dann ist die
Randverteilung:
re = [
(150 @i 1:Tj4 15 -@n ) ERMTL
flxy, @1, 2,Tiq1, .0y Tp )dTp.deiprde; 1 ...day
Satz. Seien Xi,..., X, stetige ZV mit Dichten fy, ..., f,, dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:
1. Xi,...
2. Xq,...

, X, sind unabhéngig

, X, sind stetig mit gemeinsamer Dichte:
f(z1,...,zn) = fi(z1) - oo - fr(zn)

3. Fir alle ¢1..., ¢y, : R — R gilt:

Blp1(21) - ... - dn(an)] = E[p1(z1)] - ... - E[dn (zn)]
Grenzwertsatze
Gegeben eine unendliche Sequenz an uiv. ZV X, X, ..., fiir jedes n

betrachten wir die Teilsumme S,, = X1 + ... + X,,.

Gesetz der grossen Zahlen
Sei E[| X1|] < oo und m = E[X], so gilt:

lim ———— """ —=m fs.

Da die ZV uiv. sind, gilt auch E[|X;|] < oo und m = E[X;] fiir alle 4.

Satz. Konvergenz in Verteilung: Seien (X, )nen und X ZV. Wir
schreiben

X, ~X firn— oo

falls fiir jedes = € R gilt:

lim P[X, < z] = P[X < z]

n— oo

Zentraler Grenzwertsatz

Sei E[X?] < oo und wohldefiniert. Weiter sei m = E[X;] und
o2 = Var(X}), so gilt:

Sp —n - 1 a 2
P[ nom < q] P(a) = —/ e /2dg
o2-n 0= V21 J -0

Achtung: m und o2 kommen von X; und nicht von S,!

Der Zentrale Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilung einer ZV
7, = Spn—n-m _ %Sn—m

wie die Verteilung von N'(0, 1) aussieht. Es gilt also
VARSIV

wobei Z ~ N(0,1). Fiir normalverteilte ZV X1, ...
Standardnormalverteilt.

Statistik

fir n — oo

, Xn, ist Z,, immer

Schatzer

Wir nehmen an, dass wir wie einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) und
Zufallsvariablen X; haben. Zudem haben wir einen Parameterraum

© C R, wobei (Pg)geco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmassen ist. Py
wird auch Modell genannt. Die Gesamtheit der beobachteten Daten
nennen wir Stichprobe und die Anzahl n den Stichprobenumfang.

Ein Schéatzer ist eine Zufallsvariable 7' : Q +— R, von der Form:

T =t(X1,.-yXn), t:R"—=R

Ein Schéatzer T' heisst erwartungstreu fiir den Modellparameter, falls fir
alle 0 € © gilt:

Ep[T] =6
Der Bias (erwarteter Schatzfehler) von T' im Modell Py ist definiert als:
Eo[T] — 6

Der mittlere quadratische Schitzfehler (MSE) von T im Modell Py
ist definiert als:

MSEy[T] = Eo[(T — 0)*] = Varg(T) + (E¢[T] — 6)*

Maximum-Likelihood-Methode

Nehmen wir an Xi,...,X,, € W sind ZV unter Py. Die Likelikhood
Funktion ist definiert durch:

L1,y n; 0) = {p(wl, ...y Tp30)  im diskreten Fall

f(z1,...,zn;0) 1im stetigen Fall

wobei p respektive f die gemeinsame Gewichtsfunktion / Dichtefunktion
ist. Falls die X; uiv. sind unter Py, so gilt:

px(x1,...,Tn;0) = H px;(zi;0), fx(x1,..,zn;0) = H fx; (xi;0)
i=1 i=1
Fir jedes z1,...,z, € W, sei tmL(z1, ..., ©,) der Wert, der die Funktion
0 — L(z1,...,Zn;0) maximiert. Ein Maximum-Likelihood-Schétzer ist
definiert als:
Tymr = tm (X1, -5 Xn)
Die Log-Likelihood Funktion hat den Vorteil, dass sie durch eine
Summe anstelle eines Produkts gegeben ist und daher oftmals einfach zu
berechnen ist.

Konfidenzintervalle

Wir haben nun Methoden fiir Schiatzer von unbekannten Parameter
kennengelernt. Nun wollen wir wissen wie weit diese Schitzer vom
effektiven Wert p weg liegen.

Sei a € [0, 1]. Ein Konfidenzintervall fiir  mit Niveau 1 — « ist
ein Zufallsintervall I = [A, B], sodass gilt

V0 €O, PylA<O<B]>1-a

A,B ZV der Form A =
., Xn), mit a,b: R™ — R, sind.

wobei und B =

b(X1, ..

a(Xq, ..., X)

Wenn wir nun einen T' = T\, ~ N (m, 1/n) haben, (z.Bsp. Tur mit
X1, ..., Xy uiv. N(m, 1)) suchen wir einen Konfidenzinterfall der Form:

I=[T—c/vVn,T+c/vn]
Hierbei gilt:
Py[T —c/vVn <m < T +c/yn]=Pg[—c < Z < (]

wobei Z = /n(T — m) ist.

n—1

1o o Erwartungstreuer Schitzer Verteilung under Py
| XK=ty X Vi(XZ) ~ N (0, 1)
X T=%Z?=1(Xi—;4)2 ng% NXT%
X w: X, nxL\/g_T“Ntn_l,
2 2 T )2
0?8 = T NI (X = Xn)? | (n—1)82 o a2
o

Verteilungsaussagen

Eine stetige ZV heisst x2-verteilt mit m Freiheitsgrade, falls ihre Dichte
gegeben ist durch

_ 1 m _q
O =

1
—1l,
e 271z>0,

wobei
® v—1 —t
F(U):/ t"" e "dt.
0

Fiir natiirliche Zahlen gilt I'(n) = (n — 1)!. Ein Spezialfall ist m = 2,
hierbei erhalten wir X ~ Exp(3)

Satz. Fiir ZV Xq, ..., X;, wiv. mit X; ~ N(0,1) ist die Summe

m

Y =Xl

i=1

Eine stetige ZV X heisst t-verteilt mit m Freiheitsgrade, falls ihre Dichte
gegeben ist durch

r(ml) 22\~ oot
=—2 " (14— )
Ix(x) NG ED) ( + m)
Satz. Fiir X,Y unabhingig mit X ~ N(0,1) und Y ~ x2 , ist der
Quotient

Z = —— ~tm.
Y
m



. . 2
Normalverteilung mit p,0° unbekannt

Satz. Seien Xi,..., X, uiv. ~ N (u, 0'2). Dann sind
X ziiX- und s? = ! i(X-—X)2
n n & i n_1 P i n
unabhéngig.

Nun haben wir X1, ..., X,, ZV, die alle unter Pg uiv. ~ N (p, 027) sind. Die
offensichtlichen Schitzer fiir u, o2 sind das Stichprobenmittel X,, und die
Stichprobenvarianz S2. Fiir jedes 6 € © gilt:

Xn

T\;r_;u ~ tn—1 unter Py
Also wollen wir:
X1
1—a<P —_— | < —
o= "[' sV | S S/ﬁ]

Um eine kleines Intervall zu erhalten, wollen wir die Bedingung mit
Gleichheit erfiillen und nehmen S = tn—1,1—a/2, somit erhalten wir

fiir p folgendes Konfidenzintervall:

_ S S
[Xn - tn—l,l—a/2ﬁ7 Xn ttn_1,1-a/2 ﬁ:|

Um ein Konfidenzintervall fiir 2 zu konstruieren brauchen wir:
1 2 1 & o \2 2
;(n —1)s° = P Z(X‘ — Xn)® ~ Xx;,_, unter Py
i=1
. . 2 . . . 2 . .
Mit der Notation Xm, vy fiir das y-Quantil einer x;,, Verteilung wollen wir:

1
1—a="P |:Xi71_a/2 < g(" -18* < Xifl,ku/z]

Somit erhalten wir das Konfidenzintervall:

[ (n—1)82 (n— 1)52}
X?L—l.l—a/Z’ Xzzfl.a/Z

Fazit: Das wichtigste Tool zur Bestimmung von Konfidenzintervallen sind
Verteilungsaussagen iiber Schitzer. Die ist im Allgemeinen aber schwierig
/ nicht moglich.

Approximative Konfidenzintervalle

Zur Erinnerung der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass wenn X; in Py
uiv. sind, dann ist Y77 ; X; approximativ normalverteilt mit u = nE[X;]
und 02 = nVarg[X;]. Insbesondere kénnen wir daraus auch eine standard
normalverteilte ZV erhalten (siche Grenzwertsatz).

Tests
Null- und Alternativhypothese

Test und Entscheidung

Ein Test ist ein (7, K), wobei T eine ZV der Form T =
t(X1,...,Xy) ist und K C R ist eine deterministische Teilmenge
von R. Man nennt 7" die Teststatistik und K den Verwerfungs-
bereich oder kritischen Bereich.

Wir wollen nun anhand der Daten (Xi(w), ..., X (w)) entscheiden ob die
Nullhypothese akzeptiert oder verworfen wird. Dafiir berechnen wir zuerst
die Teststatistik T'(w) = t(X1(w), ..., X (w)) und gehen dann wie folgt
vor:

e die Hypothese Hy wird verworfen, falls T'(w) € K
e die Hypothese Hp wird nicht verworfen bzw. angenommen, falls
T(w) ¢ K
Ein Fehler 1. Art ist, wenn die Hy verworfen wird, obschon sie richtig
ist.
Py[T € K], 6€ O
Ein Fehler 2. Art ist, wenn die Ho akzeptiert wird, obschon sie falsch

ist.
Po[T ¢ K| =1—Pg[T € K]

Signifikanzniveau und Macht

Bei der Auswahl eines geeigneten Tests ist insbesondere die Minimierung
von Fehlern 1. Art entscheidend.

0cO,y

Sei a € [0, 1]. Ein Test hat nun Signifikanzniveau « falls:

V0 € ©y. Po[T € K] <a

Das Sekundére Ziel ist es den Fehler 2. Art zu vermeiden.

Die Macht eines Tests wird definiert als Funktion:

ﬁ:@AP—)[O,l], GH]PQ[TGK]

Bem. « klein entspricht einer kleine Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1.
Art, wahrend S gross einer kleinen Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.
Art entspricht.

Das obige asymmetrische Vorgehen macht es schwieriger, die
Nullhypothese zu verwerfen als sie beizubehalten. Daher wéhlen wir
die Negation der gewiinschten Aussage als Nullhypothese.

Konstruktion von Tests

Wir nehmen an, dass X1, ..., X,, diskret oder gemeinsam stetig sind unter
]P’eo und ]P’gA , wobei 0p # 64 von der einfachen Form sind.

Der Likelihood-Quotient ist somit wohldefiniert:

L(z1,...,2n;04)

R(x1,...,xp) = ——m—
(@1 ») L(z1, ..., o3 00)

Wobei wir R(z1, ..., z,) = +0o definieren falls L(z1,...,zn;600) = 0 sein
sollte. Daraus ergibt sich, dass R > 1= H4 > Hp und

R« 1= Ha < Hp.

Die Nullhypothese H(y und die Alternativhypothese H 4 sind
zwei Teilmengen ©g C 6,04 C © wobei ©g N O4 = @. Eine
Hypothese heisst einfach, falls die Teilmenge aus einem einzelnen
Wert besteht; sonst zusammengesetzt.

Sei ¢ > 0. Der Likelihood-Quotient-Test (LQ-Test) mit Pa-
rameter c ist definiert durch:
T = R(z1,...,xn)

und K = (¢, 0]

Neyman-Paerson-Lemma: Der LQ-Test ist optimal, da jeder andere
Test mit einem kleineren Signifikanzniveau auch eine kleinere Macht hat:
Sei ¢ > 0 und (7T, K) der LQ-Test mit Parameter c.
a” =Py, [T € K]
Sei (T’, K') ein Test mit S-Niveau a < a* so gilt:
Po,[T' € K'] <Py, [T € K]

Der z-Test wird fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung mit
bekannter Varianz gebraucht. Sei also X1, ..., X,, ~ N (i, 02) uiv.:

Hypothese: Hg : it = po
Teststatistik:

~ Xu— o
T_WNN(OJ)

Kritischer Bereich:

Alternative H 4 Kritischer Bereich

< o (=00, 2a)

B> po (21—, 0)

u# po (=00, 20/2) U (21-a/2,00)
Wobei zo = & !(a) und z4 = —21 4.

Der t-Test wird fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung mit
unbekannter Varianz gebraucht. Sei also X1, ..., X,, ~ N(u, 0?) uiv.:

Hypothese: Hg : = po
Teststatistik:

X, —
TZ"—/‘LONtn71

S/vn

Kritischer Bereich:

Alternative H 4 Kritischer Bereich

p < po (=00, tn—1,a)

> po (th—1,1-a,00)

n# po (=00 tn_1,a/2) U (tn_1,1-a/2,0)
Tipp: th—1,0 = —tn-1,1-a




p-Wert

Wir wollen eine Hypothese Hy : 0 = 0y gegen eine Alternativhypothese
Ha : 0 € ©4 testen. Eine Familie von Tests (T, (K¢):>0) heisst geordnet
bzgl. T falls K; C R und s < t = K; C K, gilt. Typische Beispiele dafiir
sind K; = [t,00) (rechtsseitiger Test), K; = (—oo, —t] (linksseitiger Test)
und K; = (—o0, —t] U [t, c0) (beidseitiger Test).

(4) In(a/b) = In(a) — In(b)
(5) In(z*) =a-In(x)
(6) x°-2° = z+b

(M) @) =a

Im Allgemeinen gilt log;, (a) = ll:‘((:; .

Sei Hp : @ = g eine einfache Nullhypothese und (7', K¢);>0 eine " .

geordnete Familie von Tests. Der p-Wert ist definiert als ZV G(t), Ableitungs und Integrations Regeln

wobei:

G:Ry —[0,1], G(t) =Py, [T € K¢]
F(x) F'(z) = f(z)
Der p-Wert ist definiert als Wahrscheinlichkeit - unter der Nullhypothese - Summenregel (f(z) + g(x) = f'(z) + ¢’ (z)
den beobachteten Wert der Priifgrosse oder einen in Richtung der , , ,
Alternativhypothese ”extremeren” Wert zu erhalten. Produktregel (f(z)-g(x)) = f'(z) g(z) + f(z) - 9'(x)
’ Iy, _ L

Der p-Wert hat folgende Eigenschaften: Quotientenregel (%) = %W wenn g(z) # 0

1. Sei T stetig und K; = (t,0), so ist der p-Wert unter Py, auf [0, 1] Kettenregel (F(g(x)) = f'(g(x)) - ¢'(x)

gleichverteilt.

2. Fiir einen p-Wert ~ gilt, dass alle Tests mit Signifikanzniveau
« > =y die Nullhypothese verwerfen.

Somit ist der p-Wert das kleinste Signifikanzniveau bei dem wir Ho
verwerfen. Wir kénnen zusammenfassend sagen:

p-Wert ist klein = Hp wird wahrscheinlich verworfen
Sonstiges

Niitzliche Formeln

—b+ Vb2 -4
azz—i-bz—{-c:()éz:—iQ ac
a

n n!
(k) = (n— k)&l

s 1
qu:, fir |q| < 1
k=0 q
n n+1
1—
X:qkzL fir g #1
k=0 l—q

@t =3 (1)t
k=0

Exponentialfunktion / Logarithmus

Fiir die Exponentialfunktion gilt:
(1) exp(z) exp(y) = exp(z +y)
(2) exp(z) >1, Vx>0
(3) % =exp(a-In(z)) und z° =1
(4) exp(iz) = cos(z) + @ - sin(z)
(5) exp(i- %) =i, exp(im) = —1 und exp(2in) =1

Der natiirliche Logarithmus In :]0, co[— R bildet die Umkehrfunktion zu
exp und ist streng monoton wachsend und stetig. Fiir den natiirliche
Logarithmus gilt:

(1) In(1) =0
(2) In(e) =1
(3) In(a-b) =1In(a) + In(d)

Part. Integration

[ £ (@) g(z)dax = f(x) - g(z) = [ f(z) - g’ (z)da
Substitution ff((:)) f(z) de = f;’ flp(t)) - @' (t) dt

J L dt = log(| f(2)1)

Logarithmus

Bsp. Substitution: Wir wollen [ cos (x2)2x dx berechnen dabei gehen wir
wie folgt vor:

1. Zuerst bestimmen wir die Substitution: u = z2

2. Nun berechnen wir die Umkehrfunktion: z = /u

2

5 .du _ dz® _ 2z __ — du
3. Dann brauchen wir noch: §2 = % = §f =2z = dr = 57
4. Zuletzt konnen wir dies im Integral einsetzen und erhalten:

/Cos(z2)2x dr = /Cos(u)Qac ;i—z = /Cos(u) du = sin(u)

Typische Ableitungen und Stammfunktionen

F() F(2) = f(z)
c 0
z® a-z®!
%H‘,L‘a-i-l %
m(az +p)ntt (az 4+ b)™
% ¥ a# —1
N e
va Lon
7111$%+1 Ve
e’ e’
In(|z[) :
log, |z Tra = loga(e)
a® a®® -clna
z z® - (1+Inz) z>0
z-(In|z| —1) In |z|

Funktionen

N tan(x)
exp(
arccos(x|

rcsin(x)

cos(x] n(x)
sin
-2 1

Aufgaben

Seien A1, Az, A3 € F paarweise unabhéngige Ereignisse, welche Aussage
ist korrekt?

M Die Ereignisse A1, Az, A3 sind nicht zwangslaufig unabhéingig
O Die Ereignisse A1, A2, A3 sind zwangsldufig unabhingig

Seien A, B zwei Ereignisse. P[A U B] = P[A] + P[B] gilt, falls:
O A, B unabhingig sind
M A, B disjunkt sind

O A eine Teilmenge von B ist

Seien A, B, C Ereignisse. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
[0 Falls A, B sowie A, C unabhéangig sind, so sind auch A, BN C
unabhéngig
O Falls A, B sowie B, C unabhingig sind, so sind auch A, C
unabhéngig

W Falls A, B und C unabhingig sind, so sind auch A, BN C
unabhéngig

Seien X,Y reelle ZV. Welche Aussage ist im allgemeinen falsch?
0O Vvar[X] >0
M Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
O Var[aX + b] = a*Var[X]

Fiir stetige ZV gilt immer:
M Die Verteilungsfunktion ist stetig
O Die Dichtefunktion ist stetig
0 Weder noch
Fir die Dichte ist eine Gleichverteilte ZV ein Gegenbeispiel.

Seien X,Y zwei ZV mit gemeinsamer Dichte fx y. Welche Aussage ist
korrekt?

M X,Y sind immer stetig
O Die ZV sind nicht notwendigerweise stetig.



Sei Z = (X,Y) eine R?-wertige ZV mit Dichte:

1 _1,24,2
fz(a,y) = S—e 2T HD
27

‘Welche Aussage ist korrekt?
[0 X und Y sind korreliert und nicht unabhéngig
0 X und Y sind unkorreliert und nicht unabhéngig
M X und Y sind unkorreliert und unabhingig

Sei X eine reellwertige ZV mit Dichte fx und Verteilungsfunktion Fx.
Welche der Aussagen ist im Allgemeinen falsch?

0O Fx ist stetig
M Fx ist strikt monoton wachsend
O Pla < X <b]=F(b) — F(a) fiir —co <a<b< oo

Fx kann auch nur monoton wachsend sein, nicht strikt.

Seien (X;);_; uiv. ZV mit Verteilungsfunktion Fx, = F. Was ist die
Verteilungsfunktion von M = max(X1,..., Xp)?

¥ Fum(a) = F(a)™
O Fum(a)=1— F(a)”
O Fu(a) =1 - F(a)"

Sei X eine ZV mit Fx. Was gilt fiir a < b7
O Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a)
¥ Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a)
O Pla < X < b] = Fx (b) — Fx(a)

Sei X ~ Poisson(A), A > 0, welche der Aussagen ist korrekt?
O P[X >5]=1-P[X < 5]
B PX <1X > 1] = 2
0O 2X ~ Poisson(2X)

[0 Keine der beiden anderen Aussagen ist wahr

Dies gilt weil E[X] = 0 und Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] =0
= E[XY] = 0.

Sei X1, X3, ... eine Folge von ZV, welche alle E[X;] = p und Var[X;] = o2

haben. Sei X = £ 37" | X;. Dann gilt:

n— oo

O X 22=5 4 in Wahrscheinlichkeit

n— oo

O X 2==, i P-fastsicher

M Im Allgemeinen sind 1. und 2. falsch

Falls zu einem gegebenen Test die Hypothese auf dem 2.5% Niveau
abgelehnt wird, dann

M wird sie auch auf dem 5% Niveau abgelehnt
O wird sie auch auf dem 1% Niveau abgelehnt

[0 Im Allgemeinen kann nicht behauptet werden, dass sie auf einem
hoheren oder tieferen Niveau auch abgelehnt wird

Seien X,Y ZV mit gemeinsamer Dichte fx y. Welche Aussage ist
korrekt?

[0 Die ZV X,Y sind nicht notwendigerweise stetig, dies hiangt von
fx,v ab

M Die ZV X,Y sind immer stetig

Wir betrachten die gemeinsame Verteilung von zwei diskreten ZV X, Y.
Welche Aussagen sind korrekt?

us den einzelnen Gewichtsfunktionen kann man immer die
O Ausd 1 G htsfunkt ki d
gemeinsame Gewichtsfunktion berechnen

O Aus den einzelnen Gewichtsfunktionen und Cov(X,Y) kann man
immer die gemeinsame Gewichtsfunktion berechnen

M Aus der gemeinsamen Gewichtsfunktion kann man immer die
einzelnen Gewichtsfunktionen berechnen

X ~ Poisson(\), A > 0, was ist E[X?]?
O X

O 1/A2

¥ Xx-(A+1)

O »

Es gilt P[X >t+s| X > s] =P[X > ¢] fir alle ¢t,s > 0, falls
O X ~U([a,b])
O X ~ Poisson(\)
¥ X ~ Exp(A) (Gedéchnislosigkeit)

Seien X,Y unabhéngig und lognormalverteilt, d.h. In X,InY sind
normalverteilt. Welche Aussage ist korrekt?

M XY ist lognormalverteilt
O XY ist normalverteilt

O eX*Y ist normalverteilt

Sei X ~ N(0,1) und Y ~ UJ[0, 1] ZV mit Cov(X,Y) = 0. Welche Aussage
ist korrekt?

O X,Y unabhingig sind
¥ E[XY]=0

Sei X1, ..., X,, uiv. ~ N(0,1). Welche Aussagen sind korrekt?
B X7+ + X5~
¥ X1+ ..+ Xa)?~x2
O (X1+ ..+ Xn) ~ x5
@ X7+ X3 ~ Bxp(1/2)

Wenn das Signifikanzniveau « eines Test kleiner wird, dann
O wird der Verwerfungsbereich fiir die Nullhypothese grosser
O wird die Macht des Tests grosser
M wird die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art grosser

Sonstige Aufgaben

Aufgabe Es werden ein blauer und ein griiner Wiirfel geworfen. Wir
wihlen Q = {1,...,6}2. Wir betrachten die Algebra:

Foym = {A C Q| V(wi,w2) € Q, (w1,w2) € A (w2,w1) € A}
Zeige, dass Fsym eine o-Algebra ist.

Wir miissen 3 Eigenschaften iiberpriifen.

1. Y(wi,w2) € Q2 & (w2,w1) € Q daher gilt Q € Foym.

2. Sei A € Fsym. Somit gilt fiir jedes (w1,w2) € Q
(w1,w2) € A& (wa,w1) €Q
was dquivalent ist zu
(w1,ws) € AL S (wo,wr) € AL
somit ist A® € Fsym-
3. Seien Ay, Aa, ... € Feym gilt:
(wi,w2) € Uj2 1 A; & Fi(wr,w2) € A;
< Ji.(w2,w1) € A;
& (w2, w1) € U2 A;
Somit folgt US2, A; € Feym-

Aufgabe Seien P[A] = 0.1, P[B] = 0.3 zudem wissen wir, dass
Plnicht A, B] = 0.7. Was ist P[A N B]?

P[AN B] = P[A] + P[B] — PJAU B] = 0.1+ 0.3 — (1 — P[(AU B)%]) = 0.1

Aufgabe Sei (X;);>1 eine unendliche Folge von unabhéngig
Ber(1/2)-verteilten ZV. Wir betrachten folgenden Algorithmus:

i1

while Xz = Xi+1 =1do

i=1+2

end while

return Z = X; +2- X;41
1) Zeige, dass der Algorithmus immer nach endlich vielen Schritten
terminiert.
Wir definieren A; := {While-Schlaufe wir j-Mal durchlaufen} und
berechnen:

2
P[A;] =P | ({Xi = 1} N ({X2j41 = 0} U {X2j12 = 0})
1=1

- (H?ilp[xi = 1]) “P[X2j4+1 = 0] - P[X2j42 = 0]

1\% 3
()"
Wenn wir nun iiber alle A; summieren, sehen wir, dass der Algorithmus

immer in endlich Schritten terminieren wird.

2) Zeige, dass Z eine gleichverteilte ZV in {0, 1, 2} ist.
Wir wissen, dass alle A; disjunkt sind.

P[Z =0 =P[{Z =0} NA]+P[{Z =0}nAC = ip[{z:o}nAj]

7% 12j+271i 1\ 1 11
T\ 2 T44=\4) 4 1-1"3
Jj=0 Jj=0

1
1

Dies kénnen wir nun auch fiir 1,2 machen uns sehen, dass Z gleichverteilt

sein muss.

3) Sei T die Laufzeit (Anzahl Schleifendurchldufe), berechne E[T].

Wir verwenden die Tailsum Formel: E[T] = %2, P[T > j]. Fiir P[T > j]
j=

gilt:

)
PIT > 51 = B[ )X = 1}] = 2, BIX, = 1] = (1/4))
=1
Dabher gilt:
BT = BT 2] = (/) —1= =g —1= 3

j=1 j=0

4) Konstruiert einen Algorithmus, der eine Ber(1/5)-verteilten ZV ausgibt.
Wir betrachten folgenden Algorithmus:



i1
while Xi = Xi+2 =1or Xi+1 = Xi+2 =1do
=14+ 3
end while
return Z = X; +2- X411 +4 - X;42=471:0
Es ist leicht wie in (1), (2) zu zeigen, dass er alle Eigenschaften erfiillt.

5) Zeige, dass die ZV S =T + 1 ~ Geom(3/4) ist.

BT =] = PIT > 4]~ BT > j +1] = (i) - (§)+ -3 (%)

Somit ist S ~ Geom(3/4).

Aufgabe Konstruiere aus U ~ U[0, 1] ein Ber(1/2) verteilte ZV Z.

Die verallgemeinerte Inverse F~! einer Ber(1/2) verteilte ZV ist definiert

als:
_ 2
F l(a): 0, 0<a<2/3
1, 2/3a<1

Aus Theorem 2.12 folgt, dass Z := F~1(U) Ber(1/2) verteilt ist.

Aufgabe Seien X,Y ZV mit gemeinsamer Dichte
fxy (@ y) =450, <1 0cy<q2- Berechne E[X/Y].

E[X/Y] :/_°° /_°° = pxy (o ) dyd

2

1 a2, y 1 2?4
=/ / - ~4—3dyda:=/ / — dydx
o Jo Y x o Jo X

14 9
=/—2'wdx=4
0o T

Aufgabe Sei T' ~ Exp()). Berechne die Dichte von T = ¢ - T2 und den
Erwartungswert von 7”.

Sei ¢ : R — R messbar und beschriankt. Wir definieren (z) = ¢(c - w2)4
Somit erhalten wir:

E[6(T")] = E[p(c - T°)] = E[p(T)] = [ T @)1, 50de

_ [ o2y ey [ —re dy
—A d(c-z%)Ne da:—/o d(y) e —2\/@

Wobei wir die Dichte der Exponentialverteilung verwendet haben. daraus
folgt:

_ A —A\y/e
fr(y) = 2\/@‘5

Fiir den Erwartungswert gilt E[c - T?] = ¢ - E[T"?]:

e 2
E[T?] = 2 re Mdr = —
0 A2

Somit erhalten wir E[T”] = %

Aufgabe Seien P ~ U|0, 1], H ~ U[0, P] ZV. Bestimme die gemeinsame
Dichte von P und H.

Wir wissen:
1
fp(p) =lhepo,1) fup(h|p) = p “Thero,p)

Somit ist:

fpa(P,h) = fP(P) - fup(h|p) =~ Toc<n<p<i

Aufgabe Sei X eine ZV mit Dichte fx und sei Y = eX. Was ist die
Dichte von fy(y),y > 0, von Y7

Fy =P[Y < y] =Ple” <y] =P[X < logy] = Fx (logy)

:»h(y)zéw(y):@

Aufgabe Sei T eine ZV mit Verteilungsfunktion Fr. Zeige, dass t stetig

ist.
0, a <0
F =
r(a) {1 —e, a<>0

Wir stellen fest, dass Fr stiickweise stetig differenzierbar ist (auf (—oo,0)
und (0, 00)). Somit folgt, dass T eine stetige ZV ist.

Aufgabe Seien X1, X2 unabhéngige ZV, beide gleichverteilt auf dem
Interval [0, 1] und sei X = max(X1, X2). Berechne die Dichtefunktion von
X und P[X; <z | X >y

Fx (t) = Plmax(X;, X2) < t] = P[X1 < t] - P[X2 < t] = Fx, (t) - Fx,(t)

d d
= fx(t) = —Fx, (t) - Fx,(t) = —t> - To<t<1 = 2t - To<r<1

dt dt
Fiir die Wahrscheinlichkeit brauchen wir eine Fallunterscheidung:

z < 0 oder 1< z:
PXy<z|X>y]l=0

PX: <znX>y]  xz(l-y)
PX: <z|[X2>y]= PIX > ] g

PX; <znX >yl z—y°

PX; <a|X >y = =
aselX =yl PIX > y] 1—y?

Aufgabe Seien X,Y diskrete ZV mit Gewichtsfunktion:
) C- (3
PG K) = {0 )

Bestimme die Konstante C.

LEEe () e S0 EC)

fir k =2,3, ...
sonst

und j=1,...,k—1

k=2 j=1 =1 k=0
= ()& 1y

=C-Zl_—;=c-2(a) =C-21=¢
j=1 2 j=1 2

Beweise, dass bedingt auf das Ereignis Y = k die ZV X gleichverteilt auf

(1, ke — 1} ist.
py (k) = jij (%)k =(k—1)- (%)k

=1

Nun verwenden wir den Satz der bedingten Wahrscheinlichkeit:

PGk (3)* 1
pX\Y(J,k?)*py(k_) 7(k—1)4(%)271—k firj=1,...,k—1

Somit ist X gegeben Y = k gleichverteilt auf {1,...,k — 1}.

Aufgabe Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion Fx. Zeige, dass X
diskret ist.

0, a<l1

1/5, 1<a<4
Pela) — , 1<
(@ =934 41<a<s

1, 6<a

Wir stellen fest, dass P[X = z] = 0 fiir alle z ¢ {1,4,6}. Da die Menge
{1,4, 6} endlich ist, ist die ZV diskret.

Aufgabe Seien X,Y ZV mit gemeinsamer Dichtefunktion:

@) = o

5 firz>1,y>1
7Y

Berechne die Verteilungsfunktion Fy von U = %

Firu <0,F(u) =0. Firu > 1, (X >Y):

oo yu 1
F(u) = P[X/Y < u] = P[X < Yu] = /1 /1 L2, 4oy
f— e 1 .
Tyt ow T 2w

Fir 0 <u <1, (X <Y) gehen wir gleich vor, aber mit der unteren
Integralgrenze 1/u fiir das dussere Integral. Wir erhalten dann F(u) = %.

Aufgabe Die ZV X hat Verteilungsfunktion
F,(xz) = exp(—exp(—(z — a))). Zeige, dass F, eine Verteilungsfunktion
ist.
Fiir F, muss folgendes gelten:
e (rechts)stetigkeit
e monoton wachsend
o lim, o Fo(z) =1

e limy , o Fo(z) =0

Die Funktion ist stetig da sowohl z — « als auch e™* stetige Funktionen

sind und f, g stetig = g o f stetig. Fiir die Monotonie verwenden wir: x
monoton wachsend = e monoton wachsend. z — a ist monoton wachsend
= ¢~ (=9 st monoton fallend = exp(— exp(—(z — a))) ist monoton
wachsend. Zuletzt gilt noch:

. —e—(z—a)
lim e ° =
€T —> o0

lim e_ei(wia) =
&Tr—r — 00

lim ® =1
@T—r o0

lim e * =0,
€T — o0

Aufgabe Zeige, dass fiir eine diskrete ZV Z mit Werten in N gilt:
3q € (0,1): Z ~ Geom(q) & P[Z >n] =P[Z >n+Ek|Z > k|Vn,k>1
7= Sei Z ~ Geom(q). Dann gilt P[Z > k] = (1 — ¢)* und somit:
PZ>n+k,Z>kl P[Z>n+Ek]
P[Z > K] T PIZ > k]
(1—g)mt* n
=—F——=(1—-q) =PZ>n
T = (-0 =Pz >
7<” Sei P[Z > n] =P[Z > n+ k|Z > k]. Dann gilt:
P[Z>n+k, Z>kl PZ>n+k]

PIZ>n+k|lZ>k =

P[Z >n]=P[Z >n+k|Z > k] =

P[Z > k] P[Z > k]
Definiere nun f(n) = P[Z > n]:
_ fn+k) _
f(n) = NN = f(n)f(k) = f(n+k)

Durch Iteration folgt, dass f(n) = a™ mit a = f(1) und damit:
P[Z=n]=PZ>n—-1]-PZ>n]=f(n—1)—f(n)=(1—a)-a" '

Daa= f(1) =P[Z > 1] € [0,1] folgt g =1 — a € [0, 1] und damit
Z ~ Geom(q).

Aufgabe Seien X ~ P(N),Y ~ P(pn), zeige, dass X +Y ~ P(A + p).



Fir k € Ng:

k k
PIX+Y =k=> PIX+Y=kY=1=) PX=k-1Y =1
1=0 =0
k k—1 k—1 1
-2 TN Oy A
= (k=) I (k=D
k k
e L 3 k! AFLE o= O (A +p)
k! = (k=) - 1! k!

Aufgabe Seien W1, Ws endlich oder abzahlbar und p : W1 x Wa — [0, 1]

eine Funktion mit:
> p(z1,22) =1
xr1 EWq, 20 €EWo
Seien weiterhin Uy, Uz zwei unabhéngige U[0, 1] verteilte ZV. Ziel ist es

mithilfe dieser ZV zwei weiter ZV X7, X5 zu konstruieren, sodass
(X1, X2) die gemeinsame Gewichtsfunktion p haben.

1) Was ist die Gewichtsfunktion px, der Randverteilung von X17?
Es muss gelten:

px, (@) = D plz1,a2)

o €Wy

Wir definieren go = 0, ¢; = Zgzl px; (w;) und
X1(w) =351 wiluy (wyea;_q.450-
Um zu iiberpriifen, dass X; die gewiinschte Gewichtsfunktion hat,
berechnen wir:

P[X1 = 1] = Y PUi(w) € (g-1,4]lay =w; = Px; (1)
i>1

was genau zu zeigen war.

Aufgabe Seien Uy, Uz, Us unabhangige U[0, 1] verteilte ZV. Wir
betrachten die stetigen ZV:
L :min(Ul,Ug,U3), M:maX(Ul,Ug,Ug)

1) Berechne die Dichte von M und L.
Die drei ZV haben die gemeinsame Dichte:

flui,uz,uz) =Ly eo,11Tus ef0,1)Tug 0,1

Sei nun also ¢ stiickweise stetig und beschrankt. Wir berechnen:

E[¢p(M)] = /01 /01 /01 ¢(max(u1,uz, us))durdusdus

Wir unterscheiden 6 verschiedene Fille, je nachdem welche Variable das
Maximum annimmt. Wir berechnen den Fall us < us < w; und erhalten:

/ ¢(u1)5u1]1u16[0,1]du1
— 00
Da die sechs Fille symmetrisch sind haben wir
] 1 5
Blo(M)] =6+ [~ o(m) 3m®Lneio,ndm
—oo

somit ist die Dicht fas(m) = 3m®L,,e(0,1)- Da (1 — U1, 1 — Uz, 1 — Us) aus
Symmetriegriinden die gleiche gemeinsame Dichte hat wie (U1, Ua, Us),
hat L die gleiche Dichte wie 1 — M und auf diese Weise erhélt man
ebenfalls fr (1) = 3(1 — 1)*Leo,1)-

2) Zeige, dass fiir ¢, ¢ stiickweise stetig, beschrankt

E(e(W] = [ [ otm)e6(m = Dlosimzdidm

Wir verwenden das Resultat aus der ersten Teilaufgabe und die
Symmetrie:

11 op1
/ / / ¢(max(u1,uz, us))e(max(uy, us, ug))duidusdus
o Jo Jo
11
=/ / o(u1)p(uz)(ur — uz)lug <ug durdug
o Jo
oo oo
= Ep0neD] =6+ [~ [ sme)(m - Dlocicmerdiam
—oo0 J—0
3) Bestimme die gemeinsame Dicht und Verteilungsfunktion von (M, L).

Wir bestimmen ¢(z) = l,<q, p(x) = [.<; und erhalten::

Fyop(a,b) =PM < a,L <b] =E[Iy<alr<s)

a b
= / / 6(m - l)HDSZSmgldmdl
—oo J —oo

Somit ist far,r(m,l) = 6(m — )lp<;<m<1 die gemeinsame Dicht. Fiir die
Verteilungsfunktion berechnen wir das obige Integral, hierbei
unterscheiden wir verschiedene Félle:
a < 0 oder b <0:

Far,p(a,b) =0

a>1:
Fuy,p(a,b) = Fr(b) =1—(1 —b)?
b>1:
Far,z(a,b) = Fu(a) = a®
0<a<b<l:
Far,z(a,b) =P[M < a,L < b] =P[M < a] = a®
0<b<a<l:

a b
PM <a,L<b= / / 6(m — DIp<i<m<1dmdl
— 00 — 00 - -

a pmin(b,m)
= / / 6(m — l)dldm
0 0

=/ [6ml — 312 gy
0

b a
= / 3m2dm + / 3b(2m — b)dm
0 b

=b> + 3ab(a — b)

Aufgabe Wir haben X = 1 " | X; mit X1,..., X, uiv. und

ox,; = 6, . Zeige, dass fiir n gross genug gilt:

)

]P’[|Xfp\§1]z2<l>[ S|t

Hierfiir verwenden wir den zentralen Grenzwertsatz.

PIIX —ul <1 =P[n-X —n-ul <n]

Z]I»[ln‘X—n‘ulS n ]

V62n V62n
_ n-X—n-p Vn
-p = ]

o[ ] 0[] -]

Aufgabe Sei Y ~ Xz:

wobei Z1, ..., Z, uiv. N(0, 1) sind. Bestimme die Wahrscheinlichkeit:
Y 3
Pll—-1<2
v 4

Hierfiir verwenden wir die Chebyshev-Ungleichung:
Y 3 Y — 3 3
<2l = YI<Zlz1-P|ly —ou >
4 v 4 4
2v 32
>1l— ——=1-—
9v2/16 9v

Aufgabe Ein Gerit hat eine Lebensdauer H ~ Exp(A) mit
Erwartungswert 60.

1) Nun haben wir zwei Gerdte und wollen wissen wie die Verteilung fiir
die Zeit bis zum ersten Defekt verteilt ist.
Aus dem Erwartungswert ergibt sich Hy, Ho ~ Exp(1/60). Nun ist
T = min(Hy, H2) mit Verteilungsfunktion:

Fr(t) =P[T < t] = Plmin(H;, Hz) < t]
1 — Plmin(Hq, Hy) > t] = 1 — P[Hy > t, Hy > ]
1 7P[H1 > t] ']P[HQ > t]

=1 — exp(—2At)

D.h. T ~ Exp(1/30).
2) Wir ersetzen beide Gerate wenn eines Defekt ist und wollen wissen wie
gross die Wahrscheinlichkeit ist, mehr als 35 Ersatzteile in drei Jahren zu
bendtigen.

Sei T; die Zeit, bis das i-te Teil ersetzt wird, S = T7 + ... + T36. Nun
wollen wir mit dem Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit berechnen.

S — nE[T;] _ 1095 — nE[T;
P[S < 1095] = P nEIT nEIT:]
oZin \Jozn
_P[3736~30 1095736-30}
V302 - 36 V302 - 36
[571080 15]
—p|2— < 2
180 — 180

~ ®(1/12) ~ ®(0.08) = 0.5319

Aufgabe Sei n > 1 und (X;)1<i<n eine Folge uiv. ZV mit X; ~ N(1,4).
Wir definieren S, = X1 + ... + X,, und X,, = Sp /n. Berechne die
Wabhrscheinlichkeit P[E[X] — 1 < X; < E[X4] 4+ 1].
Durch Standardisieren erhalten wir Z = (X1 — 1)/2 ~ N(0, 1).
PE[X)] ~1< X1 <E[Xi] +1]=P0< X; <2 =P[-1/2< Z < 1/2]
= ¢(1/2) — ¢(-1/2)
=¢(1/2) = (1 — ¢(1/2)) =2¢(1/2) — 1

Aufgabe Um die Anzahl Fische N in einem See zu bestimmen gehen wir
wie folgt vor, zuerst werden 500 Fische gefangen und markiert. Danach
werden wieder 200 Fische gefangen und die Anzahl X der markierten
Fische gezahlt.

1) X ~ Bin(n, ), wie gross ist n? Wie gross ist 6, wenn die Gesamtzahl
der Fische N = 2000 ist?

n = 200, da wir 200 Fische herausziehen. 6 = 300 = 200 — 1

2) Die Beobachtung gibt einen Wert fiir X von 40. Gebe eine Schitzung
fiir  und eine Schéitzung fiir N ab.

Wir schiatzen 6 mit T = X/n, der realisierte Schitzwert ist also 6 = 1/5.
Wenn wir nun 6 = 500/N nach N auflésen erhalten wir N = 2500.

3) Bestimme ein approximatives Konfidenzintervall fiir § mit o« = 0.05.

X —nb
T=WNN(O,1)



Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt daher
Pp[—1.96 < T < 1.96] > 0.95. Unter verwendung von 6(1 —0) < 1/4
ergibt sich ein approximatives Vertrauensintervall fiir 6 von:

1.96 1.96
,T + =] =[0.13,0.27]

T3 2v/n

Aufgabe Wir haben eine Miinze und vermuten, dass Sie gezinkt ist und
haufiger auf Kopf landet. Wir bezeichnen den i-ten Wurf mit X; und das
Resultat ist 1 wenn Kopf und 0 wenn Zahl. Wir beobachten folgende
Ergebnisse:

0,1,1,1,1,1,0,1,1,1]
Fiihre einen Test mit a = 0.01 durch.
1) Modell: ~ Wir wihlen X; uiv. Ber(6) unter Py wobei 6 € [0, 1].
2) Nullhypothese und Alternativhypothese:

1
HO:G:E Ha:60 >0

3) Teststatistik:

Fiir X ~ Ber(9) ist die Gewichtsfunktion px (k) = p*(1 — p)'~*. Somit
ist der Likelihood-Quotient:

L(z1,...;,zn;04)

R(z1,...,210;04, 60) L@ P—
1, Tni o

Yy Y
0a 1—64
| 6o 1— 6o
~~
>1 <1

Somit ist R genau dann gross, wenn 2121 X, gross ist. Daher wéahlen wir

die Teststatistik:
10
T=> X;
i=1

4) Verteilung der Teststatistik unter Hop:
Da X; ~ Ber(0) ist T ~ Bin(10, 0) unter Pg.

5) Verwerfungsbereich:
Wir wahlen K = (¢, 10]. Um ¢ zu bestimmen rechnen wir:
PolT e K]<a=PT<c>1-«
Mit der gegebenen Tabelle sehen wir, dass ¢ = 9 der kleinste Wert fiir ¢
ist, welcher die Bedingung erfiillt. Somit ist K = (9, 10] = {10}.
6) beobachte Wert der Teststatistik: T'(w) =8
7) Testentscheid: T(w) ¢ K, wir verwerfen die Nullhypothese nicht.

Aufgabe Wir stellen fest, dass im Durchschnitt ~ 1.1% der Ware kaputt
ist. Eigentlich sollte aber héchstens 1.0% der Ware defekt sein. Daher
iiberpriifen wir 16 Pakete an 1000 Produkten je. Die dazugehorigen
empirischen Werte sind 16 = 11, s16 = 6. Wir nehmen an, dass die Daten
niherungsweise aus einer A (u, o2)-verteilten Stichprobe stammen.

1) Lasst sich mit Signifikanzniveau 10% zeigen, dass mehr als 1% der
Ware defekt ist?

Wir fithren einen nach oben einseitigen t-Test durch, der
Verwerfungsbereich entspricht:

K =[tn-1,1-a,00) = [1.341, c0)

Wir haben Hg : i = pio = 10 und Ha : o > po. Die Realisierung der
Teststatistik entspricht:

t= V161010 _133¢ K
S16

Somit wird Ho nicht verworfen.

2) Welcher Test kann man durchfiihren, wenn o = 3 gegeben ist?

Wir fiihren einen nach oben einseitigen z-Test durch, der
Verwerfungsbereich entspricht:

K =[21_a,00) =[® (1 - a),oc0) = [1.29, c0)
Die Hypothese bleibt und die Realisierte Teststatistik ist:

2= VIGE T HO _ y33¢ K
o

Somit wird Hy verworfen.

Aufgabe Angenommen wir haben 16 unabhéngige Messungen X; mit
Mittelwert & = 204.2. Wir wollen nun wissen ob der Grenzwert von 200
mit Niveau 5% iiberschritten wurde.

1) Bestimme einen geeigneten Test und fithre diesen durch.

Wir verwenden einen einseitigen z-Test, mit Ho : p = po = 200,
Ha : p > po und Verwerfungsbereich:

K =[21—a,00) =[® (1 - a),oc0) = [1.64, )

Die realisierte Teststatistik ist:

T — lo 204.2 — 200
2= —

= = =168€e K
o/\/n 10/4 €

Somit wird die Nullhypothese verworfen.

2) Wie wahrscheinlich ist es, dass man mit 16 unabhangigen Messungen
eine Grenzwertiiberschreitung nachweisen kann, wenn der wahre Wert
tatsachlich iber dem Grenzwert bei 205 lag?

Die Nullhypothese kann verworfen werden, falls X > 204.1. Somit haben
wir (pa = 205,0 = 10):

P[X >204.1] =P [i/_\/’%“ 20‘;}\;;“]
=P [% > —0.36}

=P[Z > —0.36] = P[Z < 0.36] = 0.6406

Im letzten Schritt verwenden wir die Symmetrie der Normalverteilung.

3) Wie wahrscheinlich ist es, dass man mit 16 unabhéangigen Messungen
falschlicherweise eine Grenzwertiiberschreitung nachweist, obwohl der
wahre Wert bei 200 lag?

5%, dies entspricht dem Niveau des Tests.

Aufgabe Sei Hy eine einfache Nullhypothese und T' die Teststatistik
einer stetigen Zufallsvariable mit Dicht fr unter Py. Betrachten wir die
geordnete Familie von Tests (T, K¢)¢>0 wobei K = (t,00). Zeige, dass der
p-Wert G(T) gleichverteilt auf [0, 1] ist.

Wir wollen zeigen, dass Pg [G(T) < a] = a -I4¢(0,1]- Da Ky = (t,00) ist
die Funktion G gegeben durch G(t) = Pg, [T > t] = Ps, [T < 1] monoton
fallend und stetig. Ausserdem nimmt G Werte in (0,1) an. Wir
betrachten die Inverse von G, bezeichnet mit H:

Poo [G(T) < a] = Py [H(G(T)) 2 H(a)] = Py, [T > H(a)] = G(H(a)) = a

Im ersten Schritt dreht sich die Ungleichung, da H ebenfalls monoton
fallend ist.
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Diskrete Verteilungen

undef.

sonst

Verteilung Parameter E[X] Var(X) px (1) Fx (t)
Gleichverteilung | n: Anzahl Ereignisse | = 3" | z; Sriar -5 (>0, i)’ M M
x;: Ereignisse
Bernoulli p: ErfolgsWK D p-(1—0p) pt(1 —p)t—t l-pfiro<t<1
Binomial p: ErfolgsWK np np(1l —p) (p'(1 —p)t ZZ:O (Q)pF (1 —p)nF
n: Anzahl Versuche
Geometrisch | p: ErfolgsWK % 1});21’ p(1 —p)t—t 1—(1-p)t
t: Anzahl Versuche
¢
Poisson A: Erwartungswert A A ’:—;6_’\ e Ny /\k_;:
und Varianz k=0
Stetige Verteilungen
Verteilung Parameter E[X] Var(X) fx(t) Fx(t)
Gleichverteilung [a, b]: Intervall ath 75 (b — a)? — e
Ae™ ™t >0 l—e ™M t>0
Exponentialverteilung | A\ : ﬁ % /\_12 {06 t ; X {0 e t Z ’
Normalverteilung o?: Varianz " o2 1 (t=1)? Lt —i(eme)?
_— o —_ t T d
1 E[X] Voro? ¢ o0 <t<oo | [ e Y
x2-Verteilung n: Freiheitsgrad n 2n 251_1‘(2)t5_16_% t>0 Gamma(%Z, )
2
0 n>1 73 n>2 11 _n41
t-Verteilung n: Freiheitsgrad {undef. const 00 1<n<2 \/1;(_7:12(%) (1 + %) : oof




