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1. GRUNDLAGEN

Metrisierbarkeit

FRAGE. Sei (X,0) ein metrisierbarer topologischer Raum. Existiert eine Metrik
auf X mit O(d) = O, so dass (X,d) beschrankt ist?

ANTWORT. Ja. Sei d eine Metrix, so dass O = O(d) gilt und definiere

d(z,y) == % <1

Dann gilt O = O(d) = O(d) und (X, d) ist beschrénkt.

Topologist's Sine Curve
FRAGE. Gilt X zusammenhidngend — X wegzusammenhingend?

ANTWORT. Nein. Betrachte

Z := ({0} x [-1,1)) U {(t,sin (1)) |t € [0,1)} C R%.

1.0

0.5

0.0

-0.5

Dann ist Z zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend. Durch die
stetige Inklusion i(Z) C R™ fiir n > 2 finden sich fir alle hoheren Dimensionen

ebenfalls Gegenbeispiele.



O,(R) nicht zusammenhingend

Behauptung. On(R) ist nicht zusammenhéngend.

Beweis. Da die Determinantenabbildung
det : 0,(R) — ({—1,1}, Ogsc), A — det(A)

stetig und surjektiv ist, ist O,(R) nicht zusammenhéngend. [J

(Na Ocofin)
Beispiel. Der topologische Raum (N, O.y,) ist zusammenhéingend aber nicht

wegzusammenhangend mit Wegzusammenhangskomponenten

Ip(N) = {{n} [ n € N}.

Mehrere Grenzwerte

o Im topologischen Raum (X, Otivial) ist jedes x € X Grenzwert jeder Folge

o Sei (N, Ofin)- Dann gilt lim,, ,,,n = a fiir alle a € N.

T5 nicht erhalten durch stetige Abbildung

Betrachte (X :=[0,1],O¢yq) und (Y :={a,b},0:= {®7 {a},{a,b}}) mit der
Abbildung

a fallst<1

f:X%Y’tH{b falls ¢ = 1.

Dann ist f stetig und surjektiv, X ist T, aber Y ist nicht T, da {a} nicht
abgeschlossen ist.



2. QUOTIENTENTOPOLOGIE
D?/ ~ >~ §2
Wir definieren auf D? eine Aquivalenzrelation durch
v~ w: < v=woder |v| = |w| =1.
Behauptung. Dann gilt D?/ ~ = §2.
Beweis. Sei

g:D? CR? » §2 C R3,
(0,0,-1) falls v = (0,0)
v (\/1 — (2] — )2, 2[| - 1) sonst.

Dann ist g wohldefiniert und stetig. Nun ist
f:D?*/ ~ = 8% [v] = g(v)

wohldefiniert und ebenfalls stetig und f ist zudem bijektiv. Da D? kompakt ist
und 7 stetig, ist auch D?/~ kompakt und S? ist T». Nach dem
Homeomorphismensatz ist f damit ein Homeomorphismus. [

R?/ ~ nicht T,

Seien in R? Aquivalentklassen gegeben durch
{(z,9) |y € R} | |z > YU {{(z,y —tan’2) | [¢| < 5} |y € R}, (1)

was folgendes Bild ergibt:

Sei X :=R?/~ der durch (1) gegebene Quotientenraum. Dann ist X ein T}-
Raum, da alle Aquivalenzklassen abgeschlossen ist aber kein Th-Raum.



— Seien x := [(—%,0)} und y := [(%,0)] und U,V offene Umgebungen von z

bzw. y. Dann gilt U NV # 0, womit X nicht T sein kann.

Nichtexistenz von topologischen Gruppen

FRAGE. Lésst sich auf 7Z,Q,R oder C mit Ocofin
Gruppenstruktur definieren?

ANTWORT. Nein, denn fiir topologische Gruppen G gilt
GistT) <— Gist Ty

und ist X unendlich, so ist (X, Ocofin) 11 aber nicht Ts.

3. HOMOTOPIE

Retrakte

eine

o A=0,1] ist ein Retrakt von X = [0,1] U [4, 6] mit Retraktion

p:X — A,z min(z,1).

o Fiir a < b ist {a,b} C [a,b] kein Retrakt.
— Ang. es existiert eine Retraktion

p: [a,b] = {a,b}.

topologische

Dann wére dies eine stetige, surjektive Abbildung im Widerspruch dazu, dass

[a, b] zsh. ist.

o S"1 CR™ \ {0} ist ein starker Deformationsretrakt mit

p:R" {0} - S" ' z— ﬁ
x

e Sei p: S"1 — Y stetig. Dann ist
i(Y) C ¥ U, (0"~ {0})

ein starker Deformationsrektrakt.



4. FUNDAMENTALGRUPPE

Explizite Fundamentalgruppen

e Vn Z 2: 71'1(5”,.’130) =1.
— GRUND. Fiir jede Schleife a an z existiert eine nicht surjektive Schleife
B mit a ~ 3 rel. zg.

e Fir
ay: [0,1] = St t s ™
ist
Y:Z 5w (S 1),k (o]
ein Gruppenisomorphismus.

« Sei X =V, Sl = (S x J)/{1} x J fiir Indexmenge J mit diskreter
Topologie. Dann gilt

7 (X) = ngZ ~ 77,

e Fiir den Hawaiischer Ohrring X := ey Cn € C mit Cy, := B1 (1) gilt

xX#\ s =v,

neN
wegen

1 (X)] > @\ = [m(¥)].

~
abzihlbar

5. ABZAHLBARKEITSAXIOME

X erfiillt 1AA =5 X erfiillt 2AA

Sei
X :={f € C(R,R) | fist beschrinkt}

mit der von |- |« induzierten Metrik. Dann erfiillt X das 1AA aber nicht das

2AA.
— GRUND. Fiir eine 0-1-Folge 7 = (7,,)neny wahle ein f, € C(R,R) mit

VneN: f.(n)=m1,

und f, beschrankt.



Sei nun

A := {f- | 7 beliebige 0-1-Folge} C X.

Dann gilt
Vg€ A:Bi(g)NA={g},

womit X eine iiberabzédhlbare, diskrete Teilmenge besitzt. Damit erfiillt X das
2AA nicht.
Da X ein metrischer Raum ist, erfiillt X aber 1AA.

Nicht 1AA

Falls J iiberabzéhlbar ist und X; ein topologischer Raum mit nicht-trivialer
Topologie, dann erfiillt J] e X nicht das 1AA.

Kompakt =% folgenkompakt

[0,1]1 ist nach Tychonoff kompakt aber ist nicht folgenkompakt.

6. KONSTRUKTION STETIGER FUNKTIONEN



7. UBERLAGERUNGEN
Nicht trivial aber lokal trivial

Erinnerung. Das Mobiusband ist definiert durch M =[-1,1] x [0,1]/a fir
a:[-1,1] - [-1,1],s — —s.

Die Abbildung
7w M — St [(s,t)] — e¥™
ist keine triviale Faserung aber eine lokal triviale Faserung.
— Fiir
7: 8t x [-1,1] = S, (s,t) — s

sind 7 und 7 nicht isomorph, womit 7 keine triviale Faserung sein kann.

Lokaler Homeomorphismus, keine Uberlagerung

Die Abbildung

m: R+ (0,00) = R, (r,k) — 7

————
—Rx{0}L(0,00)x {1}

ist ein lokaler Homeomorphismus aber keine Uberlagerung.

Y & Unxia}
£ ey - [R5

1 : N

\ ”

A « ¢ Y " (

2-blittrige Uberlagerung

Fir d € N ist
7:8% = 8% ~ = RP% v [v]

mit v ~ —v eine 2-blittrige Uberlagerung.



Wegzsh. aber nicht lokal wegzsh.
Der Kegel
C{oyu{t |neN}) CR?

ist wegzsh. aber nicht lokal wegzsh.

Uberlagerungen
e m:R = S 71— 2™ ist eine co-blittrige Uberlagerung
e T, : C* = C*, 2z 2" ist eine n-blittrige Uberlagerung

o m:OM — St [(s,t)] = 2™ ist eine 2-blittrige Uberlagerung.



