
TOPOLOGIE 20. 2.

0. KURZE EINFUHBUNG

i) Topologie istTeil der Analysis, der sich

mit "ally. Lage"beschäftigt.
↳ Satz. Sei F:R-RR stetig. Dann nimmtof auf50,13

ein Min. und ein Max. an. Zudem werden alle

Werte dazwischen angenommen.
"

cherGrund":Bilder von kompakten/zsmh. Mengen

unter stetigen Abbildung sind wieder kompakten/zsmh.

Öl Studium und Konstruktion von Topologischen Räumen.
↳ Verallg. von metr. Räumen mitFokus aufNachbarschaft

Statt Distanz.

Bsp. · 50, 1] ER ~
· G =

=[0,13 x50,1] =R2

A:
Q1 mitFye[8,1: (1,y)-(0,y)

↳Faktorraum"

Hilfsmittel für das

Studium Top. Räume:

"Algebraische Invarianten
>

↳ z.B. Zahlen, Gruppen,
Ringe, Körper, ... zuordnen

↳ In dieser Vorlesung:
Die Fundamentalgruppe



1. GRUNDLAGEN

TOPOLOGISCHE RAUME

-tionin IR:HEIR heisst offen*, falls

FxEU]2>0: (x - 5,x +E) =U.

Def. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O), bestehend

aus einer Menge X und einer Menge von Teilmengen
& cP(X), s. d.

i) Beliebige Vereinigung von Mengen in O sind in 0.

:) Der Durchschnitt von je zwei Mengen in a liegtwieder

in 0.

i) 0, Xliegen in 8.

Man nennt HE& offene Menge von Xund O Topologie
von X.

Bsp. al Die Menge von offenen Mengen UCH im Sinne von

bilden eine Topologie von M.

Def. Sei (X, 0) ein topologischer Raum. 24.2.

·A Xheisst abgeschlossen, falls XIA =0.
· H =x heisst Umgebung von x-X, falls eine offere

Menge V =0 existiert mitxeV =U.

·Seien xeX, B =X. Dann heisstx

· innerer Punktvon B, falls B eine Umgebung von xist.

· äusserer Punkt von B. falls XIB eine Umgebung von xist.



·Randpunkt von B, falls weder B noch XIBUmgebung

von x ist.

· B==ExeX/xist innerer Punktvon B3 heisstdas Innere von B.

· B =
=2x eX 1xistnicht äusserer Punkt von B3 heistAbschluss von B.

·2B = ={xeX1xistRandpunktvon B3 heisst Rand von B.

Alternative Def. Von top. Räumen

2)Fohns aufabgs. Mengen.

#) Fokus auf Umgebungen ("Hausdorff'scher Zugang").

#Hüllenaxiome.

METRISCHE RAUME

Nation:Enhlidsche topologie auf

Def. Ein metrischer Raum istein Paar (X,dl miteiner

Abbildung d: XxX->1R, s.d.

i)Yx,yex:d(x,y) =0 und d(yy) =0 =) x
=

y.

älXx,yeX:d(x,y) =d(y,x)

Ö) Xx,y,zeX:d(x,z) =d(x,y) +d(y,z).

Def. Sei (X, d) metr. Raum. Dann heisst

O(d) ==34 =X1YxE450:Ba(x) =4}

die von d induzierte Topologie.
d.h. es ex. eine

Metril d

mit0 =0(d)
~

Frage:Ist jeder topologische Raum metrisierbar?

-> Nein! Sei X =={a,b3 mitab und O =
={0, X3.



Dann ist8 Top. von X.

Agr. Xwäre metrisierbar, d.h. es ex. Metric &
d(a,b)

mit St=Old). Sei:=
2.
Dann gilt

B(a) ={a=0(d)

aber {a}¢C. Also ist (X, 0) nichtmetrisierbar.

Def. Sei X eine Menge. Dann heisstQuiria:30, X die

triviate Topologie und Gaiss:=D(X) heisst die diskrete Topologie.

Bsp.
· (IR, deva)= Cead:=O(denal

· (, d) für d(x,y) =={9Y gilt

&(d) =P(IR) & Gend.

ge:Was verlieren wir von d nach Old)?

-> Sei IX, d) metr. Raum und setze

d(x,y)
d(x,y) ==

1 +d(x,y)
=1.

Bet. Old) =Glâl.

Bew. Sei HeX. Dann gilt

He Old= FxeU]E0:Bix) =U

{yexd(x,y =33
Syex"d(xy =93 =Bä(x)

1 +d(x,y)

=Fxe50:Bäc

=>He0(d). I

Bei. Verschiedene Metriken aufR" können verschiedene Topologien

induzieen



· Alle Metriken auf IR", die von einer Norm kommen

induzieren die Enklidsche Topologie aufIR"

UNTERREUME, SUMMEN UND PRODUKTE

Notation.

·S=={(x,y) = (1x +y
=13

·S2:={(X,y,z) e1Y/ x2 +y2 +z =13

· Sr==SVER*1 Irlla=13

Def. Sei (X, O) top. Raum und X.X. Dann heisst

01:2X.4/4=0}

Teilraum- bzw. Unterraumtopologie der aufX. induzierte

Topologie.

Bsp. · [0,17 ER=:Xmit 0:=dend. Dann ist

=) 50,17
=[0.2) =Olian

=0

offen in [0,13.

Def. Für Mengen X, y schreiben wir X+y für die disjunkte

Vereinigung oder Summe von Xuny Y. (X +y = =xx3030 x x 913)

XxY ist das hartesische Produktvon X und Y.

Def. Seien (X, 0x), (Y,01 top. Räume. Dann def. Wir

· (X +y, Qy) durch

& +y
=
=24 +V/H=a,V =0,3

heisst (topologischel Summe von X und Y.

· (XxY, Qxy) durch



& =3W =xxY/X(x,yleW JHeG, xeU

JVeG, y eV, s.d.UxV =w3

heisstItapologisches) Produktvon Xund Y.

Bsp. Für x
=

y =1gilt

I

·x +y =

R

·x xy =A2

ORuxm=Grim =dend.

BASIS UND SUBBASEN

Anation:Menge H CIRU ist offen g.d.w. E:0 und X:eR" ex.

mitH =

r Bailxil.

Def. Sei (X,O) top. Raum. Eine Teilmenge 13:G heisst

Basis von O, falls

FUe07 [Biis = 3:U =

Bi.

Bsp.. Für top. Räume Xund y bildet

B =
={H =V/UeA, V=0,3

eine Basis von Oxxy.

· Für metr. Raum (X, dl bildet

B =={Ba(x/x ex3

eine Basis von Old).



Def. Sei IX,ol ein top. Raum. 27.2.

5 =0 heisstSubbasis von O, falls

FUe0] 2BiiemitBi endliche Durchschnitte

von Mengen aus S, s.d. H
=

FBi

Bsp. Für X:=Ea,b, c sind

S =={2a,b3,2a,c,2b,c3]

und
B=={{a3,3b3,333

sind Subbasis bew. Basis der diskreten Top. aufX.

Bem. Jede Menge von Teilmengen S=P(X) isteine Subbasis

einer eindeutigen Topologie auf X, genannt die von

S erzengte Topologie aufX.

Intion:E
=X, =0.

Übrigens:Die von S erzeugte Top. istdie kleinste Topologie,
welche S enthalt.

STETIGE ABBILDUNGEN

Def. Seien X, Y top. Räume und f:X-Y Abbildung.
. Dann heisstf stetig, falls Urbilder offener Mengen

offen sind, d.h. FVeG => f"(V) =Ox.

· Seixoe. Iheisststetig bei xo, falls für jede

Umgebung V von f(xol eine Umgebung H von to

exmitf(U) =V.



Bem. Falls X, V metr. Räume sind, dann stimmtobige Def

mitden übrigen E-S-Def. Überein.

Bsp..id:X - X iststetig für jeden top. Raum X.

f:X -Y istimmer stetig, falls Xdie diskrete

oder Y die triviale Topologie trägt

Lemma 1. Seien X.Y top. Räume und f:X-Y Abbildung.
a) ofist stetig g.d.w. ofstetigbei jedem xeX ist.

Sei z weiterer top. Raum und g:Y->ZAbbildung.

b)Falls fig stetig sind, so istof stetig.
c) Falls ofstetig beito und of stetigbei fixol,
so istfor stetig beiXo.

Bew. (nur (a) und (31)

b)W=zoffen => gilW)=y offen
=>of"(g" (wi) =Xoffen.

Damitist gofstetig.
a):Sei xeXund V Y Umgebung von f(x).

Dann ex. You offen in Y mitf(x) eF.

Da Istetig ist, istof"(VIX offen und

damitsogar Umgebung von xmit

f(f"(C) =V.

Damitist ofstetigbei X.

"E:Seinun V =y offen. Dann gilt

Fxef"(V) JHUmgebung von x



mitf(Hx) =V,

da V Umgebung von f(x) ist.

=>=Ux offen mitx-Hund f(Ux) =V.

Damitfolgt
f(V) =V 3x3 =Wix =f (V)

xefIV *ef(V
offen
e
-

=>f(V) =WUoffen in X, da
*ef(V

alle u offen sind. I

Eigenschaften. (Teilraum, Sumen, Produktel. 3.3.

il Für XoEX ist die Inklusion X.Xstetig.

vil SeiF:x-Y stetig, XoIX, YoCY mitf(x) =Yo,

dann istdie Einschränkung
fle:Xo-Yo, x f(x)

stetig.

i)Die Inklusion X- x+Y ist stetig.
in) Seif:x + y -z. Dann istofstetigg.dw.
fIx und fly stetigsind.

v) Die Projektion Mx: x xy - X und My:x x x- y sind stetig.
vil Sei f= (Ex, fy):Z+XxY. Dann ist f stetig g.d.w.
fxund fy stetig.

Def. Eine bijeltive Abbildung 1:X Y heisst Homeomorphismus, wenn

f und I"beide stetig sind.

Bsp. oidy:X-Xist ein Homeomrphismus.

· tan:I-.]- ist ein Homeom.



· exp: R -> 10,00) istein Homeom.

of:SO2 S (?) (a,b) ist eine

Maizall) E

stetige Bijektion (stetig nach ). Zudem ist

f
-:

"-SO, (R), (a,b)(a)
ebenfalls stetignach fil. Damitistofein Homeorn.

Def. Seien X, Y top. Räume. Falls ein Homeomorphismus

f: X --Y

existiert, dann heissen X und Y homeomorph und wir schreiben

X =Y.

ZUSAMMENHANG

Def. Ein top. Raum X heisst zusammenhängend, wenn A nicht

als disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer, offener Mengen
geschrieben werden kann.

Lemma 2.

a) Intervalle in 1 sind zsmh.

b)Zsmh. Teilmengen von I sind Intervalle

Bew. b) SeiI:IEsmh. Seien x,yeIbeliebig. Agn. es

ex. ein ZERII mitx=z =y. Dann gilt

I =()- 0,z) I)w((z,0vI),
ne -

offen in I offen in I

im Widerspruch dazu, dass I Esmn. ist. Damitex



kein solches z. Also istI ein Intervall.

a) Beweis für I=(i,j) = 1miti=j(andere Fälle ähnlicht.

Agr. I =Huv mit U.V offen und nicht-leer.

Wähle a _U, bEU mitOBdA a =b. Setze

S ==sup2
=b} eR.

nicht-leer und beschränkt da U offen ist

↓

i)Falls sel, so ex. 20 mit (s-3, Stal EU.

Daraus folgt bet und damitUcVF0.

Falls seV, so ex 230 mit Is-5, s+E) = V

und es folgtwieder UrVFo. I

Satz. (Verally. des Zwischenwertsatzes) SeiF:X-Y stetig. Falls X. =X

Esmh. ist, dann ist f (Xr)IY Zsrh.

·Zwischenwertsatz folgtals Korollar.

Bew. Setze Y. ==f(Xo) und betrachte die stetige, swrj. Abb

g:=fx:Xo -Yo

Sei Yo=UuV mitU, V offen und nicht-leer. Dann gilt

Xo =g"(n)vg"(V)

mitg"(H), g"(V) offen (da G stetig) und nicht-leer

da g surg:). Da Xo Zsmh. ist, gilt
gi(H) -g"(V) =0.

Daraus folgt UnV o, womit Yo Zsmh. ist. I

Def.. Ein top. Raum Xheisst wegzusammenhängend, wenn es

für alle a,bexein Weg von a nach b gibt.
. Ein Weg/Pfad von a nach b isteine stetige



Abbildung a:jo,mittelraumtopologie von=a und alt)=

Bsp. Intervalle in IRund beliebige konvexe Teilmengen in R

sind wegzsmh.

Eigenschaften.
i) Xwegzsmh.> X zsmh.

v) Seif: X-Y stetig und Xo = Xwegesmh. Dann istf(Xo)

auch wegasmh.

Bew. il Sei X=HuV mit4, V offen, nicht-leer. Wähle ach,

ber und x:[0,17- X stetigwie in der Def. von wegzsmt.

Dann ist I:=f(t0,1]) eXZsmh. und

(UrISvIVe I1=I
da I Esmh. ist

z
und Ur I F0 = VnI. Damitex. ein ye UrInVnIcUnV.

Also gilt neVF8, womitXZsmh. ist.

il seien a, bef(X.). Wähle a,b'sto mitflal)=a,

f(b)=b. Dann ex. Weg X von a'nach b

Dann istfoa ein weg von a nach b. I

Bsp. (Topologist's sine curvel

Die Menge Zo Zi
-

z =(303x5 -1,17/05/te(0,133:12
ist nichtwegzsmt, aber zsmh.



Bew

· nicht wegzsmh Seien a = (1, sincill, b
=10,01 =Z.

mei

Agr. es ex. Weg a =12., 0.1 von a nach b. Sei

S =
=min [te[0,13/x,(t) =03

=min(a,(3031) -e muss ex, dax, stetig => Urbild abgs.

=>4, ([0,si) =(0,1] mit Himat)
=

0 und x.(0) =0.

=>x,([0,51) =(0,17

=>I Snn mit imSn=S und Cz(Sn) =1.

=>Isn'ln mit dimSn=s und re(s)=-1

=>Widerspruch, da G stetig ist.

·. Sei z=HUV mitU,V=Zoffen, nichtleer.
6.3.

Agn. U.V =0. OBdA gilt 4
=

Z, V =Z,,

da Zu, Z, zsmh. Sind als Bilder zsmh. Mengen

unter stetigen Abb. Da U offen ist, ex ein

I =R* mit Urz =

U. Dann ex. 58 mit

Ba(0,01 =E.

=>Unz, 0 =HIV F8.
e

=Unz, =Unv

Damit ist ZEsmh. I

Übrigens. Also ex. Z R" für n=2 mitZ zsmh. und nicht

wegzsmh.
· Falls neR" offen, dann ist U Esmh. y.d.w. U

wegesmh ist.



Bern. Seien X, y top. Räume.

· Sind X, Y F8, dann sind X und Y (weg-1zsmh

g.d.w. XxY (weg-/zsmh. ist.

· A,B =X und ArB**. Dann gilt

Aund B (weg-lzsmh. -> AuB (weg-> Esmh.

. Xistnichtzsmn. g.d.w. If:X250,13, Oa} Surj, stetig

B. Für mein ist Orll nicht Esmt., da
def:Un(R) < {-1, 13, M1 c def(M).

da det stetigund surfist.

Übrigens. SeiXtop. Raum.
· Def. a urb:es ex. Weg von a nach b.

Dies ist eine Equivalenzrelation und die Equivalenzklassen

heissen Wegzusammenhangskomponenten. Die Menge aller

Wegzsmh.homp. Wird mitHolX) bezeichnet.

. Ahnlich für arzb:es ex. Z EX Zsmh. mita,bez.

Auch Eqmrelation und Aquirklassen heissen Zusammenhangs-

komponenten.

Bsp. (IN, Gofin) ist Zsmh. aber nichtwegzsmh. mit

Ho(X) ={{n3/me IN3.



DAS HAUSDORFFSCHE TRENNUNSAXIOM.

Def. Sei X top. Raum und (Xulnein eine Folge in X.

Dann heisst ein a eX Limes/Grenzwert von KnIn,

wenn es zu jeder Umgebung 4 von a ein n. EIN

ex., sid. Urzno:IneH.

Bsp. · Sei (X. Grivial). Dann gilthimn=a für alle a ex

und alle Folgen (nin in X.

· Sei (IN, Safin). Dann gilt imn=a für alle atIN.

Def. Sei X top. Raum. XheisstHansdorffraum / Hausdorff/

Tz-Raum/Tz, wenn es für je zweiverschiedene Punkte

in X zweidisjunkte Umgebungen ex.

Bsp. Sei Xein metr. Raum. Dann ist X Hausdorffsch.

d:Für x, yeXmitXFy nehme R=Ba(x),

Baly) mita ==EdIxy) als disjunkte Umgebungen.

Eigenschaften. Sei X ein Tz-Raum. Dann gilt
il Für alle xeX istEx abgs.

i) Jede Folge in X hat höchstens einen Grenzwert.

Bew. il Für xeX sei ye X12x3 beliebig. Da X Hausdorffsch

ist, ex. offene Menge HymityeUy, x*Hy.

Dann gilt X13x3=offen, womitaxb abgs ist.

i) Siehe Serie 3. I



Bern. Im Allg. ist Tz sein nichterhalten unter stetigenAbb:

7: [0,17 ([{a,b3,0 =29a3,5a,b4,03}

t 1,35 fast
1

iststetig, surj, [0,27 istTz-Baum, aber a,b3 istnicht

ein Tz-Raum, da das nicht abgs ist.

· Teilmengen von Tz-Räumen sind Tz.

· Xund y nicht-leere top. Räume. Dann gilt
~ XXX ist Tz g.d.w. X und Y Sind Tz.

·X+ Y istT g.dow. X und Y sind Tz.

*OMPAKTHEIT 10.3.

Def. Sei X ein top. Raum. Xheisst kompakt, falls

jede offene Überdeckung von X eine endliche

Teilüberdeckung hat, d.h. es soll gelten

Kalibiez=& mit Eli =X
I]=I mit151 =0 und es 4j =X.

Bsp. Ist Xendt, so ist Xkompakt.

· teistnicht kompakt.

· Sei X top. Raum und KEX. Dann ist k kompakt begt. Ok

g.d.w. jede offene Überdeckung von K in X eine

endl. Teil überdeckung hat.

Eigenschaften.

il Sei X hompakter top. Raum. Falls K eXabgeschlossen ist,

dann ist K kompakt.



i) Seif:XY stetig und K=X kompakt. Dann ist

F(K) kompakt.

Bew. (i) Sei K = X abgs. und Elibiez=O offene bedeckung
von K in X. Dann istElibiez U{XXK3 offene Überdeckung
von X. Da Xkompakt ist, ex. JeIendmit

X =Wyliw XIK

=>k =WHi.
ic]

fül Sei Elibiez=Oy offene Überdedung von f(K).

Dann ist If"(Uilie:=Oxoffere riberdeding

von K. Da K hompakt ist, ex. 3=I endl.S.d.

3f"(Hildies offene Teilbededung von K ist.

Damit ist Elibie] end Teilüberdeckung von flKL. I

Lemma. Sei X ein Tz-Raum und K =X kompakt. Dann

istK abgeschlossen.

Bew. Sei peXIKbeliebig. Da XTe ist, ex. für alle

x ek zwei Ux, ke8xmit Hauk =0, tellund

peUx. Da K kompakt ist, ex. Xo,.... An EK mit

k = E,Uxi.
Damitist

V ==E,kx.*P
offen und VnUx =0. Insb. gilt Vnk

=

0

und damitV =XIK. Damit istNik offen, d.h.

K ist abgs. I



Satz. (Homeomorphismussatz/Umkehrsatz
SeiF:XY stetig, bijehtiv, X kompakt und Y Tz-Raum.

Dann istofein Homeomorphismus.

Bew. SeiAt Ax beliebige abgeschlossene Menge von X.

Da X kompakt ist, ist A hompantals abgs. Menge.
Da ofstetig ist, istf(Al kompakt. Da Y Tz-Raum

ist, istf(A) abys. in Y. Damitistof"stetig. I

Bem. Der Umkehrsatzkommtohne "lobale Umkehrbedingung"ans.

· Sei X top. Raum und E eine "Eigenschaft", die

für UuV gilt, falls sie für offene Mengen U,VEG

gilt. Falls E Il gilt und X kompakt ist, so gilt E

für ganzX. (Bsp. E: "A istbeschränkt".)



2. DIEQUOTIENTENTOPOLOGIE

DER BEGRIFF DER QUOTIENTENTOPOLOGIE

Von:Sei X eine Menge und eine

Aquivalenzrelation aufX. Setze

X -==[[x]/ x - X)
und

4:X XI, x 1 < [x].

Frage:Was isteine sinnvalle Topologie aufXI, falls

Xein top. Raum ist.

Def. Sei X top. Raum und eine beliebige Aquivalenz -

relation aufX. UeX/heisstoffen in der

Quotiententopologie, wenn "(U)=Xoffen in X

ist. Def. Zudem

0x, =24 =X1(π -(u) =0x3.

Dann heisst (XIw, Qxil Quotientenraum/Fahtorraum.

Bsp. SeiX
=

[0,17 und X wy ===x
=

y oder x, y
=30,13.

-

Dann giltXIm=S

Lemma 1. Seien X, Y top. Räume und eine 13.3.

ER. auf X und f:Xi cy eine Abbildung.
Dann istofstetig g.d.w. forstetig ist.

X
for

i
W

S

X Y
f



Bew.">"Da i per Def. Stetig ist, istdann auch

foi stetig.

=":SeiVCY offen. Dann ist (fors(V) offen.

Nach Def. von Ox,ist f "(V) =XI- offen. I

Bsp. Sei D:={veR2/ Iv=13-R?Def. AR. durch

X wy
===> x

=

y oder (x =(y) =1.

Beh. D4=92 =EVER / Irll=13.

B. Sei

8:D2 , S2,

VI > (10,0.
-1 für v =(0,01

I 1 - (211 - 1)21,, 21rl-1) sonst.

Dann ist g stetig. Zudem ist

F: 1DYn < 52, [v]1 > g(u)

eine Bijektion und stetig, da for
=

g

stetig ist. Zudem istDDY hompakt, da M stetig
und ID2 kompakt ist. Da S2 Tz-Raum ist, ist

f damit ein Homeomorphismus, d.h. DDY= S2 I

Lemma 2. Seien X.Y top. Räume. ~AR. auf X

und y:y,X/ eine Abbildung. Falls

&: Y Xstetigistmit 4
=

Not, dann ist

auch 4 stetig. X
7

I
M

Bew. Direkt. v

Y X/
4



Bsp. Sei neINzz, X
=IR" und

V-w:) Vi
=

Wifür i =n - 1

AR auf X. Sei

4:R2 cAY, uIc [In, 07].

Dann istY stetig, da

5:Br c12, ni ( (u, 01

stetig ist. Zudem ist

F:RY- > A2, [v]: < (n, ..., Un-1)

wohldet. Abbildung und stetig nach Lemma 1.

Dann gilt for-idien- und pof-idxor.

Also ist y ein Homeomorphismus.

EGENSCHAFTEN

Eigenschaft. Sei X top. Raum und ~AR.

i) Ist Xhompakt/Esh. /wegash., so ist es auch der

Quotient (da stetigund subjektiv ist.

:) {z3 =X1 ist abgs. g.d.w. H(z) abys. ist.

~ lusb. istX / Ti-Raum g.d.w. alle Aquivalenzklassen

in X abgssind.

Bsp. Seix=IR2 17.3.

0) -o-Klassen:3 (X, y)) yeIR3 für xEIR.



1) ---klassen:{(x, x) / y eR3 für III

und Elarctanly + tanx), y) (y eR3 für Ix1= E

2) ~2-Klassen:((x,y) (yeR3 für Ix1 = E

und {(X, -Hanx)+y)/ x =)- E,E)3 für y eR.

B. X:istIz-Raum für i =0,1,2 Ida -i-klassen

abgs. Sindl.

·XXI. ERaber nichtTe

Grund. Für [-,01] el offen und [10,1]EV offen
me

giltimmer UuV =0.



BEISPIELE:HOMOGENERAUME

SeiG eine Gruppe und H =G eine Untergruppe.

Def. Eine Gruppe G, die zugleich ein topologischer Raum

istheisst topologische Gruppe, wenn

m:GxGcG,(a,b) - ab

stetig ist. #
(a,b) ab

- Iund ala

stetig sind

Bsp.G mitder diskreten topologie isteine top. Gruppe.
· Matrixgruppen über KilR,K mitenklidscher Topologie, z. B.

· SOn(Q) = SOn(IRl=SInlIR) =GLnII) =IR"
· Un =GLn(k) =Kn

Def. Sei G eine top. Gruppe und H=G eine Untergruppe.

Dann heisstG/H=G/- ein homogener Raum.

Bsp. SeiG
=KY =K1303 mit Multidikation und

H =Rx0 =G Untergruppe. Dann definiert

f:GIH S =K*

[z] 1 E
1z|

ein Homeomorphismus (-> sogar ein Gruppenisomorphismus).

G I iststetig, da for:¢*S?zI stetig
ist. I ist zudem eine Bijektion, S ist in und

G/H=M(S1) istkompakt. Also ist ofein Homeomorphismus.



Lemma 3. SeiG eine top. Gruppe und H=G.

Dann ist GH ein T-Raum g.d.w. H =G

abgeschlossen ist.

Korollar. SeiG top. Gruppe. Da istG In g.d.w.

G T istg.dw. {e}=G abysist.

Überraschend. Stetigkeitder algebraischen Struktur ergibt

informationen über die Topologie.

Bsp. Es gibt keine top. Gruppenstruktur auf Z, , R,

*mitder cofiniten Topologie.

-Kriterium. Sei X ein top. Raum.

i) XistTg.d.w. 1x:=E(x,x) ex xxx ex3 in Xxx

abgs, ist.

Sei desweiteren eine AR auf X, s.d. 4: X < X, w

offen ist, d.h. He Ox => M(U) =Ox.

a) XI- istT2 g.d.w. Rx =={(x,y)exxX/x - y3 in XxX

abgs. ist.

Bew. Siehe Serie 4 Agb. 5.

Bem. SeiG eine top. Gruppe und H=G. Dann ist

*:G (G/H,g)cgH offen.

Bew. (Lemma 3)

=.G/H T2 =G(HT =HeG/H abgs.
=>n

-

([e]) =H abgs. in G.



E":Falls H =G abgs. ist, dann ist

R ={(a,b) =G xG|ab =H3

und es gilt R
=m(H). Dam per Def.

der top. Gruppe stetig ist, ist R abys.

Also ist GIH Tz. I

Bsp. "Basen auf R" bis auf Isometrie".

Kein=2: N

V TV, V
- i

-Ve k
↑

k

Basis BEGLnIl mitBwA=== JheH=On(IR) mit

hA =B E) AB eH =On(R).

~GLnCRI/OnIR) homogener Raum.

Bem. (Homogene Räume und top. Gruppen sind "homogen")
Sei G eine top. Gruppe.
· Für GeG sind

fa:GG, q1 -ag
und

ra:GG, al >ga

Homeomorphismen.
. Sei H=G Untergruppe und X, yeG/H. Dann ex. ein

Homeomorphismus 7:G/H (G/H mitf(x) =Y.



BEISPIELE:ORBITRAUME

Bsp. SOnCR) XR2 R", A , Av.

Def. SeiG eine top. Gruppe und X ein top.
Raum. Eine Operation/stetige Aktion/stetige Wirkung
von G auf X isteine stetige Abbildung

GxX (X, (9,x), >gx,

so dass

il 4x cX:ex =x

i) Xxexg,heG:g(hx) =(qh)x

gilt. Man nennt einen top. Raum X mit einer Operation

von G auf X auch einen G-Raum. Sei Xein

G-Raum und x eX. Dann heisst

Gx==2qx1 xex)

der Orbitoder die Bahn von X. Die Bahnen Gx

sind--Klassen mit AR. Xry:x=JgeG:qx=y.

Zudem heisst X/G ==X/- Orbitraum/Bahnenraum.

Bsp. SeiG:=SOn IR). Dann giltfür alle ve
Gv =3AveR" / AeSOnlRlY

=(WeR" / (w) =13.

Zudem gilt MYG
=[O,) durch

RYG 50,8), GV1 < IvI.



Bsp. (IRIP SeineIN und G= IR"mitMultiplikation 20.3.

auf X=1*
*

503. Dann ist

G x x x X, (1,x)1 < 1x.

Dann heisst RIP" ==X/G n-dimensionaler projektiver
Raum. - Siehe Serie 4 Agb. 4.

Def. Sei X ein top. Raum und XeX. Seiweiter

G eine top. Gruppe, die auf Xoperiert (d.h.

X ist ein G-Raum). Dann heisst

Gx =
=3geG)gx =x3 =G

die Stabilisatorgruppe/der Stabilisator von x.

Satz. (topologischer Bahnensatz) sei X ein G-Raum und

xeX. Dann ist

7:G/Gx >Gx, gGx' qx

eine stetige Bijektion.

Bew. ofistwohl-def, denn

aGx =bGx

=TheGx:a=bh

=>ax =bhx =bx.

ofistper Def. Surjektiv

· fistinjektiv, denn

ax =bx =abx =x

=>ab=Gx =aGx =bGx.

· f iststetig, denn

for:G-Gx, g1 qx



ist stetig dai:G > G xx,g)c(q,x)

stetig ist. I

Bsp. G =SOnII, X=R" und sei x=e. Dann gilt

·Gx =gk- cR

· Gx
=2A =G(Ax =

x 3

=> ((=)(B =50...())
Also ex. nach dem Satzeine stetige Bijektion

F:GIGx >Gx=Sr!

Zudem ist STz-Raum und G/Gx ist

Kompakt (weil GcIR" abgs. und beschränkt, also

kompakt ist). Also gilt G/Gx=gr.
-> Also "SOn(IRL/SOn I) = gr-1".

BEISPIELE:ZUSAMMENSCHLAGEN

Def. Sei X top. Raum und A:X mitA*0.

Def. dann XA:=X/- für xry== =y oder

x, y =A.

Def. Sei X ein top. Raum und A., ..., An=Xalle

nicht-leer und paarweise disjunkt. Def. dann

*A....,An==X/

für x-y== x=y oder fiedt....,n3:x,y eAi.



Bem. Falls Xmetrisierbar istund A...... An alle abgs.,

dann ist X/A......An ein Tz-Raum.

Konstruktion 1. (Kegel) 24.3.

SeiX ein top. Raum. Dann heisst

(x =x x[0,13/x x313

der Kegel von X.

Konstruktion 2. (Suspension)
Sei X ein top. Raum. Dann heisst

2x =
=x x=1,13/x x2-13.x x513

die Suspension/Einhängung von X.

Bsp. Für Ea.b mitder diskreten Topologie gilt

{a,b) =S



Konstruktion 3. (Wedge/Smash)

Seien X und Y top. Räume und xo+X, yo* Y

Basispunkte. Dann heisst

X vy =

=x +4y33x3 +y =x xy

wedge Produkt und

x - y =
=x xy/xvy

heisst Smash Produkt.

Bsp. Seien X=SU und Y =SM und X.EX, yoeY.

Dann gilt XY = grtm.

Grund: Es gilt gr
=R =R4r983.

m

Wähle xo
=

0 = R" =Xund y =0 eRym =Y.

Definiere
-

g
:Br =isr xM

(x,y)eR*xR*, -(x,y)eRx1R*

12x1030903xRY1 80.

Dann gilt
·

g iststetig
-

· f:MU MRm >*xY, [E] 1 5g(z)]

ist wohlder, Bijehtion (da f"(8) =xvY)

und ofist stetig. Also istof Homeomorphismus
-

da r* kompaktund XI** Shim

Tz-Raum).



ZUSAMMENKLEBEN VON REUMEN

Def. Seien X.Y top. Räume, XoX und

3:XocY

stetig. Sei - die von y(x)-x erzeugte AR auf

X +Y. Dann heisst

YvxX: =x +y/-

die Anhäftung/Verklebung von A an Y.

Bern.

i) X < YryX, x, c [x) iststetig, da

ix:X(x +yund instetigsind.

is) Für AcXmit A =8. Dann gilt

X/A ={p3 ve XI mit4:A c{p3 für einen abstrakten Punkt
p.

i):: Y - YuyX, y1 [x] iststetige Injektion und sogar

Homeomorphismus aufihr Bild, d.h. isd" istHomeomorphismus.



Konstruktion 4. (Abbildungstorus)
Seia:X-X ein Homeomorphismus. Dann heisst

*x[0,13/a = =x =50,13/-
,

wobei die von (X, 01~(ak), a) erzeugte AR ist,

der Abbildungstorus.

Bsp. ·Für x:[-1,1] < 5-1,17,x12 -xheisst

M =
=[- 1,17 x[0,17/2

das Mobiusband.

· Für: S S, z: Iheisst

k =

=5x 50,17/3

die kleinsche Flasche.

ManaUm

Übrigens. Für y:1M c2M, mi m gilt MryM=K.



3.HOMOTOPIE

HOMOTOPE ABBILDUNGEN

Def. Seien f, g:X X stetige

Abbildungen. Eine stetige Abbildung
h:xx[0,17 > Y

mith(x,0) =f(x) und h(x,1) =g(x) für alle xex

heisst Homotopie zwischen -und 8 und wir

schreiben -1. In diesem Fall heissen ofund q

homotopund wir schreiben f =G.

Isth eine Homotopie zwischen -und y, dann setzen

wir he: Xcy,x,ch(x,t) für alle te [0, 1].

Bsp. . Für alle stetigen 7, g:X IR" gilt fig mit

h:x =50,17 --1",(x,t): ((1 - t)f(x) +tg(x).

· Für stetige f, g:3p3(X gilt f =g g.d.w. ein

Weg von f(p) nach g(p) ex.

Bem. Seien X, Y top. Räume. Dann bildet Homotopie

eine AR auf der Menge der stetigen Abb. von

Xnach Y.



Lemma. (Verklebungslemmal
Seif:ZcY beliebige Abbildung mitz =AuB

und A,B= Zabgs., fA, FIB beide stetig.

Dann istofstetig.

Notation. Bezeichne TX, Y):="Menge der Homotopieklassen".

Eigenschaften.

i)Seien F,g:XY stetig und homotop und

=,g:Y -z stetig, homotop. Dann gilt

Fo f =gog.
implizitalso
auch stetig

↓

i) Seien Fi, g.:X:Y:homotopfür i=31,23.

Dann giltfixfz =G, x42.

HOMOTOPIEQUIVALENZ

Def. Seien X, y top. Räume. Eine stetige Abbildung
F: X-Y heisstHomotopiequivalenz, wenn eine

Stetige Abbildung g:Y ->X existiertmit

gof-idxund fog-idy.
Dann heisst g Homotopieinverse von 4.

Falls eine Homotopiaquivalentofvon Xnach Y ex., dann

heisstXhomotopieaquivalent zu Y und wir schreiben

XEY oder X =Y.

Bern. Falls X =Y gilt, so folgtX = Y.



Bsp. 01R" =3p3

·ID
=

3p3

·" 1903 =D"903 =gr

Def. Ein top. Raum X heisstKontrahierbar/Zusammen-27.3.

ziehbar, wenn er homotopiequivalent zu einem

Punkt ist, d.h. X=(p3.

Bem. Falls X=y gilt, dann gilt
·X wegash. G.d.w. Y wegash.

·XEsh. g.dow. Y Esh.

· falls zusätzlich Y =Z, dann folgt X = Z.
-> -ist also eine AR.

Bsp. 4 F3p3, z.B. da nicht Esh. ist

Def. Sei Xtop. Raum. Eine Teilmenge A:X heisst

Retraht von X, falls eine stetige Abbildung

I 5:X: A

mitSIA= ida existiert. So ein 8 heisst Refraktion.

Bsp. · A
=50,17 istein Refrahtvon X =50,17054,6]

mitRetration 5:X
-A, x 1 >mink, 1).

· a,b3=[a,b] mita=b ist hein Retrakt.

Gund:Agr. es ex. Retration 9:[a,b] <3a,b3.

Dann ist8 stetigund surg, doch da Ea, by nicht

Esh. ist, ist dies ein Widerspruch zum Zusammenhang
von [a,b].



·gr-=D" istkein Retraht.

Def. Sei X top. Raum und AcX. Eine Refraktion

5: X -A heisstDeformations retraktion, falls die

Abb. XX, xSH) homotopzu idx ist.

5 heisststarke Deformations retraktion, falls eine solche

Homototopie h ex, mitkla,t) =a für alle a=A.

A heisst dementsprechend dann (starker) Deformationskontrakt.

Bsp. · Su=(1903 ist ein starter Deformationskontrakt

mit9:44,903: Sa,vI

Lemma. IstA Deformationsretrakt von X, dann gilt

X =A.

Bow. Sei f: X -A Deformationsretration und

2:AX, aia. Dann gilt

gof-idx und fog =idA. I

Bsp. SeiR* eX = =0 =00 =:Y CR

Grund:X, y =Da,b3 sind beides starke Deformations-
m

retrahte.

31.3.
Bsp. ·Sn-1-DN150] ist ein starber Deformationsretrakt.

· Sei y:Surecy stetig. Dann ist

i(y) =Y ve(" 1903) =:Q

ein starker Deformationsretraht.



· Seien 0 = k =n e IN. Dann ist

A =E(S"xg(-) =(r)(S"
-

x5030203 xgr
-

4)

=:XeR=H"xRr-h+1

Dann ist A starker Deformationsretraktvon X.

Gund:Sei

5:X A, (r, w)I E), wil
und

h:xx 50,13 X,
Eltr + (-t), tw +(1 - t) wil

(IV,w),t) Eltr+41-t), tw +41 - t)willI

Lemma. Sei X top. Raum. Xistkontrahierbar g.d.w.
Exo3 =X ein Deformationsretrakt ist.

Bew."":Der Def.

":SeiF: XEp3 mitHomotopieinversen G.

Setze X. ==g(p) und

9:x -(x), x 1 (x
=(q0f)(x).

Also ist X-X,x,o gleich gof und per Annahme

gilt gofidx. I



EXKURS:KATEGORIEN

KATEGORIEN

Def. Eine Kategorie e bestehtaus

il Einer Klasse von mathematischen Objekten Ob(e),

Objekte genannt.

ilEiner Menge Mor(X.Y) pro Paar von Objekten (X, Y),

genanntdie Morphismen von X nach Y, wobei

Mor(X,Y) und Mor(X', Y') disjunkt sind falls

(X,Y) =(X, Y').

FlEiner Abbildung
0: MorIX, Y) + MorlY, Z1 > Mor(X,z)

proTripel (X,Y, z) von Objekten X, Y, Z, die

Verknüpfung genannt, welche folgende Axiome erfüllt:
· Axiom 1. (Assoziativität) Für alle X, Y, z,We Oble),

feMor(X, Y), geMorLY,z) und heMorIz, W) giltI · Axiom 2. (Identität) Zu jedem Objekt XeOb(e)

holgof) =(hog) of.

ex. ein idx eMor(X,X), s.d. für alle

y =Oble) gilt

FFeMorIX,Y):foidx =f
und

FgeMorlY, X:idxog =

g.



Bsp.
1) Set mit

·Ob(Set) =Klasse aller Mengen
·Mor(X,Y) =

Menge aller Abbildungen von X nach Y

· übliche Verknüpfung.

2) Jop mit:

· 8bIJop) =Klasse aller top. Räume
· Mor(X,y) =Menge aller stetigen Abbildungen
· übliche Verknüpfung.

3)Die Kategorie der Gruppen Grp

4)Die Kategorie der Vektorräume über einen Körper

IK, bezeichnetmit Vectik.

5)Kat. der Körper.

6) Kat. der Ringe mit 1.

7) Kat. der punktierten top. Räume Jop. mit

·Ob(Jop.) ==3 (X, x.)/XeTop, xo eX3.

·Mor(X, x.), (Y, yo)) =3f: X < Y)fstetigmit ff(x0) =yo3

8)Die leere Kategorie mit Oble) =0.

9) Sei G eine Gruppe. Def. eine Kategorie durch
· 8b(8) =2p3



· Mor(p,p) =G

·Mor(p, p) =Morlp, p) > Morlp,pl, (f, g): > 70g.

10) Die Homotopiekategorie Lsop mit

·Ob (29jop) =Ob (Jopl
· MorIX, y) =[X, Y] =Homotopieklassen von stetiger

abbildungen von X nach Y.

· [X,y] =5Y, z] < [x,E], (5f], 5g3): <[gof].

Def. Sei e eine Kategorie und X, ye Oble). Ein

F MorIX, Y) heisst Isomorphismus, falls ein geMor(Y, x)

ex, mitgof-idy und fog=idy. In diesem

Fall heissen X und Y Isomorph.

Bsp. In stop gilt idx=[idx] eMorIX, X) und

If] - Morl.Y) istein Isomorphismus g.d.w. feine

Homotopieäquivalenzist.

Achtung. Mengen sind klassen, aber klassen sind im ally. Leine

Mengen.

Def. Eine Kategorie heisst kleine Kategorie, wenn Oblel

eine Menge ist.



FUNKTOREN 3.4.

Bsp. Jedem Körper In lässt sich die Einheitengruppe

F(IK) =I*zuordnen und jedem Körperhomomorphismus

f: IV: 4lässt sich ein Gruppenhamomorphismus

F(F):FCIK) < 5(h), x1 : f(x)

zuordnen.

Def. Seien I und Kategorien. Eine Zuordnung I, die

jedem X- Oble) genau ein YeOb(8) zuordnet

und jedem Morphismus feMorIX, Y) genau ein Morphismus

F(f)=Mor(FIX), FLY)"zuordnet heisst covarianter Funktor"EMor (F(Y), FIX))
contravarianter Funktor"Wenn

i) XXcOble):Flidx) =id=1x).

:) XX,Y, ze Oble) YEeMorIX, Y) FgeMorLY, z) gilt

F(g.f) =(F(z). F(f)" (Kettenregel)(2)

F(f) ·F(g)

Bsp. Folgendes sind havariante Funktoren:

·Jop, Set, (X,0), X, ff

·Jop: Etrop, 1X, 0) 1: (X,01, f1> If].

Bsp. 2
=0 =Vecth, 5:e > 00, wobeifür V.WeOble)

und y= Hom IV, W) mit

F(V) = =v
*
=Hom(V,k) = Ob(D)

FLy) =
=

4*G Hom(WY, V*)

ist ein contravarianter Funktor.



Bem. SeiF: e 8 ein Funktor. Falls X, yeoble)

und f-Mor(X, Y) ein Isomorphismus ist, so ist 5(f)

auch ein Isomorphismns.



4.FUNDAMENTALGRUPPE

DEFINITIONEN UND FUNKTORIALITET

Def. Ein Weg a:to,13X heisst

Schleife (an Xo) Falls (10) =2(1))=xo).

ZweiWege a, heissen homotoprel. Endpunkte, falls

x
=B via Homotopie h, s. d.

h(0,t) =210),h(1,t) =a(1)

für alle te [8,1] gilt.

ZweiSchleifen an X. heissen homotop rel. Xo, falls sie

homotop rel. Endpunkte sind.

Falls a Weg von a nach b und Weg von b nach

c ist, dann ist

t =E
&:50,13cX,t. (Bies +=E

ein Weg von a nach c, Verknüpfung von a und

genannt.

Bem. Falls a
=a' und B =' rel. Endpunkte, so gilt

a =d'' rel. Endpunkte.

Def. Satz. Sei X top. Raum und X. eX. Dann bildet

M.(X, xo) =={ [0] 1 & ist Schleife an Xo}
↑

Menge aller zu a homotopen
mitder Multiplikation Wege rel. Endpunkte

Me(X, x0) =Me(X, xo) < MCX, xol

(5x], [B]) 1 > [dB]



eine Gruppe, die Fundamentalgruppe genannt.

Bew. Die Multiplikation ... 17.4.

· istwohldef.:[a] =[x]. [B]
=

[B]
Bem.
=>[a] =[x'']

· hat eine Eins:Seie:=Thonster). Dann gilt

TaJe =e[9] =[a].

·hat Inverse:[x][0]=e =[5][x] far

a
-

: [8,1] -X,tica(1 - t).

· istassoziativ:Folgt direkt.

Damit ist, (X, Xo) eine Gruppe. I

Bsp. al Sei KERN konvex und X. K. Dann ist milk, Xo)

trivial.

Satz 1. a) M.)S", xr) ={e} für alle n
=2, z. e S4.

b)r:2( m, 15, 11, h1 clan) für

an:50,13<5,51 euins

ist ein Gruppenisomorphismus.

Bew. (nur call Sei a eine Schleife an Xo in In für

n
=2.

Beh. I Schleife an to mitdurel xo und B

istnicht surj.

Daraus folgt[1]=[B] und Ix.e SL/m/B). Nun



ex. ein Homeom

4:SMEx.3:R*

Dann gilt Go = konstolen via h da I" honvexist

=>B =honstxo via roh

=>a =B =konstra

=>[0] =e.

Gud (für die Behl Sei a eine Schleife an to mit

=D"
obere Hämisphäre mitZentrum voIm(a) =S Sei H die

Seien 3153;t] die maximalen Intervalle mit x)Ij)=H.

Setze für SKU I:
it]B (s) =(s für sein

wobei 5:Ij ↳ID" I

Lemma 1. (Funktorialität)

i) SeiF: X- Y stetig, xo f Xund Yoey mit

f(x) =Yu. Dann definiert

fe:4, (X, 0) < M. lY, you

5931 > [709]

ein Gruppenhomomorphismus.

:Es gilt (idx)=idnix, xol.

Öl Sei zudem g:Y-Zstetig, zoezmitq(y)
=

Zo.

Dann gilt
(gof) A =G*fx.

>, (f) =fxistein covarianter Funktor.



Bew. Serie 7Agb. 1.

Korollar. Falls F:X ->Y Homeomorphismus istund to *A,

dann ist frein Gruppenisomorphismus.

Bew. Benutze Lemma 1.

ANWENDUNGEN.

Satz 2. (Fixpunktsatzvon Brouwer) Sei ne IN und

A:ID" DD

stetig. Dann hat ofeinen Fixpunkt.

21.4.
Bew. (nur fur n =21

Gegenannahme:Es ex. ImitXxelDr:f(x) FX.
me

Sein1:Es ex. eine Retration 9: ID", gre

-> Definiere glx) als den eindeutigen Punktmit

25(x)3 =S
- in {f(x) +r(x - f(x)))r > 0)



Sie2:Es ex keine solche Retration.

-> n
=1. Bereits gezeigt (W6 Bsp. f)

·n
=2:Agn. es ex. eine Refraktion 5: ID =S'

=>idsi =goi, wobei i:S'-DD?

Aus Lemma 1 folgt

idns'.
=(idsil* =(90i) e

=> I*0(*

=>S*Surjund i*injektiv.

Dies ist ein Widerspruch, da Satz 1

4. (DY 1)
=3e3, 4, (51) EZ.

Diagrammatisch:

S' DD2 5,51
*I

M. [S', 1) M, (D?1) < M. (S!1). I
IIS als IIS
Z 2

Bem. Sei9:X -A Retration. Dann istinimmer injektiv

und SA Surj.

Ists sogar Deformationsretrakt, dann sind sound

inGruppenisomorphismen.

Bsp. Es gilt
n
=2

4. (*1903, Xo) ={ Yes sonst.

Genauer: &=r,(k*, 1) durch
me (*)

d1 [xa:[0,1] ->K*, 51 > ekrids]



Satz 3. (Fundamentalsatz der Algebral
Sei plz)

=zd+Ad-Za"+... +9.7 + a. KTz].

Dann hat p eine Nullstelle in K.

Bernahme:Agn. es ex. keine Nullstelle.

Wähle ~max lail. 1) und
&:50,13K*,si

Preznis)
D(r)

S:& konst, ret. Endpunkte durch

h(2.t) =Pltrainis)
↑D(tr)

ad-mal
ablaufen

Schritt 2: ana relEndpunkte durch
seine Zeige wohldet.!

I

h(s,t) =
tPCrezkis)+1-t)lreanis,

tp(r)
+(1 - t)rd &

Also folgt xohonst, im Widerspruch zur (*). I

BEISPIELEUND HOMOTOPIEAQUIVALENZ

Bsp. Sei x =Sr{23=K.. Dann gilt

4. IX, 1) =2 und 4, (X, 2) =se).

Eigenschaften. il Sei ein Weg von to nach x, in X.

Dann ist
4B:π,(X,x,) (n,(X,x0)

[2] 1 [B(x- 1]

ein Gruppenisomorphismus

i) Seien X und Y top. Räume, x. EX, yotY

Dann gilt



N, (X,x0) xM(Y, yo) =M, (X +Y, (x0,yo)).

Bew.

i).Wohldefc =xa =B(a
-

) =B(a).
. Gruppenhomon.:

43(12.35923) =[B(2x
-

)]

=

Ixa
- 3

=

[Ba
-

3[a-)
=

4B(a)4p(a.).

· is ist bijehtiv.:4- istUmkehrabbildung.

il Serie 7Agb. 4a. I

Bern. Falls Xwegzsh ist, dann ist i. (X, xo) unabhängig

vom Basispunkt xo. In diesem Fall hürzt man oft

mitn.(X) ab.

· Es giltY
=

UB, falls B=B'rel Endpunkte.

Korollar. Seiy: IR* R" ein Homeomorphismus. Dann

gilt n
=

2.

Bew. Sein und y:I R" ein Homeomorphismus

mit OBdA p10)
=0. Dann ist

5: BY303 >IR" 1903, x1 f(x)

auch Homeomorphismus. Aber aus

&=π, (IR 903). (1290}



folgtdann n
=2. I

Def. Sei Xto ein top. Raum. X heisst einfach

zusammenhängend, falls X wegash ist und

4, (X, x0)
=3e3 für ein (und damitfür alles

to eXgilt.

Bsp. Für n = 2 ist S einfach zsh. und S ist nicht

einfach ash nach Satz1.

Satz4. Seif:X- y eine Homotopieäquivalenzund

x. eX. Dann ist

fr:M,(X,x0) > m.(Y, f(x0))

ein Gruppenisomorphismus.

Lemma 2. Seien fo. f.:X +Y homotop viah und x.eX.

Sei weiter der Weg

3 (s) =hIx,s)
von Foxol nach fixo). Dann gilt

(fo) * =

N o (f.)*,

wobei (f,) +(mi(Yf,(xol)

4,(X, xo S YB M

(fo) *
·N,(Y,f(xol)

-> Spezialfall:Falls hIx0,s) =B(s)
=folxo) gilt für alle

S, dann folgt (fulx=(fil*, da PB
=idacy, folxol.



Bew. KLemma 2)

Setze By:50,17cY, s' ist). Seia eine

Schleife an Xu. Dann gilt
foo =B((7,0x)

-

)

rel. Endpunkte via

H = =

B +((h =0 c(BE).

Daraus folgt7
(fox ([2]) =[f.027 =[B((7,0x)- )7

=43)[f,0a]) =4g((f,(x5271). I

Bew. (Satz 3) Seif:X-Y Homo.aquir mitHomo. inv

9:x+ X, d.h. g ofide und fogidy.

Betrachte x.EX und Fx, G*beg X und flx.).

· B:10,1 -X mit(s)
=hIxo,s) ist Weg von

g(f(x) nach Xo
Lemmak

=>qofx
=(gof)a yo(idx) x =YB

istalso ist nach Eigenschaft (i).

=>fxinjund gosary:

·B:50,17 - Y mit'(S)
=hIf(xo), s) istWeg

von f(g)f(xol) nach f(x0).
Lemma 2

=>f*0g+YB

=>g* inj.

Also ist Gi bijektiv und damitauch Fr, da

g*oftbijektiv ist. I



Folge. Xkontrahierbar => X einfach zsh.

Bsp. SS SixS, Six SXS sind paarweise nicht

homotopieanivalent.

Gud. M, (S) =2, H. (S) =3e}, M, (5 x 51) =Z2,

4,(51x5 x 51) =ZY

DER SATEVON SEIFERT-VONKAMDEN24.4.

Bsp(a). X
=R* 91-1,01, 11,013, Xo=(0,0) eX.

SeiG:=MIX, x) und a =[1], b =[B], c =55] =G

wie im folgenden Bild.

Dann gilt =ab und

A =3(x,y)GX(xx - 13 =R 1510,013
IIS

B =3(x,y) -X1x =13 =R 1510,013

=>M,(A,Xo) =n, (B, xr) =Z.

und i. (AcB, xo)
={e3.

KinderscherG
(a) =9a 14 ez =e

· ab =ba.



· G istdie Freie Gruppe mitzweiErzeugern,

d.h. G =Fr =R*Z.
Freies Produkt

Def. Seien Hund K ZweiGruppen (mit HuK =8).

· Ein Wortin Hund K istG,82...gn für ne INo,

wobei:=HuK (formal nur eine "Liste").

· Ein Wort G,G...In heisst reduziert, falls qi Sen, en

gilt und Gi, git, immer in verschiedenen Gruppen sind.

Bem. Jedes Wortwhateine eindentige Reduktion R(w).

Def. Satz. Seien K und H Gruppen. Dann bildet

H*K =={wIw ist reduziertes Wort3

mitder Multiplikation

1H *k) =(H +k) >H*k Notation

(W., we) 1 cRIW,WEL Wire

eine Gruppe, genannt das Freie Produkt/Coprodukt/Summe
von H und K.

Bew.. Hat eine Eins:Das leere Wort e.

· Hat Inversen:Für w=gige."In gilt

w=gn" ...g='I,

· Assoziativität:Folgt aus der Def. von R. I

Bem. Die Inklusion

in:H2 H*K,hi en



ist ein inGruppenhomomorphismus. Wir identifizieren

H =H *k

vic iH-

· Falls k =sen, dann giltH*K=H.

· Falls H und K beide nicht-trivial sind, dann ist

H *K nicht hommutativ.

Bsp. Seien H =(a(a =er) und k =(b(b3 =ek)

die zyklischen Gruppen der Ordnung 2 und 3.

Dann gilt

G:=H*k =2/22 *21322* 2.

Eigens:G =SL2(2)/3)! i), ()3=PSLalEl.

Eigenschaft. (Universelle Eigenschaftdes Freien Produkts).

Seien G, H, K Gruppen und

4H:H < G

44:K -G

Gruppenhomomorphismen. Dann ex ein eindeutiger
Gruppenhomomorphismus 4:H *K G mit

30 in
=

4H
und

40 in
=

4K.

Grund. Definiere

↳(h,b,hat... hahn) ==4r(h)mulh.) ... r(hn) qulkn).



St. Sei x top. Raum, A,B=X und 28.4.

Xe ArB. Seien

ja
:M,(A) <M.(X),

JB:M, (B) <M.(X),

:A:M, (AcB) ( m,(A),

iB:M, (AcB) ( m, (B)

die von den Inklusionen induzierten Gruppenkomen. Für den

fixen Basispunkt vo

Satz1. (Seifert-van Kampen) Für x. AnB, wobeiA,B =X

mitAnB=X, A, Bwegzsh. und offen und AuB
=

Xsei

y:M,(A)
*4, (B) < M,(X)

der eindeutige Gruppenkomon. mit

q(a)
=

ja(a),

y(b)
=jB(b)

für alle acMilA), beMilB). Dann gilt:

il 4 istsubjektiv

:) kern(y) =(((x)(i(a)")ce,(AnB))) ==N
~Notation:Für H =G sei(H) der kleinste

Normalteiler von G, der H enthält.

Insbesondere, gilt
(N,(A) *M, (B))/N =π.(X).

Seifall.

i) Gilt M, (AnB) ={e), so ist Y Gruppenisomorphismus.



:) GiltM,(A) =N, 1B) ={e}, so folgt i,(X) =3e3.

Bsp. (Satz1a ans W8) Für n =2 Sei S
=A UB

mit A= S"15p,3 und B =sn73p23 mitp, F Pz.

Dann gilt ,(A)
=

N, 1B)
={e} und damit i. (S) ={e}.

->ung. Für n =1 gilt ebenfalls M, (A) =m, IB), aber

AuB istnichtwegash. Und damit gilt der Satz

von Seifert - von Kampen nicht.

Bsp. Betrachte X =S'vS' =(Sx413) v1913 x 51)

und sei Xo=(1,1). Sei

A:=(5 x 313) u[11, e*s)(st)- 5,E)3,

B:=(913 -(1)u[(as,1)(st)- 5,3)}

für as 0 kein genug. Dann gilt
A =S1 =B

und
AuB ={x03.

Daraus folgt

4. (Sv 54) =2 *Z.

Bew. (von Satz 1) Sei i wie im Satz1.

i) Sei ja: 70,11-X eine Schleife an to.

Zu zeigen:IweM, (A)
*M, (B):p(W) =[22].

me

Band. Es ex. So
=0 = S,=... =Su

=1 mit

20155:, Six] =A oder je (55:, Six] =B

und fe(Si) eAn B.



-> Grund. Is e [0,17 JIs=50,17 offen mitSeIs
m

und JelEs) =A oder je (Is) =B.

Da TO, 1] kompakt ist, ex. I., ..., te wie oben,

die To, 1] überdecken. Damitex. So, ..., Sa mit

I =50, So] u ... vISn, 1]

durch verkleinen und zusammenkleben wo nötig.

Sei nun

20:(S) =be((1-5)5: + SSit)

für is so, ..., h- und :ein Weg von Xo

nach JelsileAnB. Setze

je ==Bilte Bit)s
WobeiBo:=Bu:=konstr.. Dann gilt

ide)
=

[20,3552]...56043 = i,(X)

und
[2] =Bild (ja) u Bild (jB).

Daraus folgt

[2] e Bild(4),

woriti surf ist.

i) Sei
N==({ix([8]) (i((83)

-

(58) =π,(AnBLK).

Für [8] e. (AnB) beliebig gilt

4(ix[8]) =jA(iA([8])

= [anB0S]

= jB(iB(TS])) =4(iB(ix71)

mit Inklusion (es X. Daraus folgt



ix([S]) (i(587)"- Kern (4)

und damitN =Kern (41.

Seinun e =w=[60,356e]... [gen] ei. (A) *Mi (B) reduziertes

Wortmitq(W)= e =[], wobei

tawe re

Dann ex. eine Homotopie mit konstr.Le red No.

B. Es ex abgs. Rechtecke

R.,Rz, ..., Re =[O, 132

mith(Ri)=A oder hIR:) =B.

Bild

->d:Ahnlich wie Bet. 1.

↳:Nun finden wir Wörter

W
=

Wo, Wi,W, ..., We
=

e e π,(A) *Mz(B)

MitWi-N=wiN in (n, (A) *Me (B))/N.

· Wähle :Weg von Xo nach h(vi) mit

Bild(i) =A Falls k(vi) =A
und

Bild(i) =B falls hIvi) e B.

·OBdA Sei [be,] en, (A).



Seit1. (via Ri):

·Falls hIR.) =A:

[2,3 =Thonstx.2,3 =[vir.3=[Bis
=> [h,J[r,].

Setze

W.
==Tr,JIrJ5622]... [We].

Dann giltw
=

Wo
=

W,

·Falls hIR.) *A:Dann gilthIR.):B nach Annahme und

damit Bild (2.):AnB. Sei

8:50,13 -> ArB, 51 > 2e(s),

5:50,13-B, S 1 > SIS)
=

fils).

Dann gilt

ix158]) =[5] und is([8])
=[52,]

=>[5,]N =I5,]N

=> WoN=woN

für no.==[5,355]...[6].

Wie für hIR.)=A finde nun W. ==[n]Ide.]... [fre]

und wi
=

W, => WoN
=

w,N.

Sii. (via Ri) Finde wi aus wie wie im Schritt 1

wia Ri.

Damitex. W
=

Wo,Wis ..., we mit

WiN
=

wiN und We= Thoustto]... Thorstxo] =2.

Insgesamtfolgtdamit

WitN =

wiN => woN=weN =N,



d.h. w
=

w. eN. Also folgt Kern(n) =N und

damit Gleichheit. I

Bsp. Sei X:=5:= (S+31/213x] für eine Indexmenge

I mitder diskreten Topologie.

Bild
Dann gilt,(X)=s)=El.

Grund:Falls 131 =s, so folgt dies Induktiv mit

Satz 1. Sonst benutze folgendes:

Satz 2. Sei X= gäste mitIndexmenge] und

AerAn offen, wegzgt, to Fete und

4:*π(Aj) >M.(X)
je]

eindeutiger Gruppenhomom. Mit f(a)= jAe(a) für ae Ae.

Dann gilt:

i) ry ist surg

i) Falls AerAne Ar wegesh. For alle ein, reJ, so gilt
ken (4) =(ie,n(c) (in,e(c)

"

(4,2 -],ce,(AnAe) 37

mities:M. (AewAn) <>M,(Au).



Bsp. Hawaiischer Ohrring. Sei X=Erdn= 4 mit 5.5.23

(n =
=Bi(t).

Dann gilt X *S'
Gund:M,(X) ist überabzählbar, aber

MY =E

istabzählbar.

Bsp. (Warum An AenAr megash. Sein muss in Satz 21

Sei
R
2
2X ==aaaa was

IS

&0 =SvSe

und Ae:=Xisdeb für 1 = 1,2,3. Bann gilt
· M,(Ae) =2

· M,(AerArl ={e3 für he

aber M,(X) =2 ** * * * * *Z.



5. ABZAHLBARKEITSAXIOME

ERSTES & ZWEITES ABEEHLBARKEITSAXIOM

Def. Sei (X, ol ein top. Raum.

· Seix. EX. Dann heisst

u =3u =X)U ist Umgebung von Tob

Umgebungsbasis von Xo, falls jede Umgebung von Xo

eine Umgebung UEU enthält.

· X erfüllt das erste Abzählbarkeitsaxiom (IAA), falls jeder
Punktin Xeine abzählbare Umgebungsbasis hat.

· X erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom (IAA), falls

Xeine abzählbare Basis hat.

Bsp.
· Jeder metr. Raum erfüllt 1AA.

· IRN erfüllt 2AA

Bem. Es gilt 2AA=> 1AA, aber nichtumgekehrt.

Grund Sei abzählbare Basis von Xund xo EX.
-

Setze dann 2 ==3B =81 x. cB3.

Bem. Sei Y =X unterraum. Dann gilt
· Xerfüllt1AA => Y erfüllt 1AA

· Xerfüllt 2AA => Y erfüllt 2AA

Bem. Falls A =X überabzählbar und diskret existiert, dann

erfüllt X 2AA nicht.



Gund. Sei 8 Basis von X und wähle Ha offen mit

HarA
=3a]

für alle a A. Dann gilt

FatA] 0a8:a =0=Ha

und damit ex, eine injektion

A 48, a 10a.

Bsp. SeiX=3f =CLIR, IR) Ifbeschränkt mitder von

II. Il induzierten Metrike dsup. Dann erfullt X 1AA aber

nicht2AA.

Gad. Xistmetr. Raum. Aber sei =(antnein eine

0-1-Folge und wähle ein

Fa:IR IR

mitFaln)=an für nel. Dann gilt
offer

B. (a) -A ={a},

für alle atA :={frl- beliebige O-1-Folge 3.

Da dies existiert, erfüllt X nichtGAA.

UNENDLICHEPRODUKTE

Sei {X;3je eine Familie von Mengen und seien

Ma:MX; < Xn, 2x53je3' Xn
je]

die Projektionen für he J.

Def. Sei Xije eine Familie von top. Räumen.

. Die Produkttopologie =(Xi) ist die eindeutige



Topologie mit Basis

8:={π](Uil u rgäz) e ... . in'(MalI

neIN, jie], Hi =X5:Offens.

Notation. Für Xi =X, j e] schreibe X:Xs

Eigenschaft. (Universelle Eigenschaftdes Produkts)

· Sei Y top. Raum und Ei: YX;stetigfür je J.

Dann exein eindeutiges

F:Y -es Xi
mit o stetig und M20f= fu.

· Insb. istdie Produkttopologie die Gröbste Topologie, s.d-

alle in stetigsind.

Bew. Serie 10.

Bsp. Falls J überabzählbar istund Xsein top. Raum mit

nicht-trivialer Topologie. Dann erfüllt,XiIAA nicht.

d. Wähle **0; eX;offen und xie0j
⑰

Agr. für Ex53; ex eine aheb. Umgebungsbasis 2.

OBdA gilt

Hex =u =r5!(u.)u.. - (Un)

für jit] und Hi EX;;offen.
*

Dann ex. 4E] mitMult)=Xn für alle He2,

da nur abzählbar viele Faktoren nichtganz Xssind.

Dann istrülOu)= XiUmgebung von X



aber mülOn) enthältkein U aus 2 wegen
*im

Widerspruch zu 8.

Satz 1. (Tychonoff) Sei EXibies eine Familie von kompakten

top. Räumen. Dann ist X:kompakt.

DIE ROLLEDER ABZAHLBARKEITSAXIOME

↳AA?

Bef. Seien X, Y top. Räume. Eine Abbildung

f:x -Y

heisstfolgenstetig, falls für alle Folgen (Xrln=Xmit

=x gittimf(x)
=f(x).

Bem. Istetig -> offolgenstetig.

Lemma 1. Erfüllt X 1AA, so gilt

ostetig () offolgenstetig
für f: x - Y

Bew.""Folgtaus Bemerkung.
".. Kontraposition. Agn. Aistnichtstetig, d.h. es

exaeXmitofnichtstetig bei an, d.h.

TV Umgebung von Fla) VUmgebungen U von a:f(U) **U.

Sei 2
=24., Hz, ... abzählbare Umgebungsbasis von a



Für alle nein, wähle Xne H.ulzu..... Un mit

f(xn)¢V

nach . Nun gilt imn=a, aber fla) istnicht

Limes von (f(XnIIn. I

Bsp. (f folgenstetigaber nicht stetig 8.5.23

· Sei x=14: 50,13 <50,31y stetig
=(4:50,13750,133 =50,1750. =450,13

je (0,1]

mitUnterraumtopologie der Produkttopologie.

B. (Serie 10) m4r=4 = VseTO, 1]:limGr(s)
=

4(S).

· Sei y =34: 50,13 50,31y stetig mit-metrih, d.h.

da,4): = ('lyis-visilds.

· setze f:X ->Y, 4:14.

B oistfolgenstetig.

Gund. Sei m=4 in X.

=>UseTO, 1]:lin(n(s)
=

4(S)
=>(im don. im!Inis-psl ↓ DCT
-!im/4ns-psldS
=0.

=>im f(er)
=

4 I

B. I istnichtstetigbei40 ==honsto EX.

Grund Sei0 =s=1 und V ==Belf(yo)) = Y.
mu



sei U eine Umgebung von to in X, d.h.

=>S., ..., Sne [0,1) und Ui
=50.1] offen mitOcHi, s.d.

2 =(is! (4... . . s'((n)) eX

= {4:[0,13 -0,13/4(s:) =U:, y stetig].
Dann JpEU mit! I4(s)-Olds=!'DIS)ds E und damit

f(x)¢V =f(U) kV. I

Def. Xheisst folgenkompakt, falls jede Folge in X eine

Konvergente Teilfolge hat (d.h. hat mind. einen Grenzwert).

Lemma 1.

i) Falls X 1AA erfüllt, dann gilt
Xhompakt-> X Folgenkompakt.

·) Falls X ein metr. Raum ist, dann gilt

Xkompakt => X Folgenkompakt.

Bew. Für (i) siehe Analysis

i) Sei X kompakt und (XnIn Folge in X.

S. (Kandidaten für Gr

JaxXX Umgebungen H =Xvon a:

FreINJmkn:Xme H.

~Grund. Agn. es gilt

FatX JUmgebungen Ua Xvon a:

InaEINYmEn:XmGH.

Wegen Kompaktheitex. a., ..., an mit X=Ha.u... Han



und damitergibt sich ein Widersprung zu

Im I max (na, ...,Maw):Xm¢U.

St. Sei H= EH, 12, ... 3 abzählbare Umgebungsbasis

von a und wähle induktiv R, =rz = ... mit

Xne H,u ... Un

nach Schritt 1. Dann gilt

dim Xn=a

wie im Beweis von Lemma 1. I

Bem. Im allg. gilt

·kompakt # folgenkompakt

· folgenkompakt #> kompakt

BP.
· [0,1350,23 istnach Tychonoff kompakt aber ist nicht

Folgenkompakt.
· Die "Lange Linie" erfüllt1AA, ist folgenkompakt aber

nicht kompakt.

umAA?

EXKURS:MANNIGFALTIGKEIT

Erinnerung. M =IR" heisstd-dim. glatte Untermannigfaltigkeit,

Falls tpeM] Up,UpB" offen mit peUpund es ex.

4p:Up. UpDiffermorphismus mit

4p(puM) =Vpu (Rd x903).



Def. M =RR" heisst d-dim. Topologische 12.5.

Untermanigfaltigheit, falls Up=M] Up,UpB" offen
mit peUp und es ex. Yp:Up. Up Homeomorphismus
mit4p(UpuM) =Upw (Rdx903).

Def. Sei X ein top. Raum und deIN. X heisst

topologische Mannigfaltigheit, falls:

i) YpeX HEX offen mit peU und H =R?

i) XistHausdorffraum

il X erfüllt das 2. AA.

Einbettungssatz.
al Top. Umfg des R" sind top. Mannigfaltigkeiten.
b)IstXeine top. Mannigfaltigheit, dann ex. neINo

und M =R" eine top. Umfg. mitM =X.



6. KONSTRUKTIONVONSTETIGEN FUNKTIONEN

URYSOHNSCHES LEMMA

Re:Sei X top. Raum und A, B= Xdisjunkt und

abgs. Gibtes ein

7:X 50,13

stetigmitF(A)= 303 und f(B) =313?

Bem. Falls f:X 50,17 mitf(A)
=303 und f(B) =373.

Dann ex. U, V=Xoffen, disjunht mitAcU, B = V

(z. B. U.=f "150,21), V =
=f

-

(12,13).

Def. Ein top. Raum Xheisstnormal, falls für alle

A,B =Axdisjunkt, disjunhte U, V =0xex. mit

A =h und B =V.

Bem. Metr. Räume sind normal.

Def. Sei X ein Tz-Raum.

· X heisst To-Raum, falls X normal ist.

· XheisstTs-Raum, falls für alle At Axund

b =XA disjunkte Umgebungen U.V mitAch und

b = V ex.

Bern. Es giltTP = T3 => Tr => Tr.

· Xist to g.d.w. XT, und normal ist.

· Jeder kompakte T2-Raum ist normal.



Satz 2. (Urysohnsches Lemmal Sei X ein normaler top.

Raum. Falls A, B =X abgs. und disjunkt sind,

dann exein

8:X - 50,17

stetigmitf(A)=303 und f(B) =913.

Lemma 4. (Verfeinerungs Lemmal Sei X ein normaler top. Raum

und McNIX mitM=NO, dann ex. LEXmit

M =L=[ =No

Action:M =N und M = L =N.

Bew. Me(XING) =0 JU,VeXoffen, disjunktmit

in =H und XINO =V.

Wähle L mit HeL=XIV (z.B. L=U).

Dann gilt
M =L=[ =No I

Bew. (vom Satz)

D:Baue En: X-> 50,13, s.d.

f(x) =imfr(x)

Stetig ist und f(A)=913, f(B) =383.

Schritt 1. ·A =A =x"B =XB (A =B)
me

Lemma 4

=> IL= =XmitA =Li =B,

def. L1 ==A, L.==XIB.

of:X - 58,13 mitfelA= 1, felB =0, feln. E

und fellos = 0.



Bild

Sen:Seien

A =L =Lk =...
=

L =a=...
=

Lin =L
=xB

bereits konstruiert. Für h = 30,1,..., 20- 13 ex. La
mitLitLast- Lai nach Lemma 4.

· Setze fr: X-50,13 mit falA=1, frB =0

und

Falle
Für het30,1, ..., 22-13.

Def. nun f:X-50,17 durch

f(x)
=

himfr(x).
Dies ex, da Folge monoton steigend und beschränkt ist.

Nach Konstruktion gilt f(A)=313 und f(B)=303.

Sei 0 und XeX.

·Falls x=A:Wählen mit 2
=
E und setze

4 ==(2n)=A =2,3x.
2n

Für yEU gilt

(f(x) - f(x)) =1 - f(y) =1 - fn(y)

=1 -
2=2

- 4
=5.

Damitistofbei X stetig.



·Falls xeB:Ähnlich.

· Falls xAu:Wählen mitan -. Dann gilt

XAUB) =ELä
=>Jhe 31, ..., 22-13:x =L=:H.

Dann gilt

FyEU:flyl]

und damit

(f(x) - f(x)) =En =

c. I

Bem. Falls X normal und zsh. istund A, B:X nicht-leer

und disjunkt, dann ex.

=:X -[0,1]

stetig und Surjektiv mitFIA=1 und FIB=0.

TIETESCHES ERWEITERUNGSLEMMA

Satz 3. (Tiezsches Erweiterungslemmal Seien a, b e

mit a =b, X normaler Raum, JEXabgsund

f:< <a,b]

stetig. Dann ex.

F:X >[a,b]

stetig mitFIc=f.



Korollar 1. Satz 3 gilt auch für Produkte von 15.5.

abgeschlossenen Intervallen.

Bew. SeiF:Cla, by stetig.

=>Mjof:C c[a,b] stetig
Satz 3

=>IFj: X -[a,b] stetigmitFilc =Mjofj
=>!F:Xla,b] stetig mitNioF=Fj.

=>FIC =F. I

Korollar 2. Satz 3 giltauch für (-1,1) ER

lund bel. Produkte davon und auch für

(a,b,) X...x(an,br).

Bew. SeiF:C (-2,1) stetigund

i:(-1,1 -I- 1,1]

die Inklusion.

=>I ==

iofstetig
=>IF:X -> Er,1] stetig mit Fic=F.

Setze A =C und B =F" (9 =13).

Ur 51:X [1,13 mitf(A) =413, x(B) =303.

Setze
F:X 5-1,13, x1 (X(x)F(x),

stetig. Dann giltF(X)=(-2,1) und Fic=f. I



Bew. (Satz3) Sei OBdA f:C: E1, 17 stetig.

B. UneIN JFr:X < 5-1,1] stetigmit

al(f(x) - (F,(c) +F)) +... +Fn(d)) =(5)", FceC.

b) (F(x)) =5(3), FxeX.

Setze damit

F:x +5-1,),xicFr(x).
Nach der Beh. istFwohldef. mit Fic=f.

F ist zudem stetig, da

Sw(x) :=Fr(x)
gleichmässig gegen

F konvergiert nach (b).

Get
1)Setze A =

=f(t, 13) und B = =f(5-1, -57) abgs.
und disjunkt. Nach dem Krysohnschen Lemma ex.

ein

F,:X, I- 5,5]

stetig mitF, (A) =[53 und Fi(B) =3-53. Setze

Fi ==F-Fikc:<< - 3,5].

2)Setze A,:=-,"(55.5,5-13) und B.: =f,"(5-1.5,5.]).

Analog zu (1) ex.

F2:X 5.5,5.5)

stetig mitFulA,) =45.53, FalB) =3-5.53. Setze

Fr =
=F, - Fzic:((t- (5)2,(5)"7.

3)Finde analog

Fr:X(5(- 53(3)"-,5(5)2-13



und def.

Fr ==Fr-FelC:< < E- (5), (5)].

Dafür gilt nun (a) und (b). I

Übrigens. (Metrisierungssatz) IstX ein Tr-Raum und

erfüllt X 2. AA, dann istXmetrisierbar.



7. UBERLAGERUNGEN 19.5.

TOPOLOGISCHEREUMEUBERX

SeiXein top. Ramm. Wir möchten top.

Räume Y mitstetiger Abbildung 1: y -> X

studieren.

Bsp. · Das Mobinsband M=5-1,13x50,77/2

für als) = is mit

M:M. S, IIs,t)] 1 < 2*t
und

5:Sx 5-1,1] : 5, [1s,t)] 1 c s
3 nichtisomarh

stetig.

Def. Zweistetige M:Y, X und F:Y, X heissen

isomorph über X, falls ein Homeomorphismus 4:Y X

ex, s.d.

y
4
Y

i #
~ L

X

kommentiert, d.h. es gilt Moy =i.

Def. SeiM: y Xstetig.
· i heissttriviale Faserung, falls ein top. Raum Fex.,

S. d. M isomorph zu

*XxF(X,(x,f)1xx

ist, d.h. y
Y
- x xF

πrx



hommutiert. Fheisst dann Faser.

· i heisstlokal triviale Faserung oder Faserbündel,

Falls für alle x ex eine Umgebung 4 von Xex.,

S.d. Mykul:5"(4) 14 eine triviale Faserring ist.

Bsp. F:M.S1 istnichttrivial aber lokal triviale Faserung.

Bem. IstXEsh. und i:YXlobal triviale Faserung,

dann giltn" 19x,3)
=n"(2x23s für alle X.,xzeX

Bsp. Die Abbildungen

aM >5, [1s,t)]1 <@t
und

5x{ - 1,13> 5,1s,t): > S

sind lokal triviale Faserungen mitFaser ={-1,13 mit trivialer

Topologie.

IBERLAGERUNG

Def. Eine stetige, subjektive Abbildung 1:Y, Xheisst

Überlagerung von X, Falls Fxex JUeGmitxel

und EHibjez=Oy disjunkt, s.d.

↑
-

(x) =WU;
je]

giltund
M.:HSH

ein Homeomorphismus ist für alle je J.



Bsp. 4: R: S, r i c er isteine Überlagerung.

Gud. Seixe S beliebigund setze H==S41E-x3.

Dann gilt -: Hj

n
- (H) =11n

-

(3- x3) =Ez15,++j +1)

für roGM-1/3x3) und

↑li:U; H, ri cer

ist Homeom. mitUmkehrabb. ti

⑱

Bild

Bem. (Alternative Def. Von Überlagerung Seii:Y-Xstetig.

Dann istinÜberlagerung g.d.w. i lobal triviale Faserung

mit diskreter Faser ist.

Bei. Seir:Y- X Überlagerung.
. Dann istin ein lokaler Homeomorphismus, d.h.

Fye JyeVeGyJUeGx:πM ist Homeomorphismus.

~ Gilt (n- (3x3)) =1 für alle xeX, dann ist X ein

Homeomorphismus.

Bsp. Die Abbildung

4:Y =
=R +(0,2) ( R, (r,k): > r

istein lokaler Homeomorphismus aber keine Überlagerung.

-eine



Def. SeiM: Y - X eine Überlagerung.
.Uexwie in der Def. heisstgleichmässigÜberlagert

durch . Die UieOy heissen Blätter von inüber U.

. Seine INU303. Dann heisst i n-blätterige Überlagerung, falls

In-19x3)1 =n für alle Tell gilt.

Bsp. Seid EIN und i:Sd S4=:RDd mitv--v.

Dann istineine 2-blättrige Überlagerung.

Grund. Sei xeSY und res" mitx
=[r] ={Ev3.

me

Setze H = ==offene Hemisphäre um Fr und 4 ==M(r) =nIR-).

Dann ist U gleichmässig Überlagert durch und UIsind

zweiBlätter. ⑧D

-
-

Ziel. SeiX wegzsh.

· ikation:Korrespondenzzwischen Überlagerungen (mit Y

auch wegzsh) und Untergruppen von M. (X).

·immerstetiger Hochhebungen:Sei:-X Überlagerung

und 7: Z-Xstetig. Wann ex. dann E:Z-Y mit

N of =f, d.h. Wann kammutiert
-K

y Konkret z.B.: -103- exP- M? -

Z X k
"
=z c *

F
Zl >Z



HOCHHEBEN VONWEGEN

Def. Sei:Y-X eine Überlagerung und a ein Weg in X.

Ein Weg I in Y heisst Hochhebung von 1 zum

AnfangspunktyocY, Falls (0) =y. und No =

a gilt.

Lemma 1. (Hochhebung von Wegen) Sei:V-X Überlagerung,

2:[a,b]:X ein Weg und you") (al). Dann ex. genau

eine Hochhebung von 2 zu Yo, d.h.

312 -

+
Y

-- *
[a,b] ↑X

&

Bew. SeiOBdA [c,b] =[0, 1].

klang. Sei Hedgleichmässigüberlagert. Für jeden

Weg B:[a,b], 4 gilt:

Ky, er- (B(a)) J! Hochhebung zu Yi,
nämlich ist für YieU;

5 =Bi ==(M)
"

o:[a,b] c H5.

Insb. gilt Bildl;)Bild(u) =0 für Fhe.

Einigkeit. Seien und ä zweiHäckhebungen von d



zu yo. SeiI =={t- 50,13 /(t)
=Ilt13.

Beh. I istnicht-leer, offen und abys.
- nicht-leer, denn (0) =y

=C10).

· Sei to I und wähle H=Q glm. überlagert

mitalto) =H und wähle a = to =b mit

a ([a,b]) =L falls möglich (sonsta=to oder b =to).

Es gilt lto)=Ilto) und

B ==

lic,s, 5:=licob]

Sind Hochhebungen von B:=aia.]. Aus der

Vorbemelung folgtnun =Bund damitist [a,b]=I

umgebung von to. Damit ist I offen.

· Sei to = 50,1311. Zeige ähnlich wie oben, dass dann

Umgebung H =[0,1315von to ex. DamitistI

abgs.

Da I ash. ist, folgtI
=[0,1] und damitI =I.

enz. SeiI:
={t- [0,1]) &150, besitzt Hochhebung zu yo3.

Dann gilt I= To.T oder I=[0,5] für T:=supI.

Wähle H glm. Überlagert mitIT)=H und a =T=b

wie oben. Wähle : [a,b]H;(a), wobei Hochhebung
von 9150,03 ist, mitNo=Mia,b]. Setze

Elt) für t=C

2:[0,b3 14; t' It sonst. I



Lemma 2. (Hochhebung von Homotopien) 22.5 ~

SeiM:Y- X eine Überlagerung, Iein top. Raum

und h:zx50,13, X stetige Abbildung und

no: ZcY stetige Hochhebung von ho:Z - X,

d.h. Noto=ho, wobeiholz) =h(z, 01.

Dann exein eindeutiges

5: zx[0,13 cY

stetig mitrot=h und (z,01 =5. (z).

Bew. Für ztzsei

22:[0,1] X, tih(z,t).

Sei edie Hochhebung von az zum Anfangspunkt holz)

nach Lemma 1. Definiere nun

5: Zx 50,13 cY, 12,t) 1 > z1.

Wir prüfen, dass eine Hochhebung ist:

· Noh=h gilt, da

↑(5)z,t)
=π(äz)t)) =dz|t) =h(z,t).

· h(z, 0) =dz 10) =ho(z) gilt ebenfalls.

·I ist auch stetig (ähnlich wie im Bew. von Lemma 1).
↳ siehe Jänich S. 156 F



Emigkeit. Seinun hi: Zx[0,1]-Y eine weitere

Stetige Abbildung mit2=h und h(z, 0) =5. (z).

Sei
&z:50,1] < y, t1 < h(z,t).

Nach Lemma 1 gilt dann

2z =z

für alle zez und damit folgt h
=h. I

Korollar 1. (Monodromielemmal

Sei n: Y - Xeine Überlagerung, yoeY und a,

Wege in Xmita =

B rel. Endpunkte. Falls a

und Hochhebungen von x und zu Yo sind,
dann gilt I

=B rel. Endpunkte.

Bew. Seien a
=B rd. Endpunkte

viah:[0,172 X. Sei

Xo ==a(0)
=

B10).
Da

ho(t) =

=h(0,t) =xo Mgilt, istY.=:Folt) Hochhebung

von holt. Nach Lemma 1 I!

5:50,172 Y

stetigmitMoh=h und 10,t) =yo.

Dann gilt

· C., 01 ist Hochhebung von 2 zu Y..

· C., 1) ist Hochhebung von B zu Y..



Nach der Eindeutigkeit in Lemma1 gilt nur

2
=5(.,0),B =h).,1)

und damitfolgt =via 5. Zudem gilt

·(0,t) =

Yo

-(11,t) =n- (h(1,t)) =π-(2(11) =X. DaY

diskret ist, muss ((1,t) =:y, eY honstantsein.

Damitgilt =B rel. Endpunkte.

FUNDAMENTALGRUPPE & HOCHHEBEVERHALTEN

Notation. Schreibe f:(Y,Y3: (X, o) harz für

F:y -> XmitYouY, xocXund f(Yo) =Xo.

Korollar 2. Sei: (Y, y.) (X, xo) eine Überlagerung.
Dann ist M1:M, (Y, you -5,(X, xc) injektiv.

Bew. Sei [5]e Kern (n*), d.h. es gilt

To
=honstxo

rel. Xo. Zudem sind I und konsty. Sind Hochhebungen von

No5 und konstxo zu yo. Noah Korollar 1 folgt nun

5 =konstyo

rel. Yo und damit[5]= 1. I



Def. Sei:(Y, y.) (X, xo) eine Überlagerung.
Dann heisst

6(π,y):=G(π) =

=4x(π,(Y,y0)) =M,(X, xo)

charakteristische Untergruppe der Überlagerung i

Bsp. Für n:S' S', zic z" gilt

G(N)
=

n2 =2.

Bern. Sei:1Y, Yo) -> IX, ob eine Überlagerung und 26.5.

7:(Z, za) < IX, xo) stetig. Seizudem

=: (Y,y0) > 3X, x.)

eine Hochhebung von I, d.h. E iststetigund

es gilt ro=f. Dann giltauch Mof=F*und damit

F*(r,1z,z0)) =G(n).

Def. Ein top. Raum Xheisstlokal wegzusammenhängend, falls

*xeX jede Umgebung von xeine wegest. Umgebung von

xenthalt.

Bsp. Offene Teilmenger des R" sind lokal wegzsh.
Kegel

. Der Kegel"(903045/neN3) =R2 ist

wegast, aber nichtlobal wegzsh. .....

Satz. (Hochhebbarheitskriterium)

Sei:(Y, yo) (X, xol eine Überlagerung und z

wegzst. und lobal wegst und

f:(2, z.) > (X, x.).



Dann exeine, und dann auch nur eine, Hochhebung

=: (2,z0) < (Y, y0)

von of(d.h. nor= fund I stetig) g.d.w.
F*(π,(2,z.1) =G(x)

gilt.

Bew."":Folgtans obiger Bemerkung.
Ne

"":Sein. Für jedes ze Z,
-

wähle & Weg von zu nach z

-eindeutige
und setze Hochhebung von 20

↓

=(z) =

=(c)(r).

2. Iistwohldet, denn sei ein weiterer

Weg von zu nach z. Dann istaeine Schleife an zu.

Setze

x
=

=fo(a) =(f-a)(fo)
Schleife an Xo. Dann gilt

[3]
=fx)[0]) = f(π.(2,z.1) =G(x),

d.h. Je
=4.5 rel. Endpunkte für eine Schleife

San Y.. Nach Korollar 1 ist die Hochhebung je

von de zu To eine Schleife. Wegen

5
=(Fox)(F)

ist (F)-- Fo und damit

Folin=(FB-I(0) =(02) (11,
womitI wohldet, ist.

S. Es giltoff, da



4(F(z) =π(17021() =f(a(1)) =f(z)

gilt.

S4. Wir zeigen Stetigkeit von I bei ze z.

SeiV = Y offen mit FIz)tV. Sei OBdA

H =
=π(V) offen und

↑1.V U

ein Homeum. Wähle wegzst. Umgebung W=Z von E

mitf(W)=U durch lobal megish. von E. Seiwew.

Seinun ein Weg von Zu nach z und ein

Weg von znach w. Dann gilt

f(w) =((72)(s)(v =(=B)() = V,
da

fü =(12)
-

(f-B)
und

(f0B) (1) =f(w) =U.

Damitist Estetig.

-5. Eindeutigkeit von I folgtähnlich wie im

Beweis von Lemma 1. I

KLASSIFIKATIONVON UBERLAGERUNGEN

Korollar 3. (Eindeutigkeitssatz

Seien
4:(Y,y0) (X,xn)

und

4:(Y',yi) (X,xn)

Überlagerungen mit Y, Y'wegash. und Inhal



wegest. Dann ex ein, und dann genau ein, basispunkterhaltender

Isomorphismus zwischen I und in'g.d.w.

G(N) =G(π))

gilt.

Bew."-":Sei4: (Y, Y) ilY', y'a) ein basispunkterhalternder

Isomorphismus, d.h. i =i'4. Dann gilt
G(N) =na(n,(X, yol

=> (π04) =(π,(y,y))
=π')4*(M, (Y, yo()
=ne (n, (Y,yo'll =G(N'.

"E":Agr. es gilt OBdA G(N)=GIn'. Dann gilt

**(k,(Y,y0))
=

G(n) =G(n)

und nach obigen Satzex. Hochhebung
4:(Y, ya) < (Y', Ya')

mitin =N'04. Analog ex. ein

p:(Y', Ya') < (Y, ya)

mitπ'=Nov. Dann ist

404:(Y,Y) : (y, you

die eindeutige Hochhebung von i bzgl. M.

Doch da ich ebenfalls eine solche Hochhebung ist,

folgt
Por

=id.

Analog folgtyou-id, womit i Homeom. ist. I



Satz 2. (Existenzsatz)

Sei X hinreichend*zsh., X. X und

G =M,(X, x. ↳

eine Untergruppe. Dann ex. Eine Überlagerung

4:(Y,y) (X,x0)

mit Y hinreichend Esh., s.d. GIN) =G gilt.

Vorbemerkung A. Sein:(Y, y0) s(X,x0) eine Überlagerung
mitG(N)=313 und H glm. überlagerte Hingebung von Xo.

Dann giltfür Schleifen a an to in H

2
=40

für eine Schleife an Y.. Dann gilt

[x] =G(N) =313

=>a =kanstxo rel. Endpunkte in X.

Def. Ein top. Raum Xheisstsemilobal einfach zusammenhängend,

Falls für alle x. X eine Umgebung H von to ex.,

5. d. alle Schleifen an to in U homotopzu konstxo

rel. Endpunkte in Xsind.

*Def. Ein top. Raum X heissthinreichend zusammenhängend,

wenn X esh., lokal ist. Und Semilokal einfach ash, ist

Bsp. Offene Teilmengen des R" sind semilobal einfach Ish.



Vorbetrachtung B. Sei x=S, G =313 und

M:(R,01 (5,1), ri c eair.

Was zeichnet i bew. Iaus?

-Seirel. Dann J! [4] für a Weg in St

mit(1) =r und 910) =1.

Bew.-Skizze. (vom Existenzsatzl

Sei X, xoXund G =

N, IX, Xol.

·Det. Y = =(X,xo) =Exer(X,x,x),
wobei

Xx ==r1X,x.,x) =
=52/a Weg von to nach x3.

· Für 2,eRIX, x, x) setze

a - B ==
=[d

-

] =G.

· SeiYo:=Thoustxo] = Yxo und 2.6.

↑:Y 2 X, [x]1 > 911) =X.

↳I ist surgi

· Def. Topologie auf Y:Für x-X, hoffen wegest.

mitxeXund a Weg von to nach -und

y
=[d] =Y. Setze

VIU, 19]) ==STB] /B Weg in 4 mitB10)
=x3.

Dann ist

&=={VIH, y) / H =Oxwegesh. mitMy) -> H3

Basis einer Topologie auf Y, s.d. eine Überlagerung
istmit G

=G(N).



DECKBEWEGUNGSGRUPPE UNDUNIVERSELLE

IBERLAGERUNG

Def. Seir:Y, xÜberlagerung.

·y:x c Y Homeom. mitMob
=

i heisst

Deckbewegung.
· Deck(n) ==341 4 ist Deckbewegung mitVerknüpfung

heisstDeckbewegungsgruppe.

Mi

Bsp. Für M: IRIS, 1 e gilt

Deck(n) =2.

A. Es ex. ein Isamorphismus

↑:π, (S.1) Dech(n,

[0] 1 > y mitp(0)
=2(1) =k.

entspricht ↓
k = 2 4:R < R, x1 > x +k

Bsp. Sein:SuS? I'z?Dann gilt

Deck(a) =E/n =n. (5,1)/G(N)
4

Beobachtung

Satz 3. (Deckbewegungsgruppen)
Seien X, Y lokal wegest. Und wegzst. Und

↑(Y, yo) <(X,x0)

eine Überlagerung und seiG.=G(M). Dann für

[2] =Na =MX, x.)

ex. genau ein Yicy -Dech(n) mitYin (yo) =441).



Zudem ist

↑:NalG , Deck(n), [n]1 : 4ix]

ein Gruppenisomorphismus, wobei

NG ==Ehen)X, x.) (hGh =G3.

Zufälle:
·G ={13 =Na =M)X,xo).

·G =M(X,xo) ( Na =M(X, xo).

Bsp. Sei:SU CRD"=SY, rw-r für nk2.

Dann gilt

· Dech(r)= Sid, -id, denn

"I":klar.

=":Seiv. = S" fix. Es gilt I"(r(vol)
=Eva, -vob.

4Dech() => 4(vo) = Er, -vor
Eindeutigkeit
in Korollar 3

=>i e{id, -id].

Nach Satz 3 giltdamit

M(IRIP
=DechlY) =2/22.

> Es gilt n)SO3(R))=2/2Z, denn

SOb (IRl= DY/ =RIP3.

Def. Sei M: YXÜberlagerung und X, Y lobal wegash.

und wegzsh.

· i heisstuniverselle Überlagerung, falls Y einfach zsh. ist.

· i heisst normal, falls G() 1 M.)X, xol.



Bem. SeiM:YXÜberlagerung und X, Y lobal wegash.

und wegast, und x.-X.

·i istnormal g.d.w. Deck(i) transitiv aufi(x.) operiert.

·(n
-

(x031 =(ke(X, x0) /G(3).

· Bis auf basispunkterhaltende Isomorphie istdie universelle

↳belagerung eindeutigund ex für hinreichend zsh. X.

· SeiM: (Y, yo) aIX, xol beliebige Überlagerung mitX. Y

hinreichend zsh. Und :(Y, %0): IX, xol universelle

Überlagerung. Dann ex, eindeutiges

3: (Y, Y0) > (Y, yo)

stetigmitMay = und y ist eine Überlagerung.

"Satz."Die universelle Überlagerung überlagert jede

andere Überlagerung.


