
Quelle: Einsiedler, Manfred, Peter Jossen, und 
Andreas Wieser. "Analysis I und II." (2017).
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2. REELLE ZAHLEN

Körperaxiome:

I.p

Bew
. hinzufügen !

Ben . über direkte Rechnung



I

Bew : 1×1 =/ ✗ - ytyl = / ✗ - y / + lyl

⇒ 1×1 - Iyl ± / × - yl .

Vertausche ×
, y und erhalte insgesamt

Xxl - HH ± / × - yl .

Bew : sei Y = { SEIRIHXEX : ✗ Es }
.

Damit gilt X
,
y =/ 0 und H ✗ c- ✗ ltyty : ✗ Ey .

Also existiert nach dem Vst
-

axiom ein So c- R , s.d.V-xc-XV-yc-Yg.lt
✗ ± So ⇐ Y .

Aus obiger Ung! folgen 1^1 und 121 direkt .

Wir wollen nun zeigen, dass 12) und 12 ' ) äquivalent sind.

"

⇒
"
: Sei so = Sap X und E > 0

.

Dann gilt so
- E = So

o
o Insbesondere ist so - E ¢ Y also keine obere Schranke von X .

⇒ 3- ✗ c- X : so - { = ✗ .

"

⇐
"

: Sei so = supx und to
,

so dass (1) und 12
') erfüllt werden .

pDa to obere Schranke von ✗ ist, gilt so ⇐ to . o

Agn. So = to
.
Sei dann E = to - so ⇒ so = to - E .

Aus 12
'

) folgt 7- ✗ c- X : to - s = so = × .

Doch dies widerspricht der Eigenschaft 1^1 für so :

☒ EX : ✗ E So
.

Also folgt to = so .

Bew : Sei S
"
= SUPA und s☐=supB . Dann gilt

• V-ac-AV.be- B : a SA ^ b ⇐ Sß

⇒
a + b E SA + Sb .

Aus A- + ☐÷ { atb / V-ac.AT/bc-B} folgt * ts, ist obere Schranke
.

• Sei s > 0 .
JAEAJBEB : s"

- E - a ^
sß
- { = b

⇒

SA ts ,]
- E = a + b

.

Somit ist s,
+ sß

= Sapa + supi beste obere Schranke
.

!



Bew : Wähle m.ME/R so
,

dass A Etm
,
M]

. Idee

Def. X { ✗ c- A) t.tn/-oo,xJ--oo }
.

Es gilt : -

m c- ✗
,
da / 1- D , m] n -11=-1 .

- HEX : ✗ < M . Denn sei ✗ 7M
,

dann gilt

1- oo
,
✗ In -1=-1 und IAI = .

⇒
✗ ¢ X

.

⇒ ✗ nichtleer und von oben beschränkt

⇒
sup existiert

.

Sei xo = SUPX und E > 0 beliebig .

Dann gilt / | - D
,
✗ c.
+ E) n -11=00

,

doch / I - M
,
✗
o
- E) n -11--0

,

da ein ✗ EX existiert mit ✗ o
- s < ×

.

⇒ / (✗ o - E , ✗ots ) n -11 = oo

⇒ Ja c- A : O - / ✗ o - al < E
.

Bew : seien l ⇐ men in 1N .

Dann gilt ae ± am ± an ± bn ± bm ⇐ be
.

⇒ bn ist obere Schranke von {an / KEIN}
⇒

a :-. sup {an / KEIN} ⇐ bn
.

Analog folgt an ← inflb" / I. c- IN } = :b .

⇒
Schnitt nichtleer

,
da

oo

a. b c- In
.

oo

Zudem gilt ✗ c- In

⇒ V-nc.IN : an = ✗ Ebn

⇒ a = ✗ ← b

⇒ ÄIN = [a. b] .

n=)



3. FUNKTIONEN UND REELLE ZAHLEN

Bew :
n =L : 11 + a)

"

71 + 1. a
.

✓

! -

ni > n +1 : 11 + a)
"+ "

= 11 + a)
"

11 + a)

Äh + na ) / 1 + a)

= 1 + In + 1) a + naÄ
7 1 + In + 1) a.

:

Bew : sei flx ) - an ✗
"
+ an . , ✗

""

+
. . .

+ ao mit n = deglfl > 0 und an # 0
.

Sei q / X ) an. , ✗
"- '

+ . . .

+
ao .

Wir schätzen 91×1 für 1×171 von oben ab :

/ qlx) / =/ an. , ✗
""

+
. . .

+ ad

± / an-, ✗
" '

lt . . .
+ Iaol

⇐ " DIH
"

= -11×1
"

.

Nun betrachten wir für 1×1=1
umgekehrte

Ifk) / = lanxntqlxll = / anxn - 1- qlx)) /
""

¥ / Ianxnl - 1-91×111

> tanxnl - 191×11 ? / an ✗
" I - A / ✗

"
'

|

=/ lanxl - 1-11×1
"

? lanllxl - A M

Sei nun M > 0 und R = max / 1 ,
Mtt

Ian ,
|

.
Dann gilt

1×1 ? R

⇒ Ian / 1×1 - A = M '

⇒ tflxll ? M
.

In-4) n !

k ! In - k ! )
+

" ! 1kt / In !
Dew : (1) + ¥ , / = n !

II. + 1) ! /n - k - l) !
=

14+11 ! In-h ) !
+

14+11 ! In -41 !

=
In + Ihn ! In + 1) !

! 14+11 ! In -41 !
=

Int )) ! / In + i ) - ii. + i ) ) !
= | ! ! ! )

.

Merkhilfe

ß
""

=/y ) +
"⇒

=/ g)

0
" "⇒

=/ § )



Bew: Agn. f. , f, c- 5- (D) sind bei ✗☐ stetig und E - o
,
dann existieren

v.
° 8,5 , mit Ix - ✗ol - s ; ⇒ Ifilx) - filxo) / = £!
für alle ✗ ED und i c- 11,2} . Wir setzen f = min / f.

,
Sz )

.

Dann gilt / × - xo / < G

⇒ llf, + f) Ix ) - If, + f) Holt
☐

=/ f. (x ) - f. lxo) + fzlx ) - f, / ✗all 0

± / f. Ix ) - f. lxo) / + / fzlxl - f, / ✗all

< § + G- = E
.

⇒ f, + fz ist bei ×. stetig .

Wir betrachten nun

/ f, / ✗ Ifzlx ) - filxolfzlxoll = / f) 1×17,1×1 - f)Hdf>H)

+ f. Ixolf, /x) -f.lk/fzlXoHE/fdxllI=flxI-f,lxdl+lf,lxoHIfzlH
- f. Holt .

Sei nun E - o be! und &
,
G , > 0

,

so dass

E nur um

> Dir . durch 0Ix - ✗
☐ | < S ,

⇒ / f. HI - f. Hat / = | # × . ) /¥!! zu vermeiden

E !/ × - xol = Sz ⇒ 1%1×1-7>1×1 / < min / 1
, 1=4*11+1

|
.

Setze S = minlsi
,
Sz )
,

dann folgt aus Ix - xol = S
,

dass

/ f. ( x ) / = / f, /× ) - fzlxo ) + f > Holt

± / f> ( x) - f, / × . ) / + If, / ✗all = 1+1%1×011 .

Er
EDamit gilt / f. 1×11 / f. 1×1 - f. 1×1=11+11-21×011 ) Iff) / +1 = E

E

und lf, /xo ) / If> H) - f> Holt < | / f. lxotltt ) / f. A.) +11
=
E
.

Insgesamt folgt / f, / ✗ / fzlx ) - filxolfzlx.lt < 2E = E
'

.

⇒ uff, ist stetig bei ✗
o .

Bew: sei E > 0 . Da g stetig ist
,

existiert ein y - o , so dass

für alle y c- D
, g.it/y-flxoll--y ⇒ / gly ) - glflxol) / = E .

Da f stetig ist
,
existiert ein S > 0

,
so dass für alle ✗ ED, gilt

/ × - xo / = f ⇒ lflx ) - f- Holt =

2 .

nä
Daraus folgt für alle ✗ c- D. :

/ ✗ - ×, / = f ⇒ / flx ) - flxo) ) = 2
⇒ lglflxl) - glflxo)) / = E.

Vollständigkeit > Sup
✗

! Bew : Sei OBDA a < b und f- (a) = flb) . Sei [ Elftal , flb)) .

Wir def X = { ✗ c- [a. b] / flx) ± c } .

Es gilt : . AEX
,
da flat ← c

- Vx c- ✗ : ✗ Eb
,

da ✗ c- [a. b] .

⇒ Es existiert ✗
☐

= SAPX
.

Es gilt ÜE > 07s >OH ✗ c- [a. b] : / × - ✗ol = f ⇒ / flx ) - flx.lt = {
.

11 )

• Agn. flxo) = C .
Sei E = c- flxo) , S wie in 11 ) und ✗ E IK

,
✗• + f) n [a. b] .

Dann gilt wegen ✗o
= SUPX : V. ✗ 'EX : ✗

' = ✗
o.

Doch zudem gilt wegen
111 : f- 1×1 - fho) = c- fho) ⇒ flx / = c

⇒
✗ EX und × > ✗ o .

b

' Agn . flxo) > C . Sei E
=

flxo) - C , S wie in 11 ) und ✗ c- IX. - S
,
✗ o ) - [a. b] .

Dann gilt : flxol - flx ) = flxo ) - c

⇒ f. 1×1 > c ⇒ ✗ ¢ ✗
.

Doch aus Xo = supi folgt auch : 3- ✗ c- X : xo - S - × .
§

⇒ flxo / = C .



Bew : f : I > f- III ist per Annahme bijektiv.

! Aus dem Zwischenwertsatz folgt , dass f- II) ein Intervall ist .

Stetigkeit von f
"
:

^ Sei % c- f- II )
,
E - O

,
✗ •

= f-
"

1yd .
Seien ✗ +

= min / ✗☐ + E. b) und yi.
= f- 1×+1 . Idee

Vollständigkeit > Sup
> Zww

-
Satz Dann gilt für alle yc.li/o,y+):xo--f-'lyol-=f-'ly)--f-'ly+)=X+=-Xo+E .

Zudem folgt aus X - = maxlxo - E
,
a ) und Y - =p / ×.)

für alle y Ely_ , yo ]
: Xo - E ± X- = f-

'

( y . ) < f-
'

ly ) ⇐ f-
"

( yo ) .

Falls flo) - Yo = flb) , so def. wir S = mir / yt
-

Yo , Yo
-

y. ) .

Dann gilt für alle yt f- II ) : f-
'

lyo)

y c- lyo - S , yots ) ⇒
✗
o
- E

< f-
"

ly ) = Iot E
⇒

y c- lyo - S , yots ) ⇒

f-
"

ly ) E / f-
'

ly. ) - s , f-
'

1yd + E)
⇒

ly - y , / < f ⇒ / f-
'

ly ) - f-
'

Holt < E.

Vollständigkeit > Sup Falls yo
= flat wähle S = yi.

-

y. Ida hier y .
-
-

% ist ) .
✗

Falls yo = flb) wähle S =

yc
-

y. .

i

Dew : sei ✗ = { 1- c- [ab] / flint] ist beschränkt }
.

Da a c- X und ✗ Eta,b]
,

existiert so = SUPX. Da so c- [a. b)
,
ist b eine obere Schranke .

Stetigkeit von f- bei so verwenden : Sei E > 0
,
dann existiert ein S > 0 mit

Ü ✗ c- [a. b] : Ix - so / = S ⇒ Iflx ) - f / soll < 1 | Iflx) / = / fls. ) / + 1
.

Umgekehrte ± - Ungl . : / t.tk/I-IflsoIl/-=Iflx ) - f / soll

Seien to = max la, so - S ) und t
,
= mir / b

,
satt )

.

( to
,
t , G- nahe zu so )

Da so
-
- SUPX ist , existiert ein 1- c- ✗ mit t > so

- S
.

Also ist ftp.t] beschr
.

:

3- Mo > 0 tx c- Tat] : If / HI ± Mo
.

Aus t > to folgt [a. tulto
,
t, )

= Tat. )

und somit tat ] U Ito
,
t.lu { t , } = Tagt , ] .

Existenz Sup Damit folgt insgesamt lflxll ± max / Mo
,
/ fho) / +1 , / flt.tl } für alle ✗ ' Ist, ] .

Stetigkeit von Damit ist flint
.] beschn und t

,
EX

.
Also folgt t

,
⇐ so .

Verknüpfungen
Aber da t

,
= min / b. so + S ) war

, folgt t
,
= b. Also ist f) [a. b] besohr

.

✗

:
festgestellte

Bew : Sei E > 0 . Wir def Bew : Agn . f ist stetig aber nicht glm . stetig , dir .

✗ = / t c- [a. b] / IS > otx
,
,
× ,

c- Tat ] : / × . - × , / < S ⇒ Iflx,) - flx) / < E } JE > OVG > OJX
, y

c- [ ab] : / × - y / < S ^ Ifk) - fly) / 7 E .

" t

Es gilt a c- X und ✗ E [a. b) . Sei also so
-
- SUPX .

Dann IS
.
> 0
,

so dass Sei E wie oben und Sn = ! für alle NEIN . Seien ÷¥;¥ Folgen in Tab] /die wegen (1)
existieren müssen )

V-xiia.to]: Ix - so / < S
,

⇒ Iflx) - f. Is) / = E .
mit Ixn- ynl = fn ⇒ / flxnl - ftp.t/zE . 121

Für ✗
„ × ,

c- (so - 8.
,
so + G) nt :b] gilt damit Da lxnln beschränkt ist

,
existiert eine konv

. Teil folge Xn
" ), mit Grenzwert ✗ c- [a) b) .

/ flx. ) - flx ,) / ± / flx .) - f- Iso ) / + Iflsol - flxzll < E + E
= 2E

.

(1)
Wegen / Xn" - Yn, / < %

.

konv
. lyn , / „ ebenfalls gegen X .

Da f stetig ist
,

Kanu .

Seien to-maxla.su - IS. ) und t, = minlb , so + ES
, ) . damit lflxm.hn ,

lflyn.tk
.

beide gegen flx) . Also existiert ein K
,
so dass für alle k > K gilt

Da so
= supi ist, gilt to EX und damit 3- So > o / flxl - flxn. ) / = ? und / flxl - flyn. ) / < &

.

ttx
. .
× ,

c. Ta
,
to] : Ix , - × , / < So ⇒ 1ft) - fix >II < E

.

121 Doch daraus folgt für alle kzk :

Sei S = minlso , :S ,
) und seien ✗

„ × >
c- [a. t ,] mit lx

,

- ×
,
/ < S

.

/ f- (✗m ) - flyni.VE#ngL-EtIflxl-f-!ynnIl-
= E

.



- Agn . OBDA H
,
- so / ± ES , .

Dann gilt Doch dies ist ein Widerspruch zu 121
.
Damit ist f glm . stetig .

/ ×
,
-

so / ± / × , - × , / + lx ,
- so / = J + ES

,

± ES
,

+ tf
,
= S

, .

Damit folgt aus 111 lflx . ) - flx.tl = E
.

- Agn . / ×
,

- So /
,
/ ×> - so / > ES, . Aus ×

.

,
×
,

c- [a. t ,] folgt ✗
„
×>
± t, ± So + ES

,

und somit auch X
. .
× >
= So _ ES, ± to .

Also gilt sogar ×
,
xo c- [a. to] und

mit lx
,
- × > 1--8 ± So folgt aus 121 ebenfalls

Iflx . ) - flx , ) / = E
.

Damit gilt V-x.int/-a,t, ] : / × , - × , / < S ⇒ lflx . ) - flx , ) / = E
.

Also gilt t
,
EX . Doch aus so = supi folgt t

, So und

mit t
,
= min / b

,
so + ES . ) folgt t

,
= b. Damit ist f glm . stetig .



4. DAS RIEMANN INTEGRAL
Bew : Seien 2- =p , Zg Zerlegungen und ca , du, entsprechende Konstanz werte von f, g .

Betrachte die gemeinsame Verfeinerung 2- = Zpvzg .

Sei KEIN
⇐ n . Dann gilt ttx c- Hui

,
✗„ ) : f- 1×1=4. ^ glxt =D, .

Daraus folgt HXEIX
, . . ,

✗n ) : flxlxglx) = G. + die 1 s . f. H) = s.ci
. .

Daraus folgt f- tg , s.fc-TFITa.to] ) .

Zudem gilt /
"

If +g) dx = Ilftg
,
Z ) = ¥7 / c. + du / SX"

a

=

Cash
.
+

„
Edu SX:

= Ilf
,
Z) + Ilg , 7)

= ffdx + /gdx.
b b

Analog folgt { s - fdx = s . { fdx.

Bew : Seien 7
,
C"
,
du
.

wie im obigen Beweis. Sei k EINEN .

Aus f- ± g folgt HX c- ( ✗„→ , ×" ) : c " ⇐ du .

! Daraus folgt
b b

v{ fdx =3 cusx . ± Eid.sk = { gdx .
1=1 U

per

f- R -intbar
"

f beschränkt



Bew : Ii ) ⇒ läd : Sei f R - intbar und info /f) = E = I. = supzllf ) . Sei s > 0.

Also existiert ein / odx c- 01ft mit Sodx < I + E

und ein / udx c- Ulf ) mit / udx > I - E
.

Daraus folgt / to - uldx = F- + E - I + E = 2E
.

Iiii )⇒Hi) : Seien I.
,
I
>
ER mit / udx ± I. Iz ± / 0 DX

.

Dann folgt aus I
,

± / cdx und / udx ± Iz !
I
,

- I, ± / odx - fudx < E
.

Analog folgt I
>
- I

,
= E

.

P Daraus folgt I
,
= Iz

.

0

lül ⇒ Ii ) : Allg. gilt / udx ⇐ [ 1ft ⇐ Elf) ± fodx .

Aus 2 folgt Elf ) = Itf) , womit f R- intbar ist .

Da Q dicht in IR liegt, ergeben sich für u.OETFIL-a.is]) mit

u ± f ± 0

für o Horst -werfe Cuz 1 und für n 4=-0
.

I I

Daraus folgt fodx = 1 und fudx ± 0
.

Somit ist f nicht R- intbar
. Dies liegt vor allem auch daran

,

dass jede Zerlegung einer TF endlich sein muss
.

Bew : Aus s Ulf ) c- Ulsf ) und solf ) E Olsf) folgt

SI.lt) = s.su/sUIft--suplsUl-H---suplUlsf)) . . .

. . .

± [ Ist ) ± Ilsf) . . .

i. .

± inflolsf )) =infls.OI.tl/--s.inflOlfD--s.Elfl.DafR-intbor
ist gilt Elf ) = Elf ) und in obiger Ung! gilt

überall gleichheit . Daraus folgt

[ Ist / = Elsf ) = fsfdx = s / fdx .

⇒ sf ER / Iab )
.

Seien f. , f, ER / [ab]) , U
, > Ui , Q , Oz EJFLT.a.to] ) mit

U, + U , = f, tfz ± 0
,
+ 0

,

dann gilt Ulf, ) + Ulf, ) E Ulf, tf, )

und 017,1+017>)
c- Off, + f, ) .

Mit Sup /Ulf, ) + Ulf, )) = supltlf, / + supltlf> )

folgt [ 1ft -71 = Elf, + f, ) .

⇒ f
,

+ f, E R / [ab])
.

Bew : Iiii ) : Zeige , dass ft R - intbar ist .

Sei E > 0 . Dann existieren TF wo mit U -= -9=0

und / (o - uldx < E . Doch dann gilt auch

ÜE f-
+

F Ot und ☐
+
- „

+
⇐ ☐ - µ .

←
folgt aus Fallunterscheidung

Aus Iii) folgt damit

/ tot _ a)dx ± / to -uldx < E
.

Damit ist ft R- intbar
. Damit sind aber auch f- = f-

+
- f

und 1ft = ft + f- R - intbar
.

s - Ung !

yo f- °

Daran, folgt | / fdxl =/ fftdx - /f-dx / ± / / für / +

t.it/--/ftdx+ff-dx--flf++f-)dx--/lfldx
.



Bew - Skizze :

Zuerst für TF beweisen I - direkte "

Rechnung
"

)
.

Daraus folgert man für fi-flia.is] und f> = f) [b. c] , dass

U /f) = Ulf, / + Ulf>) .
Additions eigenschaft von

Sup

Itf) = Elf, / + IHN⇒ | jy.gg = Elf. ) + IHN .

Nun bew. man die g. d. w . Aussage :
"

⇒
"

: Agn. f ist R - intbar
.
Dann folgt aus IH) -- Etf) mit

Elf) = Elf, / + Elf , ) ± Elf. ) + Elf>) = Elf)

dass f.
,
f , R - intbar sind

.

:

Agn . f., f, sind R - intbar
. Dann folgt aus obigem

mittels Elf, / + Ilfz) = Elf. ) + Elf>) direkt

Arch
. Prinzip Elf) = Elf) .

TeleskopsummeSandwich für TF
b-a

,

Bew : Sei E > 0
,
NEIN und ✗

„
= Gtk n für KE {0, . . _ , n } .

Sei f OBDA monoton wachsend .

!
- Idee

f- (a) falls ✗ = a

Seien UIX ) = | flx.. ) falls ✗ c- IX :-, , X ,] und k£11
,
. . .

>
n }

.

☐(x ) = { ^" falls ✗ = b

Und f /✗„) falls ✗ E [ ✗ u . . , ✗ i. ) und k c- { 1
,
. . .

,
n }

.

-

Da f- monoton ist gilt damit u f ⇐ 0
.

Daraus folgt

b

%-ukt-E.flxi.lk/n-x...I-E.flxi...llxn-x...I=E.lflxi.l-fk...Hl )
a

Vollständigkeit
=

b- ° [ fflx , ) - flx.. .)) = b- ° ( flb ) - flat) I E .süp n
n

4=1
•

mit Arch . Prinzip
Beschränktheit stetig ⇒ glm. stetig auf Tab] geeignetes n wählen

stetiger Funk .

auf Komp . Intervall ⇒

f R - intbar
.

da f- sogar
glm.

ytetig ist

Sandwich für TF Bew: Sei E > 0 . Dann existiert ein S - O
, so dass für alle _ × .

/ ×
,

- ×
,
/ < S ⇒ / f- Hit - flx ,) / = E .

v

Sei Z eine Zerlegung von Tab]
, so dass

!
sxu =

b.
ja < S In hinreichend gross wählen)

seien nun m , = minflx) ,
M , = maxflx)

✗ C- [ ×" - i , Xu, ] ✗ C- [ ×" - i , Xu, ]

für k c- 11 , ... > n} . Diese existieren
,
da stetige Funktionen auf kompakten

Intervallen beschränkt sind .

ma für ✗ c- [✗ a- i , ✗n ) und k c- { ^ . ... > n}

Damit def wir nun ulxt = { mn für ✗ = b.

für ✗ c- [✗ a- i , ✗n ) und k c- { ^ . ... > n}

und 01×1 = {
""

für ✗ = b.Mn
Stetigkeit anwenden

Damit gilt ne -40 und M
"
-

Mu
± E

.

Daraus folgt ,
n

/ to - uldx = [ IM
"
- mi

.

) > ✗„
= E

,

sx
,

= Elb - a) = : E
'

.

G 4--1

⇒ f R- intbar
.



geometrische Überlegungen !
stetig ⇒ R- intbar Bew :

"

⇐
"

:

sei E > 0. Wähle f-± f ± f-
+

mit / 1ft - f)dx = E.

Sandwich für TF

"" " "
"

Sandwich für TF ft, f- sind stetig auf Tab] und damit R- intbar .

stetige Fkt . " zusammenkleben
Also existieren TF 40 mit u ± f- ± f ⇐ f-

+
⇐0

,
so dass

/ to - f) dx = E und | / f-- uldx = E
.

Daraus folgt / to - a)dx =/ to- f)dx + ftp.t-f-ldxt/tf--u)dx--3E--:E !
-

D
'

= {
" '

< s

' '

< {

'

o ⇒ f R - intbar
.

"

⇒
"

: Sei f R - intbar
,
E - O und wo TF mit Ho- uldx = E. Idee

✗ - ×""

für ✗ c- [×
, _ , ,

Xu - it S ]
"

Wir def m + la. -m ) s

f. Ix) = | c, für ✗ c- [✗ „ „ + S , × " - S ] IM -mls

M + ( Cu - m )
k - ✗

g für ✗ c- [× , - S
,

× , ]
-

für KE {1
,
. . . in} , wobei m

= minulx) und M = maxulx ) .
✗ c- [ab] ✗ c- [a,}]

Damit ist f. stetig und es gilt

b Xu

Hu - f.) dx =3 / In - f- ldx ± n.IIM-ml.si
a 4=1 XL

,

b

Mit S klein genug folgt / In- f) dx = E
.

C b

Analog finden wir fi. > f mit / ( ft - a) dir = E.
stetig

°

stetig
Insgesamt folgt damit für f- ± f- ← ft

b

{ ( f-+ - f)dx = Je = : E
'

.



5. METRISCHE RÄUME
,
FOLGEN UND STETIGKEIT

Beispiele : !
Sei d EIN

,
V = Rd und v c- V

.

k - te Komponente
des Vektors v

- Maximum>norm : I / v11 =

max / K
.

/
" = : - d Def : / Inneres Produkt )

' Einsnorm : Hull
,

= ¥7141 Für alle V. w
c- Ed def . wir

auch Zweinorm
' ( V

,
w ) = ✓

„ WI .
- Euklidische Norm : Hulk -- Hull = E) IN' = ( v.v)

'

!
Sei F- Climb]) und f- EV.

• Supremumsnorm : Hf II = suplflxll =
max / flx) /

✗ E [a. b] ✗ Eta, b]

b

- Einsnorm : 11711 , = { lflxlldx
Bew: Seien V.WERD . Dann gilt für alle holt. . . .cl }

0 ⇐ In - wie )
'

2kW, ± K
'

+ wi
.

Summiert man Obiges auf erhalten wir

2W
,
w ) ⇐ HUH

?
+ HWIP

( v
, w
) E ! / IVH> + 311Wh'

.

Ersetzen wir V durch Eu und w durch ± ! w
,

so gilt
über Def .

( Eu
,

± :{ w )
"
± / v. w ) ± Eltern

'
+ ÷ / IEWIP

⇒ Ihr
,
w) / ± [ „ v11? + t.ci/lwN

.

" l

Falls v0 oder w
--0

, so gilt (v. w) = 0 und 15.1 ) folgt .
HWH

'

sei also vgw -1-0 und setze E
=

„ v11 .

Dann folgt aus HI Ihr
,
w) / ± Hull . Hull und II. 1) folgt .

Bew : Seien v.v, WEV. Dann gilt

it dlv
,
w ) = 0 ⇒ Hu - w /1=0 ⇒ v - w = 0 ⇒ v = w

.

ü ) dlv
, w) = | - 11 - Itv - WII = tlw - v11 = dlw.ir )

.

I iii) d / v. w ) =/ In - v + v - WII ± /In - v11 + Itv - WII =D / u
,
v1 + dlv

,
w ) .

Beispiele :



( oder auch Schlauch)

Bsp : Offener r - Ball um f- c- ( Ii:b]) bzg . II. Hao

:

Bew - Skizze :

Bar durch Widerspruch . Agn . A, =/ Az . Setze E = ! DIA. , A) > 0.

Wende Def . von Konvergenz an und erhalte Widerspruch .

Konvergenz in IX, d) ⇒ 3- AEX : HE >☐ 3- NEIN tn > N : d / an
,
A) = E

.

Bew: / a)⇒ ( b) : Agn . Lingam. =-1 .
Sei s > 0

,
dann existiert ein K EIN

,
s.cl .

V. kzk : dann
,
A) < E

.

Sei N EIN beliebig und setze k = maxlk
,
N )

.

Dann gilt n
-

- n. > k > N und d /an
,
A) < E .

r
o A ist somit ein HP von lanln

.

(b)⇒ la) : sei A HP von Ianln
.
Wir konstruieren per Rekursion eine passende Teil folge .

1. Schritt : Sei E. = 1 und N, = 1 . Dann existiert ein n
,
> 1 mit d / an

. ,
-11--1 .

2. Schritt : Sei E
>
= ? und N, = n ,

+1
.
Dann existiert ein n , > n, mit d /an. , A)

= %
.

3. Schritt : Agn wir haben schon ni
,
nz
,

.
.
.

,
he
.
mit dlann

,
A) < ! für left , . . . , k } .

Sei E = ¥ , und N = n , +1 . Dann existiert ein n" ,
> nu mit

1 1- c- ✗ ist HP ⇒ HE > OH NEIN In > N : dt an
,
A) < E

.d /an
," ,
A) = v. +1 .

Daraus folgt Hygiene. = A , denn für s > 0 finden gibt es ein KEIN mit I. < E

und aus der Konstruktion folgt für alle k > K
,

dass

dlann
,
A) = ? ⇐ G- < E .

Bew : Es gelten allg. folgende Ungleichungen :

Hull ± Hull
,
± d. „ v11

-

direkte Rechnung

Hielt ± llvllz = d
'

- Hull
.

Da sich diese 3 Normen nur durch eine Konstante d
"unterscheiden "

,

folgt daraus direkt Äquivalenz der ersten 3 Aussagen .

Für Hr) benutze Ii) und betrachte immer das Maximum über alle Komponenten .



Intuitiv Merken !
Egal wie man auf
der x-Achse gegen Xo

geht, nähert man sich

immer demselben Grenzwert .

!
Bew: Iii) ⇒ tür) : Agn f- ist bei xo E - S - stetig .

Sei IX. In Folge in X

mit fingern = × . und E - O
.
Dann existiert ein S - O

,
s.cl

.

FXEX : ✗ c- Bslxo) ⇒ flx ) c- B.
{
( fho)) (1)

Da lxnln gegen xo konv
.
existiert ein NEIN

,s.d.VN?N:Xn-cBslXo)--%f1xnlEBdflxoD
.

Urbild (nicht umkehrfkt. ! )
- Da E beliebig war folgt nliryjflxnl-flxc.li

Bew
.
über

Kontra position

für)⇒ Iii) : Agn f ist bei xo nicht s - S - stetig . Dann existiert ein E > 0
,

s.d.it/S-OJ-xEBslxo):flxIEBc-lxoD
.

Wähle nun für jedes NEIN mit 5- ! ein ✗
n
EB:/xd,

dann kann lxrln gegen Xo und für alle NEIN gilt flxn) ¢Bslfl)) .

Damit honvlfk.nl/n nicht gegen fho) und f- ist nicht folgenstetig .

4)⇒Kv) : Agn f stetig , ✗EX und UEY eine Umgebung von flx ! d.h .

JE > O : B
,
/ f- (xd ) EU .

Da f stetig ist
,
existiert ein S > 0 mit

flßslx)) c- Bslflxol) EU . Lipschitz - stetig
⇒

glm . stetig
⇒ stetig .

⇒ Bsh) Ef
"

/UI .

Also ist f-
'

IU ) eine Umgebung von × .

4) ⇒ (i ) : Agn f erfüllt H) und sei ✗ c- X
.

Sei s >0
,
dann ist Bslflx) ) eine

Umgebung von f-( x ) aus HH folgt dammit
,
dass f-

'

( Bslflx) ))

eine Umgebung von ✗ ist
,

d.h. es existiert ein S >0 mit

Bslx) E f-
'

( Bslflx) ))

⇒ f. ( BSH) c- ☐
{
( f- (xD.

Also ist f s - S - stetig .

Bew : H) : sei lxnln Folge in ✗ mit Grenzwert ×
.
,

dann kann die Folge lflxntn in Y gegen f- Ko) , da f stetig ist .

Doch da g stetig ist
,

konv
.
die Folge (glflxnl))n in Z gegen glflxo )) . Damit ist gof auch stetig .

IÜ) : Bemerke : Die Projektion Tj : Ed > E ist wegen Iitilv.nl/---Ilv-wIloo Lipschitz - stetig ( bzgl. II. " o mit 1=1 ) .

Damit folgt aus H
,
dass Piaf für jedes jc.lt, -, d} stetig ist

,
wenn f stetig ist .

Sei nun umgekehrt Ii of für jedes je 17 ...

.
d } stetig und Hnk konv. in ✗ mit Grenzwert × .

Dann konv
. ( Ti lflxnllln für alle je { 1, . . - in } gegen Hilf / ✗ II. Doch aus komponentenweise Kanu

. folgt kann.

des Vektors lflx.HN gegen flx) . Damit ist f stetig .

Iiii ) : seien lv
, w) , / i. w

' ) EÜ.
Dann gilt

/ (✓+ w ) - Iv ' t w ' ) / ± Iv - ✓ ' l tlw - w' / = 211 / v. w ) - hi , w ' ) 1h .

Damit ist + Lipschitz - stetig .
geometrisch (oder umgekehrte
Überlegen b- Ung! )

(1)

Hut : seien lv
, w) , Ivo , wo )

EE
'

mit lllnwl - ✓
„
wollt
,
= 1

. Betrachte Iv ) : seien 4k£ Ö mit tv - vol =
"
Ü

"
⇒ / v1 >

"¥ ⇒ ¥, = ¥ ,

2
Ivw - v. wo / ± Ivw - Vowl + Ivow - v. wol = / WI Iv - Volt lvollw - wol . Betrachte | ! - El =/ Ä! / = „„ z / v. - v1 = ,! / zb E

l"

sei also für E > 0 beliebig f = min /
"" El " "

Zudem gilt lw / = / W - wol t / wo / = 1 + lwol . 2 , 2 )
.

Sei E - o und Hkw) - In , wollt ,
- f.

nie
Damit folgt Stetigkeit von l . )

"

.

Dann folgt Ivw - v. wo 1=-11+1%1) -TIÖT + hol .tw - wol < 11-1 / wut ) f + hol 8 = / At two / + trolls ¥ E
.

E
Setze also S = min / 1,1+1*+1" , | . Damit ist • stetig .



6. GRENZWERTE REELLER FOLGEN UND FUNKTIONEN

Bew : (ü ) : sei E = % >0 . Dann existiert ein NEIN mit

/ an - al = E

Un > N://bn.gg < g) ⇒ { a
- E = an = a + E

b- E = bn = b. + E }

Daraus folgt mit at E =

°! = b- E , dass an = Gtb = bn.
H) : Folgt direkt aus IÜ)

.

:

Bew: sei lanln OBDA monoton wachsend und a-- Sup / an / n c- IN }
.

Dann existiert für jedes E - O ein NEIN mit

r =
o a

"
> A - E ⇒

a - a
"
= E

(an ? an )

Für alle n > N folgt mit Monotonie nun

a- an 70

a- an EG - ON
= E

⇒ / a- an / = E .

Sei a-- limsupan
.

n-> oo

⇒ the >☐ IN Hh > N : an = a + E
.

⇒ Vs>O HN In > N : an > a- E .

Bew : Agn . Ian. ) , konv
. gegen a. Sei 5-limsupan und E-0

.

Dann existiert
n-soo

ein NEIN , so dass für alle n > N gilt an = S + E .
Für k > N

gilt dann nu > k > N und damit auch an, = STE .

Daraus folgt nun
G =/ iman

,
ES + E

k-v0

und damit a ES .

Analog folgt a > I
.

Die Existenz einer Teil folge ,
die gegen S strebt ist äquivalent zur

Aussage „
S ist ein HP von Ian)

.

"

.

Sei also s > 0
.

Dann existiert ein No EIN
,
so dass

µ
Un > No : an = St E .

Sei nun NEIN beliebig und N , = max / N
,
No) . Dann existiert

ein n > N
,
> N mit an > S - E

.

Damit haben wir für beliebige E - O und NEIN ein n > N

gefunden mit Is - an / = E
. / genau die Def. von HPI



Bew:

"

⇒
"

: Sei a = Hafen und E > 0. Dann existiert ein NEIN mit

! In > N : Ian- al = &
. NEE 3-

Insbesondere gilt V-mmz.lv : Ian - am / = / an - alt / a- am / = E .

: Sei la.tn eine Cauchy - Folge . Sei E = 1 und N EIN so
,
dass

V-n.me N : Ian - am / < 1 ⇒ Ian / = / am / + 1
.

Setze m
-

_ N
.

Dann gilt ttn > N : Ian / = laut + 1 .

Damit ist lanln beschränkt
.

Sei nun E >0 beliebig und NEIN so
,
dass Ian - am/ = { für alle n

,
m > N.

Setze m=N . Dann gilt für alle n > N : a
"

- E
= an = du + E .

Daraus folgt an - E ± inf { a , / kzn } = an = Sup / an / kzn} = an + E

für alle nz N . Im Grenzwert ergibt sich dann

an - E =/iminfan ⇐ limsup = an + E.
r -> oo n->oo

Daraus folgt liminfan = limsupan , womit lanln konvergiert .
r
-> oo n->oo

!
!

Bew : Sei E- 0 . Da g. bei yo stetig ist
,
existiert ein K - O mit

ly - yol =p ⇒ lgly) - g Holt = E für alle y c- E
.

Da fi.ryjflxl-yog.it , existiert ein S - O mit

0--1 ✗ - ✗ ol = f ⇒ Iflxt - yol < zz für alle ✗ ED
.

Zusammen folgt für alle ✗ c- D !

0--1 ✗ - Xo / = f ⇒ Iglflxl) - glyol / = E
.

Daraus folgt firy.gr/flxD=glyoI.

!



Bei> Idee : Zuerst für stetige Funktionen beweisen und dann Sandwich - Lemma anwenden.

Sei f stetig auf [ab] . Dann ist f- glm . stetig, d. h .

HE >078 > OH × , > ×> c- [ab] : lx
,
- × , / = S ⇒ lflx, ) - flx> H = E .

Sei E- 0 beliebig , 8>0 wie oben
,
Z eine Zerlegung mit 12-1--5 !

und z erlaubte Zwischenpunkt . Betrachte
b b

/ Rlf
,

Z
,
z ) - / flxldx / = / [flz.) /×, - ✗„ I - /f- 1)dxl

a 4=1 a

✗
„

=/ EIEEEEE.FI - Hinault
k =\ ✗

a- |

= /£ / ÄIFIZ
.) - flxlldxll

I. =\ ✗
„_ ,

2 Mal s- Ungl . Teleskopsumme

EE / ÄFZTÄFTOH =/ Elb - a )
,

4=1 ✗
„_ ,

da aufgrund der Maschenweite für alle ✗ c- [✗ u . . , × , ] für k-ck.in}

gilt lx - Ziel < 8 Ida auch Z
.

c- [✗
n-„ x) ) .

Damit ist der Satz für stetige Funktionen bewiesen.

Sei nun f bloss R - intbw und E > 0 .
Dann existieren stetige Funktionen

f- ← f- = f-+ mit / 1ft - f)dx < 6 . Wir wenden obiges an und erhalten
b

/ Rlf. . Z, z ) - /ftdx / = E.
,a b

Daraus folgt Rlf
,
Ziz ) = Rlft , Z, -2 ) / f-+ dx + E ± / fdx + 2E

.

a a

rAnalog folgt Rlf
,
Z
,
z ) > tfdx - 2E

.

a O

!

1×1=61×4

für alle ×
in der unendlichen

"

%
:

X

"""""

"" = . "
für alle ✗

° '
in dieser Umgebung



7. REIHEN
,
FUNKTIONENFOLGEN UND POTENZREIHEN

Bew : Nach Annahme konv.sn
.
Daraus folgt

IHN = !.iq/sn+i-snI-- S - S = 0
.

:

i
l



o
.

Anwendung

Verallgemeinerung der
Beweis technik für Divergenz Ip - Summen)

der harmonischen Reihe Bsp: sei PEIR . Dann gilt ¥7
^

np
=D

g.
d. w. p > 1 .

( Zusammenfassen in Blöcke von

Ler Potenzen ) Falls p EO, so ist
^

IP keine Nullfolge und die Reihe divergiert.

Sei also p
> 0 . Dann ist /%)

.
monoton fallend → Verdichtung anwenden .

Bew : Aus der Monotonie ergeben sich folgende Beobachtungen : Es folgt ET !" - oo ⇒ €2" ,:p = oo

hverdinietesumme
a. ± a, ⇐ a

.

""

⇒ ¥-13,> )
"

= oo ( geometrische Reihe )

Zac
,
E A] + an = 2oz

Mag? ± as + a , taz tag
= ja;

" ⇒

q = ¥ = 1 ⇒
2 = g.

☐ ⇒
p > 1 .

c-

Potenz blöcke
.

Allg . gilt : Jain ± Gary ,
+
. . .

+ Aznt , ± ?
"

azn für n EIN .

Daraus folgt mit aufsummieren
üai ⇐ Ä :

en

de
± E- iaü .

Mit n > oo folgt die Proposition .

positionelleder negative Glieder

-

Bew .

- Idee : Jan bedingt kann ⇒ Ilan/ = 2- a: = 2- an = oo
.

S

i l
☐ 1) •

a .
>
a, Sofa! an

" positive Glieder addieren
,0 ! bis S überschritten ist .

| Funktioniert
,
da Ja! = oo

.

I

! negative Glieder addieren
,2) <

an ,

'

,
bis wieder unter S

.

Funktioniert
,
da 2-a-

n =D .

3) Schritte 1,2 bis ins wiederholen
.

Intuitiv Merken !

Bew : Bemerke für die Partia/ summen
,
dass

Isi
, Ss , Sir , . . . ) =/ Szn- 1)n monoton fallend

und ( Sz , Sy , so , . . . ) = ( Szn) n monoton wachsend

ist
.

Zudem gilt San + , = Szn + ÖFF z

"

Sz

und analog Szn
=

Szn - ,
-

02N ± Szn- , ± S , .

Damit kann lszn.in und Isak. Daraus folgt

/im / s
"
) = tim / Santo" " ) = /im / san ) = S .

n-soo n
-> oo ige

,

n-> N

n > oO

Daraus folgt Szn = 5=-52. _, für alle NEIN
.

Bew .
als

Merkhilfe

Bew : 2,79, konv
.

⇒ Isdn Kanu
.

⇒ Isdn ist Cauchy -Folge! ÷
⇒ He>OJNV-n.sn?N:Isn-sml--IEa.-Eanl--lEar.I--E .

2. =\ h : l k =mtl



Cauchy- Kriterium
für Reihen

b- Ungl.

✗

!

Bew : Agno > 1 : Dann es für { = ✗ - 1>0 und für jedes NEIN

ein nz N mit
"

Ianl
'

> a- - E = 1 1. Eigenschaft
I. 1
" vom Iimsup verwenden

⇒ lanl > 1 .

⇒ / an! ist keine Null folge und 2%. div.
h= I

Agn ✗ < 1 : Dann gibt es für E =
^ - ✗

z
> 0 ein NEIN mit

>

V. n > N : " / an /
'

< ✗ + { =
^ + * 2. Eigenschaft
z

=

q
= 1

.

vom Iimsup verwenden

§ Ä
"

Ian / = q
"

e
N

o ⇒ Zitat = [ q
" = a

E
U n=L F-
JE geometrische
O Reihe

:
os

>

Cauchy- Kriterium
für Reihen

verallgemeinerte abs. kann
b- Ungl. Reihen sind

kommutativ !

✓

Bew : Sei E- 0 . Wegen dem Cauchy - Kriterium existiert ein NEIN
,
so dass

für alle nzm > N : /[an / = laut E E
.

/ " nur die Glieder a.
,
a.
,

. . . ,
a
" spielen eine Rolle " )

I. =m
"

k =p (1)

b- Und.

Wir definieren µ = max { g- 11h ) / k ⇐ µ } . / Glieder , die eine Rolle spielen werden wir sich in der |Differenz wegstreichen . Dann können wir wieder Cauchy anwenden

sei n > M . Betrachte :

/ Eaa" - Fiat = IE.ae." - IIa. - Eat
I = I k = N + I

s - Ungl .

⇐ / Eaa" - ?Ea. / + I Eat
I = I r

-

k= N +1

diese Ganze Summe ist hier sicher enthalten → Glieder wegstreichen

= / 2- an, / + I Eat
I En k = N +1

fll ) > N

b- Ung ! folgt aus 111

E 2- laut + € laut ± 2E
.

f Eh I. = N +1

fll ) > N

Daraus folgt Ära"" = ?_? an .



Unordnungssatz

Bew : sei p : IN > IN
'

wie im Bild .

✗

Damit können wir die Partia /summe bis n
"

betrachten

und es gilt
sn :-.

lapn.nl/bant=lElaelHEIbellL.--l-=lEe-EE!e=E"
Damit ist ls.tn monoton wachsend und durch M von

oben beschränkt und damit honv
.

Isdn und es gilt
oO oo oo

laen.nl/bpiunl--lElael)lEIbel ) .
Ist nun 4 : IN > IN

'

beliebig , so ist f-
'

oy : IN > IN

auch bij. und wir können den Umordnungssatz anwenden
.

✗

punktweise Kanu
. ist

eine eher schwache

Eigenschaft

D
o the( )

moofnlx ) = flx )

O
O

( )

llfn -ÄH = an



Bew: Sei ✗
☐
ED und E > 0 .

Dann existiert ein n EIN
,
so dass

%
für alle ✗ ED : lfnlx) - flxll = E .

Zudem existiert ein S - O
,
so dass

für alle ✗ c- D: lfnlxl-fnlx.tl = E .

Daraus folgt / flx ) - f- Holt =/ flx) - fn / ×) / + lfnlx) - fnlx.tl/-Ifnlxol-fIxdl

< JE
.

Bew : sei E- 0. Dann existiert ein N
,
so dass

Vn > N : fn- E E f E fn +

Er
0 Zudem existieren TF 4,0 mit u = fn ⇐ 0 und Slo -uldx - E

.

Damit gilt u
'

= U
- E ⇐ fn - E = f- ± fnt { ⇐ Ot E = O '

b b

und { 10 ' - u ' ) dx = / 10 - u - 2 E) dx < E + 2E / b- a) = E / Ib - za -11 )
.

c

Damit ist f R- intbar.
b b b b

Zudem gilt | / fndx - ffdx / =/ ftp.n-fldx/--/fEdx / = Elb - a )
.

a
is

a b
<

Daraus folgt tim / fndx = / fdx
.

n-7N a
a

Wurzel Kriterium

Bew: Wir benutzen das Wurzel Kriterium und berechnen also für tz / < R
.

Iimsup
"
lanz) = Iimsup

" / anilzl = / zllimsuep
" / ani =/zl < 1

.

n-> oo n->oo

Ey !

"

☐an, „ qq.az, µ. z , ☒µ , „„ „„„ „ „ „ „ yay , angegangen,

sei nun SEIO
,
R )
,

dann folgt aus obigem

¥
,

/ als
"
- oo

.

Dann existiert für jedes E - O ein NEIN mit Etats" - E .

L = N

Für alle ZEBSIOI gilt damit

III.auz" - EIA.it =/ Tanz " / = 2T lanllzl "h= ntl ? _-ntt

± Etats"
h = ntl

±

,
tals

" =
E

für alle n >- N
.
Damit kann die stetige Funktionenfolge ¥7a. zh auf Bslo )

r
glm gegen E)Gaz ", womit 2- c- Bs /011 > €0

„ ,
a. zh auch stetig ist .

lnsbesonde folgt damit Stetigkeit von 2- c- 13,1011 > Ära] " , da es zu jedem

2- c- Bodo) ein S - R mit 2- c- 13,10) gibt.



✗
"

×
"

=

lntl ) ! ✗ →

70
.

ttn EIN : X
"
= Olexplxl) für ✗ > oo

.
Bew : OE explx)

±
×
" ' ✗

In +11 !

exp/ ✗ 1=0/1×1
"

) für ✗ > -oo . explx) 1- ✗ In ✗ → - °
> 0

.

1×1
-n

=

expl - x )!

logaly ) =/
091×1
Iogla) Bew: ✗ =/ogaly ) ⇒ a

"
= y 11kg1 . )

× . / oglal =/ogly )
✗ =

10g/ y)

lag / a)
= /ogaly ) .

Bew : Seien z
,
WEG. Dann gilt

explzlexplw) =/ III. 2-
"HETE: w" )h:O

Cauchy -
Produkt
,

= I
no
? # 2-

"
in
!" ;wn-t-EE.E.cl?lz'w" '

n :O

= ?_?!:( 2- + w)
"

= explzik) .

!
Bew : expliz) = 1 + iz - ¥ - i ?_? + ¥! + IE! - . . .

Umordnen
erlaubt

,
da 2

" ""
- ± , - E. + ¥! - . . .

+ ilz - ¥+77 . . .

)

= +isinz.vn
Cos gerade0
sin ungerade

iz

e + Ö
"

(osz +

isijztcosz-isiz-2cosz.ci?--e-i7Ecos/z+isinz-o/z+isinz=2isinz
.

Bew: Sei 2- c- E beliebig. Dann gilt

E- ÷, z"" - oo ⇒ E- ¥ , z" - oo .

Also gilt für den kanu Radius
grün

n ' ' n '
'

)
"

=/ limsup „ + ,

" Knil
"

R
'

= ( Iimsup- nxi
n-> oO n

-> oo

=/ Iimsupnkni)
"

=P
.

n-soo

seien nun a- bin 1- R
,
R ) und f-„ = cnz

" für NEIN .

Dann kann Hiv )
" glm. gegen f (früheres Korollar )

.

}
b

Daraus folgt ffvdz = EG / zndz = € b
""
- E.n÷ä"

↳
a

y
h: O a

,
n = o n= o

und t.info/.fudz=f!i:gfndz=/fdz=Z-n-+b"" - z.TN?-,a" '

a n = o

= Flb ) - Flat
.

!

Merke :
"

Nicht alternierende

Version von sinkos
.

"



8. DIFFERENTIALRECHNUNG

,

Bsp : Sei flx/ = ×
" für NEIN. Dann gilt

f-
'

(a) = / im
×
"
- a
" la + h )

"

- an

✗→a
× - a

=/im n
h->o

=/imh
"Eka" hh - an

h -> 0 h = 0

=/ imtiEK.la"
-
'

h
"
-

- limz-K.la"
-"

h
" "

h --0 im stetigen h →0 h =L h->0 I. = ,

Polynom einsetzen

flxlglx) - f-(a)gta) ± man
"

Bew : tim
✗→a

X - a

flxlglx) - flalglx) + f- (a) glxl - f- /a) gta)
= / im

✗→a
✗ - a

= / im / g /× ) HH
-flat

× - a
+ f /a)

81×1 -gta ) )
✗ - a

✗→a

= glalf ' /a) + flalg.la) .

Bew : Nach Def. gilt

flx) = f- (a) + f-
'

la) / ×-at + olx -a ) für ✗ > a

oder auch flx) = f- (a) + f-
'

la) / ×-a) + Eplxllx - a ) H

für
g.µ,

= |
-11×1 - flat + f- ' talk - a ) für ✗ =/ a

o

✗ - a

für ✗ = a

womit firyE.pk) = 0 und damit ist Ep bei a stetig .

Analoges folgen wir für

gly) = glflal) + g
' / f- (a)Ily - flat) + Eglytly- flak . 121

Nun setzen wir 111 in 121 ein und erhalten

9171×1) = glflal) +8171411.71×1 - fla!) + Eglflxtl.tk) - fla! ⇒ ☐µ , µ. × > a

=

glf.la/Itg'lfIaHIf'IaIix-a)+EpIxIlx-a))tEglflxH'f'la)lx-a)+EqH1x-Ä)
j-angeete-glf.la/)+gYflaHfYaIIx-a) !

+ [g' / flat) E.pk/+EglfIxDfYaI+EplxBlx-al.Fehlerterm
Daraus folgt

GÄHN - Gitta"
=

"

/ im /
'

g. Ifla)) flat
"

tim x - a
✗ →a ✗ →a

+ g
' / flat) E.pk/+EglfIxDfYaI+Eplx))
To - To

§:&! Eglflal) = 0= g. Ifla)) f-
'

la) .

Ben : / f. g- 1)
'

= f-
'

g-
'
- fg-2.gl

f-
'

g - fg'
= f-

'

gg
- Z
- fgig

- z =

gz
.

n-> oO

Bew : Sei yn
c- EI { Yo } eine Folge mit yn

> yo und xn
-

_ f-
'

lyn) eine

Folge in DI { ✗ o} . Dann gilt Xn
"→

xo
,
da f-

'

nach Bar : f bei a diffbar ⇒ flx) -- flat + flatter - at to / × - al
o / × - a)

dem Umkehr satz stetig ist
.

⇒ fing -11×1 = flat + 0 + tim ×-a
× - a = flat .

✗→a-V0
Zudem folgt aus der Charakterisierung der Konvergenz einer ¥:

^ Funktion mittels folgen, dass

(f)
'

lyo ) = / im
f-

'
lyn ) - f-

'

lflxo) )

n → an Yn - flxo)

Grenzwerte mittels Folgen
= /im

✗n
- ✗ °

n-> so Yn - f / ✗o)
Umkehrsatz

=/im /
"n - flx.) )

- i

n->oo
✗ n
- ✗

o

= ( f ' / ×. ))?



Bew : sei f- bei × . diffbar mit lokalem Max. bei ×. .

ffxIE%1a.TN lokales Max
.Dann gilt filx . ) =/ im

✗ " × . ×¥-
± 0

und analog f! / ×.) 20 .

isoliertes
lokales Max .

!
Da f bei ✗

o diffbar ist , folgt f.
'

1×01=7! Hol =# 1%1=0 .

Vollständigkeit

süp

✗

Beschränktheit

stetiger Fht .

Existenz Sup

Stetigkeit von

Verknüpfungen
✗

Extremwertsatz

Notwendige Bedingung
für Extremum

✗
ßew : Nach dem Extremwertsatz existieren ✗

max , Knin mit

! flxmax ) = max / f- Iab) )
, flxn.in/--minlfta.bIl .

Falls ✗max Ela, b) ( rechts - und linksseitiger HP von D)
,

so folgt aus der notwendigen Bedingung für Extrema
,
dass

f
' / ✗max ) = 0 .

Falls ✗→ ,
X -in Endpunkte sind

,
so muss f konst

.

sein und es gilt überall f-
'

= 0.

"

ßew : sei F : [a. b ] > IR Hilfsfht. mit

Flx) = f / × ) -
^" - ^"

( × - a )
.P b - a

0

Dann gilt Fla) = Flb) = f- la ) und nach dem Satz

von Rolle existiert ein } t la
,
b) mit FYS/ = 0

,

also

FYS) = fyg) -
Hbl - flat
b- a

= 0

flbl - flat
⇒ f

'

/ f) = b- a .

Bew :
"

⇐
"

:

Agn. f-
'
= 0

. Seien ×
,
< × , in I beliebig , dann existiert

nach dem Mittelwert-satz ein SEK
, xz ) mit

>
in

flx, ) - flx,) = f-
'
Ist / ✗ z - ×

, ) = 0 .

⇒ flx, / = flx .) .

>



intuitiv Merken !

>

Wichtige
Charakterisierung
für Konvexität

Intuitiv
merken !

Bär : seien ✗
☐
= ×

,
in I und ✗ =/1-tlxottx , für tc-IO.tl .

Dann gilt ✗ - ✗ o
= tlx

,
- × . )

§ ×
,

-

× = 11 - tllx
,
- xo ) .

Daraus folgt f- 1×1 - fho)
±
flx

. ) - flx )
✗ - xo ×

,
- ×

/ | . -111 - tllx , - ✗o ) zo

⇒ 11 - tllflxl-flx.lt ± tflx. ) - tflxl | / + tflx )

⇒ flxl - fho) +tflxu) = tflxil

⇒ flx) ± (1- ttflxo ) + tflx. )

⇒ f / 11 - t / ✗ • + tx. ) ± (1- t ) flxo ) + tflx. )
.

P
konuexität

0

MW - Satz

✗

!

„

Bsp: Sei flx) = - logx konvex . Dann gilt für ×. . . . . . ✗n
> 0 mit 4. = !

!
f- II. Ex.IE??EfHulh--|

- los / LEX. ) = - ? ?E
,

/ oglxnl II. HI
h= /

los / KEY. ) z t.IT/ogIxnlllexpl-t
In × , zexplt.2-loglxnll-expl2-loglx.tl?=lITxn )

"

1=1 L=/ b. = ,

E. Ex. = nix.
"

.

4=1

Dies beweist gerade die Ungl . zw . arithmetischem und geometrischem Mittel!



Rolle

"

Bew : sei F : [a. b ] > IR stetige Hilfsfht. mit

f- ( x ) = f- (x) / gtb) - glatt - glx) /flb) - flat) .

Dann gilt F /a) = f. (a) gtb) - glalflb ) = F / b) .

schreibe das Nach dem Satz von Rolle existiert also ein SE /a)b) mit
←

F
' / G) = f

'

/ 1) Iglb) - glatt - gilt / lflb) - flat) = 0 .

←

merke das

\,

Bew : Setze f, g auf [a. b) stetig fort mit flat -- gta) -_ 0 .

f-
' 1×1

Sei L = Egg, /×, und Ucc eine E- Umgebung von L für E > 0 .

Dann existiert wegen dem Grenzwert ein S - o mit

f-
' 1×1

g. Ix)
c- UE für alle ✗ E /Gatt )

.

Nach dem allg . MW - Satz ein S Ela, × ) mit

0
f-
' IS )°

gyg ,
=
FH - für
9 / ×) - g / a)

=

£ / ×)

glx )
€ UE

.

T

f-
' ( x ) flx )

Da E- 0 beliebig war folgt / im g. 1×1=1%281×1 .

✗ Ya

NW - Satz

Korollar

✗

Bew :
"

⇐
"

: Sei ylx ) -_ Aexpl- FHD. Dann gilt

y
' + flx / y = Aexpl - 1=1×111-71×1/ + flx) - Aexpl -FH)

= 0
.!

"

⇒
"

: Sei ylxl eine Lösung . Wir berechnen
Hy

(ylxlexplflx ))
"
= yiexp / 1--1×1) + yexp / 1=1×1171×1

= 0 .

Also folgt aus dem MW -Satz
,

dass

ylxlexplflx ) = A

⇒

ylx ) = Aexpl - FHD

für eine Konstante AEIR
.



9. DIE ABLEITUNG UND DAS RIEMANN - INTEGRAL

Bew : Sei s - O . Dann existiert ein S - O
,
so dass

Du V-tc-l-a.to] : It - xD - s ⇒ / f- It ) - flxo) / = E
.

Sei nun ✗ C- [ab] mit 0--1 × - ✗ ☐
1--8

.

Dann gilt
Def . einsetzen

× ×.
1- -

/
Flirt- FHO )
✗ - ×.

- f- Holt ± | × .
/ ffltldt - / fltldt ) - fho) /

a

✗

=/ × ? ×
.
/ / fltldt-lx-xolfk.tl
✗ o

✗ X

= /
×
?
×
.
/ / fltldt - / flxoldt /
Xo Xo

✗

= / × ? ×
.

It ) - fho )) dt /
✗

= 1
ix. ✗

o,
/ / Hlt ) - fho )) dt /
✗ o

= E

±
,!- * IÄÄTTIDH

✗u

1
<
µ - xo ,

/ ( × - ✗ a) El = E
.

1--1×1 - Flxu )
Daraus folgt F

'

/ ✗ a) =/ im × - × .
= f- Hol .

✗→ ✗
o

!

Bew : Induktion über n '

n = O : Aus dem FundamentalSatz der Diff.
- und Integralrechnung folgt

✗

17%1×1 + Rio
,
ok) = flx.lt/f'ltldt=fIxI .

✗o

n -1 , > n : Wir berechnen zuerst

f-
'"
( ✗o)
n !

(✗ - xo)
"

+ {f
"" '

(t,
/ × - t )

"

n :
dt partiell
✗

=

f-
""
( xo)
n !

'× -H
"

+ t.TN ' "
"

% + f.g. "% , in:-,;)
"- '

dt <

Integrieren

= RE.n.it )
einsetzen

Daraus folgt nun mit der Ind . Voraussetzung

fixt =

1-
""

1)
Ix -× . )

"
+ R!

. .
. . /× ) <

4=0
k !

= E- f-
" "

1)
( × -× . )

"
+
f-
'" lxo)
n :
H -H

"
+ R!.nl )

4=0
k !

= ¥
.

#"1×014- xd" + Rx! /× )

:÷÷


