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4. E\wriiHRUNG

Lemma 1.38 (Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f: X — Y und g : Y — Z Funk-

tionen.
(i) Falls f und g injektiv sind, dann ist auch go f injektiv.
(i1) Falls f und g surjektiv sind, dann ist auch go f surjektiv.

(iii) Falls f und g bijektiv sind, dann ist auch go f bijektiv und es gilt (go f)™' = f~Log™L.

Wichtige Ubung 1.39 (Weitere Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f: X — Y und
g:Y — Z Funktionen.

(i) Zeigen Sie, dass g surjektiv ist, falls g o f surjektiv ist. Uberzeugen Sie sich davon, dass

n diesem Fall f nicht unbedingt surjektiv sein muss.
(ii) Zeigen Sie, dass f surjektiv ist, falls g o f surjektiv und g injektiv ist.

(iii) Zeigen Sie, dass f injektiv ist, falls go f injektiv ist. Uberzeugen Sie sich davon, dass in

diesem Fall g nicht unbedingt injektiv sein muss.

(iv) Zeigen Sie, dass g injektiv ist, falls g o f injektiv ist und f surjektiv ist.

v

Rew dield iiber Def.

Definition 1.31 (Drei Eigenschaften von Funktionen). Sei f: X — Y eine Funktion.

e Die Funktion f heisst injektiv oder eine Injektion falls fiir alle z1,29 € X gilt, dass

f(xy) = f(xe) = 21 = 20.

e Die Funktion f ist surjektiv, eine Surjektion oder eine Funktion von X auf Y, falls

es zu jedem y € Y ein x € X mit f(z) =y gibt.

e Die Funktion f heisst bijektiv, eine Bijektion oder eine eineindeutige Abbildung,

falls f surjektiv und injektiv ist.

Definition 1.42 (Graph einer Funktion). Sei f : X — Y eine Funktion. Der Graph von f

ist

graph(f) = {(z,y) € X xY |y = f(2)} C X x Y.

Definition 1.46 (Urbilder beziiglich einer Funktion). Fiir eine Funktion f: X — Y und eine
Teilmenge B C Y definieren wir das Urbild f~!(B) von B unter f als

fi(B)={re X| f(z) € B}.

Definition 1.49 (Partition). Sei X eine Menge und P eine Familie von nicht-leeren, paarweise

. : . . o . , : . Rsp
Peano Axiome. Die natiirlichen Zahlen N sind (in einem gewissen Sinne eindeutig) durch disjunkten Teilmengen von X, so dass X = ||pep P. Dann wird P eine Partition von X
die folgenden Eigenschaften charakterisiert:
genannt.
(i) Es existiert ein ausgezeichnetes Element 1 € N und eine injektive Abbildung v : N — N,
auch Nachfolgerfunktion genannt, so dass 1 € v(N). Definition 1.56 (Relationen). Seien X und Y Mengen. Eine Relation auf X x Y ist eine
Teilmenge R C X x Y. Wir schreiben auch 2Ry falls (z,y) € R und verwenden oft Symbole
(i) N erfillt das Induktionsaxiom: Ist A eine Teilmenge von N, die 1 enthdlt und fir alle wie <, < ,<,= = ~ fir Relationen. Falls X = Y ist, dann sprechen wir auch von einer
n € N die Eigenschaft ,n € A = v(n) € A“ erfillt, dann gilt A= N. Relation auf X. Wenn ~ (resp. =, ...) eine Relation ist, dann schreiben wir auch ,x ¢ y*
(resp' 77aj % y“’ s ') fﬁr 77_|(:U ~ y)“ (resp' 77_‘(:[: g y)“’ bl )'
) Definition 1.58 (Aquivalenzrelationen). Eine Relation ~ auf X ist eine Aquivalenzrelati-
Proposition 1.64 (K()l'r(}spond(fnz zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen). Sei X on, falls folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:
eine Menge. Dann entsprechen Aquivalenzrelationen auf X und Partitionen von X einander
im folgenden Sinne: Fiir eine gegebene Aquivalenzrelation ~ auf X ist die Menge Z * Reflexivitit: Vo € X : z ~ 2.

P.. = {fa] | = € X)
eine Partition von X. Umgekehrt definiert fir eine Partition P von X
x~py < JPeP:xe€PAyeP

fir x,y € X eine Aquivalenzrelation auf X. Des Weiteren sind die Konstruktion der Partiti-
on aus der Aquivalenzrelation und die Konstruktion der Aquivalenzrelation aus der Partition
zueinander invers: Fiir jede Partition P von X gilt P~, = P und fiir jede Aquivalenzrelation

~ auf X qilt ~p_=r~.

e Symmetrie: Ve, y e X 1z ~y = y~ux.

o Transitivitit: Vo,y,z € X : ((x ~y)A(y ~ 2)) = x~ 2.
Definition 1.63 (Aquivalenzklassen und die Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf einer Menge X. Dann wird fiir z € X die Menge

[tl.={ye X |y~a}
die Aquivalenzklasse von = genannt. Weiters ist
X/n = {c]~ | o € X}

der Quotient (oder die Quotientenmenge) von X modulo ~. Ein Element x € X wird auch

Reprisentant seiner Aquivalenzklasse [2]. genannt.
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Uorperasiome:
Axiome (Addition). Die Addition erfillt folgende Eigenschaften:
(1) (Nullelement) 0 € RVzeR:2+0=0+2 = z.
(2) (Additives Inverses) Vx € R I(—z) e R:x + (—z) = (—2) +2 =0
(3) (Assoziativgesetz) Va,y,z € R: (x +y)+z=x+ (y + 2)

(4) (Kommutativgesetz) Ve,y e R:x+y =y +x
Axiome (Multiplikation). Die Multiplikation erfillt folgende Eigenschaften:

(5) (Einselement) 31 e R\ {0} VzeR:2-1=1-z=ux.
(6) (Multiplikative Inverse) Yo € R\ {0} Iz ) eR:z-(27)=(a71) -2 =1
(7) (Assoziativgesetz) Ve, y,z € R:x-(y-2) = (z-y)- 2.

(8) (Kommutativgesetz) Ve,y e R:x-y=y- x.

Axiome (Kompatibilitdt von + und -). Wir verlangen
(9) (Distributivgesetz) Vo, y,z e R: (x +y)-z=(x-2)+ (y- 2)
Axiome (Anordnung). Die Relation < auf R erfillt die folgenden vier Aziome
(10) (Reflexivitit) Ve e R:x <z
(11) (Antisymmetric) Yo,y €R: (z <yAy <z) = z=y)
(12) (Transitivitit) Vz,y,z € R: (x <yAy < 2) = x<2)

(13) (Linearitit) Yo,y e R: (x <yVy < x)
Axiome (Kompatibilitiat von <). Wir verlangen

(14) (Sund +)Va,y,2€R: (2 <y = z+z2<y+2z).

(15) (S und-)Voz,yeR: (0<zA0<y) = 0<z-y).
Axiom (Vollstédndigkeit). Die reellen Zahlen erfillen folgendes Axiom:
(16) Zuerst in Worten: Falls X,Y zwei nicht-leere Teilmengen von R sind und fir alle v € X

undy €Y die Ungleichung x <y gilt, dann gibt es ein ¢ € R, das zwischen X und Y liegt
in dem Sinn, als dass fir alle x € X und y € Y die Ungleichung x < ¢ <y gilt. Formal:

VX,YCR: (X #0AY #0AVz e X VyeY :a<y)
— (BceRVre X VyeY z<c<y))

Proposition 2.34 (Komplexe Zahlen). Mit den oben definierten Verkniipfungen definiert C
einen Korper, den Koérper der komplexen Zahlen. Hierbei ist die Null gleich 0 + 0i und

die Fins gleich 1 + 0i.

Lemma 2.38 (Eigenschaften der Konjugation). Die komplexe Konjugation erfillt folgende

Eigenschaften:

(i) Fiir alle z € C ist zzZ € R und zz > 0. Des Weiteren gilt fiir alle z € C, dass zz = 0

genau dann, wenn z = 0.

(i1) Fiir alle z,w € C gilt z + w =Z + w.

(iii) Fir alle z,w € C gilt z-w = Z - w.

o=<a

/ Bew. nber dicelte Eec\nmj

Definition 1.74. Eine Menge X heisst abzdhlbar unendlich (oder kurz abzihlbar), falls
eine Bijektion zwischen X und N existiert. Eine Menge, die weder endlich noch abzidhlbar

unendlich ist, nennt man auch tiberabzahlbar.

Q=

Die Definition wiederspiegelt die Anschauung, dass abzihlbare Mengen gerade jene sein
sollten, die sich ,,abzédhlen lassen®.

Definition 2.12 (Induktive Teilmengen). Eine Teilmenge M C R ist induktiv, falls folgende
zwei Eigenschaften gelten:

(i)leM
(i) Firallez e Rgilt z € M = 2+ 1€ M.

Beispielsweise ist R eine induktive Menge (gewissermassen die grosste solche). Die , kleinste
induktive Menge sollen die natiirlichen Zahlen sein.

Lemma 2.14 (Kleinste induktive Menge). Die natirlichen Zahlen N bilden eine induktive
und somit die kleinste induktive Teilmenge der reellen Zahlen.

Die ganzen Zahlen sind als Teilmenge von R durch
ZZNU{()}U{*H‘RGN}:N(HJ*N

definiert.

2.2.3 Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen sind definiert als die Teilmenge von Quotienten
m
Q:{—\mEZ. nEN}gR.
n

Lemma 2.28 (Rationale Zahlen). Die rationalen Zahlen bilden einen Unterkorper von R, das

heisst, fiir alle r,s € Q gilt —r,7 + s,rs € Q und auch r~* € Q, falls r # 0.

2.3 Die komplexen Zahlen

Unter Verwendung der reellen Zahlen kénnen wir die Menge der komplexen Zahlen als
C=R%={(z,y) |,y € R}

definieren. Wir schreiben ein Element z = (z,y) € C viel haufiger in der Form z = = + yi,



(9) (Dreiecksungleichung) Fir alle x,y € R gilt
lz +yl < ||+ |yl-

Diese Ungleichung wird auch die Dretecksungleichung genannt. Sie folgt, in dem wir

—|z| <2 <|z| und —|y| <y < |y| wie in (e) addieren und anschliessend auf
—(lzl +yl) Sz +y < |2+ |y|

wiederum Eigenschaft (e) anwenden.

0=

(h) (umgekehrte Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y € R gilt
[lz] = lyl| < |z —yl.
Denn die Dreiecksungleichung in (g) zeigt
2] <z —y+yl < |z —yl+yl

was zu |z| — |y| < |z —y| fiihrt. Durch Vertauschen von z,y erhalten wir |y| — |z| < |z —yl|.

Also ist nach Eigenschaft (e) ||z| — |y|| < |z — y| wie gewiinscht.

Eigenschaften des Absolutbetrags auf C.
(i) (Definitheit) Fir alle z € C gilt |z| > 0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0.
(ii) (Multiplikativitat) Fir alle z,w € C gilt |zw| = |z||w].

(iit) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,w € C gilt |z + w| < |z| + |w|.

(iv) (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Fiir alle z,w € C gilt ||z| — |w|| <l|z—w|.

Satz 2.60 (Supremum). Sei X C R eine von oben beschrinkte, nicht-leere Teilmenge. Dann
gibt es eine kleinste obere Schranke von X, die auch das Supremum sup(X) von X

genannt wird. Formal gelten also fir sy = sup(X) folgende Eigenschaften:
(1) (so ist eine obere Schranke) Vx € X : x < 59
(2) (so ist kleiner gleich jeder oberen Schranke) Vs € R: (Vx € X 12 <s) = 50 < s)

Aquivalenterweise kann sy = sup(X) auch durch (1) und die folgende Bedingung definiert

werden:

(2°) (Kleinere Zahlen sind keine oberen Schranken) Ve >0 3z € X : x> so — €.

Proposition 2.63 (Supremum unter Streckung). Sei A C R eine nicht-leere, von oben be-

schrinkte Teilmenge und sei ¢ > 0. Dann ist cA von oben beschrinkt und es gilt

sup(cA) = csup(A).

Proposition 2.64 (Supremum unter Summen). Seien A, B C R zwei nicht-leere, von oben

beschrinkte Teilmengen von R. Dann ist A+ B von oben beschrinkt und es gilt

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Satz 2.69 (Das Archimedische Prinzip). Es gelten folgende Aussagen:
(i) Jede nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge von Z hat ein Mazimum.
(ii) Fiir jedes x € R existiert genau einn € Z mitn < x <n+ 1.

(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein n € N mit % <e.

c <d

Bev: Ixl=|x-y+yl = Ix-y|+lyl
= x| -yl = )x—y\,
Yedwedhe xy wd elte insgesomt

lxl - 1l = Ix=yl. =

Bew Sei ! = {seml Vuex: x «s}. Domt g X, ¥ #0 wd VxeXWypey: xey.
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A 12) o IneX:  la-e = 54 < X
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Definition 2.49 (Offene und abgeschlossene Teilmengen). Eine Teilmenge U C R heisst offen

(in R), wenn fiir jedes z € U ein € > 0 existiert mit

o=

{yveR||ly—z|<e}=(x—¢c,x+¢) CU.

Eine Teilmenge A C R heisst abgeschlossen (in R), wenn ihr Komplement R \ A offen ist.

Definition 2.53 (Offene Bille). Der offene Ball mit Radius » > 0 um einen Punkt z € C
ist die Menge

By (z)={weC||z—w| <r}.

Definition 2.55 (Offene und abgeschlossene Teilmengen von C). Eine Teilmenge U C C
heisst offen (in C), wenn zu jedem Punkt in U ein offener Ball um diesen Punkt existiert, der
in U enthalten ist. Formaler: Fiir alle z € U existiert ein Radius r > 0, so dass B,(z) C U.
Eine Teilmenge A C C heisst abgeschlossen (in C), falls ihr Komplement C\ A offen ist.

Definition 2.74 (Haufungspunkte von Mengen). Sei A C R und zp € R. Wir sagen, dass
y| zo ein Haufungspunkt der Menge A ist, falls es fiir jedes ¢ > 0 ein @ € A gibt mit
0<l|a—zo| <e.



Satz 2.76 (Existenz von Héufungspunkten). Sei A C R eine beschrinkte unendliche Teil-

menge. Dann existiert ein Hdaufungspunkt von A in R.

Ubung 2.77 (Alternative Charakterisierung von Haufungspunkten). Sei A C R und = € R.
Zeigen Sie, dass xg genau dann ein Haufungspunkt der Menge A ist, wenn fir jedes € > 0 der

Durchschnitt von A mit der e-Umgebung (zg — €, xo + €) unendlich viele Punkte enthilt.

Der Durchschnitt von ineinander geschachtelten, nicht-leeren Intervallen, das heisst, Inter-

vallen Iy D Iy D I3 O --- in R, die kleiner werden, kann durchaus leer sein. Zum Beispiel

gilt

Satz 2.78 (Intervallschachtelungsprinzip). Sei fiir jedes n € N ein nicht-leeres, abgeschlosse-
nes, beschranktes Intervall I, = [an,by] gegeben, so dass fir alle natiirlichen Zahlen m < n

die Inklusion I, 2O I, oder dquivalenterweise die Ungleichungen a,, < a, < b, < b,, gelten.

Dann ist der Durchschnitt

I, = [sup{an | n € N}, inf {b, | n € N} |

n=1

nicht-leer.

Korollar 2.82 (Uberabzihlbarkeit von R). Die Teilmenge [0,1] C R (und daher auch R) ist

uberabzdhlbar.

Bew: Wohle mM eR 5o, oo A €[w,M]. \dee
De{‘. X"’ {X‘A‘ IAH(-W,X:” (w}.
Es 3.'”"- -meX ola I(‘W, m]ﬁA|S4_

-WxeX:x<M. Deon sa x 32U, chm gt
(-0, x)0A=A wd |Alcw.
= xeX.
= Y qichtieec we wen chon becehiald
= sup eXishiert.
Sei  xo= supX  und £ > O belieby.
Dum g (-0, % +£) 0Al= @ doch |l-®, xo-g) nAl< 0,
do  ein X €X exitheet mt x,-g8 <X,
= |(xe-€, xets)nAl =0

= Jaed: O<lx.-ol< €.

Beuw: Selen € *=m=n  in |

/ Don g¥ Q¢ € @m ¢ 0nsb, £ by b,
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= o= SMP{O«]LEIN} ¢ b,

Analog Yolg*' Gn = infib | Len} =t
= Schailt richHleor,  dar

@
o-,b e NI
wdem gt X € fil-n
< YpelW: @, =X b
= osx¢e¢b

[
= NI =[a,b].

xo

Hl\
Hl\
—E

A b

Ty To+E



3. FUNKTIONEN UND REELLE Z AHIEN

Des Weiteren gilt die Formel fiir die Teleskopsumme

n

Z(ak+l - ak) = (M_ am) + (am+2 _M) + ..+ (%_ anfl) + (an+1 _%)

k=m

= Qnp+1 — m

Ubung 3.3 (Abel-Summation). Seien ai,...,an,b1,...,b, € C. Wir setzen Ay = Z;?:l a;
fiir k € Ng mit k <n. Zeigen Sie die Abel-Summationsformel

n n—1
Z akbk = Anbn + Z Ak(bk = bk+1)'
k=1 k=1

Verwenden Sie dazu die Gleichung a, = A — Ax—1 fir alle k € N mit k < n. Wenden Sie des

k
Weiteren die Abel-Summation auf die Summe > 3", % an.

Lemma 3.5 (Bernoulli’sche Ungleichung). Fir alle reellen Zahlen a > —1 und n € Ny gilt
(14+a)" > 1+ na.

Proposition 3.8 (Geometrische Summenformel). Sein € Ny und g € C. Dann gilt

" & n+1 fallsq=1 °
Zq =) ¢t :
o T—— fallsq#1

q—1

Proposition 3.15 (Wachstum von Polynomfunktionen und Eindeutigkeit der Koeffizienten).
Sei f(T) € C[T] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl
M > 0 eine reelle Zahl R > 1, so dass fir alle z € C mit |z| > R auch |f(z)| > M gilt. Insbe-
sondere ist die Zuordnung, die jedem Polynom f(T) € C[T| die zugehorige Polynomfunktion
z € Cw f(2) € C zuweist, bijektiv. Dies gilt analog ebenso fir reelle Polynome f(T) € R[T]
und reelle Polynomfunktionen x € R — f(z) € R.

Wichtige Ubung 3.17 (Division mit Rest). Zeigen Sie folgende Version von Division mit
Rest: Falls d ein Polynom wverschieden von Null ist, dann gibt es fiir jedes Polynom f zwei

eindeutig bestimmte Polynome q,r mit deg(r) < deg(d) und f =q-d+r.

Fiir n, k € Ny mit 0 < k£ < n definieren wir den Binomialkoeffizienten (Z), als ,,n iber

o) = T
(

Proposition 3.26 (Additionseigenschaft der Binomialkoeffizienten). Fir alle n,k € Ny mit
0<k<n-—1git(5)=")=1und

(Z) " <kil> - (ZI D (33)

Insbesondere ist (Z) € N fiir alle n,k € Ng mit 0 < k < n.

k ausgesprochen, durch

-

Ow=x

o<1

Beu: n=1:

nE—ps i

Msa) 24 +4a. v

(4+a)" = 4e a4
;’('Hna)['h- a) .
= 4+ (a1 *—:;F

2 4+ [n+1)a. .

Sei P = aaX Mt QX F . PR it n=dalt) 70 wd a.+o.
Sei qlx) = a  x™" + .. +aq,.
Wi saddzen  qW) fic Ix124 wn oben ab
lquol = fow s ..+ adl
*lon X'l + ...+l
¢ (loed + e loa) ™ = Al
Moo betralshten] x| §5d teiba -
1261 = lamc + glol= law® - (=qbd)l 2 Jlaw) - |- gl
% Jaax"1-1qWl 2 Jaux™ - Alx™|
=(lowx = A™ 2 fodlli - A * M
S& o M>0  ud Remalq, BEAY o, ab

o lOn\
Jxl 2R
= Jallxl-A 2 M
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Figur 3.2: Die Binomialkoeffizienten lassen sich auch bildlich im sogenannten Pascal Dreieck

festhalten, wobei in der n-ten Zeile die Zahlen (3) M. G- (Z) stehen und die diagonalen

Striche die Additionsformel (3.3) in Proposition 3.26 andeuten.
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Satz 3.28 (Binomischer Lehrsatz). Fir w,z € C und n € Ny gilt Beu Ago. 2,5 ¢F(0) sl bei % sielig wdl €20, chm  exchiern Definition 3.43 (Monotonieeigenschaften). Eine Funktion f: D — R ist

(w+2)" = i (Z) wh Rk,

v
° 8,8 mi Ix-%el<8, = 18- fle)l< £
(ir dle x€O wd (6041} Wi setzen & = wmnld,, §,).

=¥

e monoton wachsend, falls Vz,y € D:z <y = f(z) < f(y),

=0 Oomn gl [x -%)<§ e streng monoton wachsend, falls Vz,y € D:z <y = f(x) < f(y),
= -8 &
I6f,+ 22000 - b A v e monoton fallend, falls Vz,y € D:z <y = f(x) > f(y),
= 2= 2 ko) + Lald)-(xdl 0
e streng monoton fallend, falls Ve, y ¢ D :x <y = f(x) > ,
Proposition 3.54 (Stetigkeit unter Addition und Multiplikation von Funktionen). Sei D C €] 209- 2 (ko] + (9= (xdl & g 4 f@) > 1)
R. Falls fi1, fo : D — R Funktionen sind, die bei einem Punkt xo € D stetig sind, dann sind 4 £ r £ = g e monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist,
auch fi+ fa, fi-fo undafy fiir a € R stetig bei xg. Insbesondere bildet die Menge der stetigen = bh+d i be % shebis _
Funktionen e streng monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.
Nic  belmchen nun
C(D)={f e F(D)| [ ist stetig} [4(x)2alx) = Al Pelxdl = | £ 1AL - Aix) Al
cinen Unterraum des Vektorraums F(D) * Rxa) Al — Alw) filx)l Definition 3.49 (Stetigkeit). Sei f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f stetig bei
€ 2, Wl - £l + 12620 - 21x)). einem Punkt z( € D ist, falls es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € D die
Sel nun 270 bd und § §, > 0, so Aass Implikation

weoum

#” Div. dweh ©
Ix- %] <8, = I'f.lxl"f.l‘h”‘ lil“-)l‘f‘]j"/“ veeneiden lr — 20| <6 = |f(z) — flzo)| <e

Ix-%| <8 = lﬂ\x)-f,(x.)l‘mhlﬂm). Yy

Cetre 5= minls, ) dom ‘?"If ws| 154 xall< §| s gilt. Die Funktion f ist stetig, falls sie bei jedem Punkt in D stetig ist. Formal ist Stetigkeit

11 i3] z ) T ] 4

Iso durch
FABIIE [ 2,003 - 2 0%a) + 2l | von f also durc
S lé&}:ﬂ\l:)\ sl < 4 F )l Vep € D:Ve>030 >0V eD: |z —x| <0 = |f(z) — f(zo)| <e
Dawt 4l T £
3 [2, Wl 8- 2l < (45 Haboll) e 1 = € definiert.
£

ol bl £ - Lt < (M) T = €.
hsgesomt {0\3‘ l;?.lx)f-‘\x) - fllk-]-.Pz(*oH < Ne =¢'.

= it seby Wi x,. o

Proposition 3.56 (Stetigkeit unter Verkniipfung). Seien D1, Dy C R zwei Teilmengen und

sei xg € Dy1. Angenommen f : D1 — Dy ist eine bei xg stetige Funktion und g : Do — R st Bew So £-0. Da g shehy i, extied en 770, o dbs
s : r ’

eine bei f(xg) stetige Funktion. Dann ist go f : D1 — R bei xy stetig. Insbesondere ist die &r de yeD, g |\I Colellcq = Igly) - slate] < £,

Verkniipfung von stetigen Funktionen wieder stetig.

Do P sty i, exsher en § >0, o does fur dlle x D g

lx =xles = Job - 2] <
<D,
Dacous F:)j“' fri: ale x €D

[x = nl <3 = 19 - £le)) < 7 = lgle)-gietxal <. =

Vollstadighat — Sup —1
Satz 3.63 (Zwischenwertsatz). Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige Funktion und
a,b € I. Fir jedes c € R zwischen f(a) und f(b) gibt es ein x € R zwischen a und b, so dass |V Bew: Sei OBdA a<b ud la)= L) ss celpwol, pb).
f(z) = c gilt. Wie  def X ={xeLy|Lw < cl

B gt - a€X |, da  flol sC

© Vxex: xsb, do Xce[abl
= Es eudstecdt X, < supX.
Es gt YecoIsroVxelsl: Ix-xld<d = |-l <, ()

Ao, Pla)=C. Sei 2 = c- Plxd, § uie in (1) uwd %€ [x,x+§)Ala,bl.
Doan gl wegen X = SupX: VeeX: x's X,
Dach  wvolem gt wepn (10 2 -l < c-Plx) = QW< ¢

=y €X wd xvx. ¥
Agn. P 7C. S €7 P, § vie i 1) ued (x€(%-§ %) o [a,b).
Doan gt Pl - £ < Plxd) - ¢

= P >c = xf€X.
Doch aws XezspX ldo owh FneXe x-S<x. 4

= Ple)=c.



Satz 3.69 (Umkehrsatz). Sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige, streng monotone
Funktion. Dann ist f(I) C R wieder ein Intervall und die Abbildung f : I — f(I) hat eine |y
stetige, streng monotone inverse Abbildung f~' : f(I) — I. Falls I = [a,b] fiir reelle Zahlen '
a < b, dann gilt des Weiteren, dass f(I) die Endpunkte f(a) und f(b) hat.

Vollstandighet — Sup — 2uw.sate

Vollstadighat — Sup _l

Satz 3.74 (Beschrianktheit). Seien a,b € R zwei reelle Zahlen mit a < b und sei f : [a,b] — C
eine stetige Funktion. Dann ist f beschrinkt. Das heisst, es existiert ein M € R mit | f(x)| < M |V
fiir alle x € [a,b].

Exidenz Sup

S‘}E‘HSLG" vor |
VSIIM\FP

Korollar 3.76 (Annahme des Maximums und des Minimums). Seien a,b € R zwei reelle
Zahlen mit a < b und sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f sowohl das

Mazximum als auch das Minimum an.

Satz 3.82 (Heine, gleichmissige Stetigkeit). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall fir a < b und
f i [a,b] = C eine stetige Funktion. Dann ist f gleichmdssig stetig.

Bew: £:T— £ i+ per Awohme bijektiv
Aw dem Rishonvertstz {“‘3{'1 dos  FIT) ein Intervall it

Stebigket  ten P
Sei wefl), £20, x.=2'1y). Seien  u=winlrere,b) wd y. = 2(x) M& Y-
. - -1 0
Daan gilt {ﬁr alle  yely,y:): A A ALK AR A VA ER TR S A N Yo s
Y-

Zudewm Jogt  aus x. =wexlwe=g, @) wad y. =F(x)

foo ole y €ly,ydt Wmeex =7l < 27ly) €7y

Fals  PloY<yo<$®), 6o dof. e 8 =wminly,-ve,vo-y.)

Doan gt fac alle ye £1T): 27lys)

YelyemS, yor §) = xee < #Yy) < Xv €

< y € Y-8, yor§) = AN (f"ly.)- £, -f_‘(y.\*E)
h ly-vl<8 = 19y - £l < g

Falls  yo =#la)  wihle S =y,~y, ol hier y. =y, ist).

Falls  yo = 71 wehle §°< yo-y..

Bes Sel X = {telatl] Pl it beshind] |

Da ae¢X wmd X [A,\], eustiert S, = SupX. Do s, E[O,L], iss b eine obere Schranke.

Sl‘d‘ijah'* wa P be g Vewenden Se £-0, domn  exiskerr en § 70 ot
Vxelatl: [x-s.)« § = [Pi)- £ls)) < 4
Ungebehile &-Yags 1401 - 1200 € | £te)- fls.)]

Celen ko =maxla, S=§) wed &, = mialb, s,+8) . {t,t, S-nahe = )

Do s,=supX st exishet e 1eX i+ tr5, =8 Ase it frats becche.:
IM, >0 Vx el f]: |2 2 H,.

A 1zt §o|3¥- Ta,tJull,, 4) = [ 1)

wd  Somd [a43 v b, L) vt} = To, 41,

Dowt Pl incgosat W < max { Mo, 12101+ 4, 12101

Dawt i Plegg behe  wd  § € X Ak Yl 1 €5,

Abee do & =minlb,es8) wer, fdgt b= boMs i e ke

§r alle x ek,

Bew: Se £>0. W def
X = h éfa.h]l 350V, % 6Totl: [x, =x| < § = | £lx) - Pb)| < f}
Es gl G €X wh X ¢ Job]l. Se glo Sy=supX Do J§>0, o chs
Yreladd fx-sd<§, = [|PW- Pyl < §.
Fie %% € (e~ 8, 828) n[etd g dami
[Ple)- Pl <1 Rx) = Pl £ 121N -Rxall < £+ ¢ = %e )
Seien  fo=wox(a, 5,-¥8) wd & = winlky s.018).
Do s =wpX it gb  to €X wd damit FS.,-0
¥x, xa€Ta,40dt  Ir-xal <8, = M- g0en] < €. )

Cei S € m;n(su,l\'él) und  gelen X,, X ela,t) mit lX| 'Xr| < §l

[ T- To z.]
Ty — € ZTo+ €

I lPWl < 19t + 1.

Definition 3.78 (Gleichmissige Stetigkeit). Eine reellwertige Funktion f auf einer nicht-
leeren Teilmenge D C R heisst gleichmadssig stetig, falls es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so
Y | dass fiir alle z,y € D gilt
L]

lz—yl <6 = |f(2) = fly)l <e

' Sei D C R eine Teilmenge. Wir nennen eine reellwertige Funktion f auf D Lipschitz-
°| stetig, falls ein L > 0 existiert mit | f(z)— f(y)| < Llz—y| fiir alle z,y € D.

Bow Ag. P st ‘shehiy ober aichk gm. Shehy, db.
Je-0V4>03x,y €Il |x-y 1< § 4 J)-gly2 e, Y
Se £ uie oben und S“=4; {l;( alle nel. Selen M th@'\ in [ob] (de veyen )

\eschrankt exisieren missen)

it Ite-yal € S0 = ) -Plpllz e, (2
D («a beschdold ist, edsiert eine ko Telphe (Xn) mib Gentuet x ¢lo,bl.
Vegon M- Yndeme dom e coofl  gegen X. Do 9 steky i, kaw.
dowt (P, [Plymil  beidke gegen L) Also ouished e K, so das Yo alle k=K gl
| 20d- i)l < & i |- 2ly)l < €.
Doch dwew fdgt  §w alle  Lzl:
| Pixa) = 2yl = [#lka) - 0] # |- 24l < &

<& <&




Ago. OBIA x-Sl 5 35, Donn gt Dach dlier s+ eh Wilerspach 2w (2). Dom} it P gim. stoti,

Jxa-sal Slxa-xl+lx-s] < 8 + 3 < 38, + 38 = 6,.

Dot fogr aw 1) ) -l < £,

Aﬁ« ‘\(,’Sc\] Ia-$a] = 55, As x, 0 €lo k) Gt sk L4535,

und  somit qQuen X, %z € Sa- 1s < b, Nsa gt sogor i, % elo, t]  und
wib ly-x)<$ €5, (o o 1) ebenfalk
i) =Pl < £,

Domt glt Vel td: Ix-x|<§ = RH)-fi)l < €

Aka

it

gt € X. Doh aw s = supX ?0‘34- Les, und
b=minlb,s.r78) fdgt b =L. Demt ish £ g shebis.



4, R — Definition 4.1 (Zerlegung). Eine Zerlegung (oder Unterteilung) 3 von [a, b] ist gegeben
a DAS ‘EMANN l"TE GRA" durch endlich viele Punkte

Bew: Seien 'Zf, 2‘3. %erIESmsw\ wd Lo, o enfpredesde  Uonctonywete  von ~£,9,.

a=10<11<...<Tp_1<Tp==>b

Lemma 4.7 (Linearitidt des Integrals von Treppenfunktionen). Die nichi-leere Menge Betrashte oke gemeintame. V”fe;f\m"‘j =2y,
So koM. Dan gt Wxe b, x) PWl=cu A glx)=d,. A
TF(la,b]) = {f € F(la,b]) | f ist eine Treppenfunktion} ‘ 9 ! ? ¥ ! mit n € N. Die Punkte z,...,z, € [a,b] werden die Teilungspunkte der Zerlegung genannt.
Docanr - felgh Prelue,x): fWeald=coed, A sfh) = se. Wir schreiben 3 ={a=2¢p <z < ... <z <z, = b}.
der Trep].yenfunktim?en auf dem Intervall [a, b] ist e.m U-nterraznml des Vektorraums F([a, b]) der Dovass F"‘S"' Pig, <P € TFllaL).
reellwertigen Funktionen auf [a,b]. Des Weiteren ist die Abbildung [ : TF([a,b]) — R linear. 2ud " r(*ﬁ yoe = Tlpes 2) = 3 leled o Formal gesehen ist eine Zerlegung also eine endliche Teilmenge unseres Intervalls [a, b], die a
) ” . em qi t3)o\x = 3 - G rde
Das heisst, fir alle f,g € TF([a,b]) und s € Rist f+g € TF([a,b]), sf € TF([a,b]) und es ¥ o ! Lo . und b enthilt, gemeinsam mit einer Auflistung ihrer Elemente durch eine streng monotone
ilt = N \ - s 3 5 g 3 z 5 : :
b E.C“ R Z":d 4 Funktion k € {0,...,n} + ). (Die Aufzahlung ist eindeutig durch die Teilmenge bestimmt,
/b(f +g)de = /b Fdo + /b gdz T I I, da wir die Forderung zo < z; < ... < z,, stellen). Eine Zerlegung induziert auch eine spezielle
a . a . Ja v . = Ifdk ¢ Js dx, Art von Partition, namlich
/ (sf)dz=5/ fda. Am\'ﬂ H?L Isfolx = S~J-3?AK. O
Ja Ja P(S) = {{(1}.(.’L’(],;Fl),{.l,'l}....,(.I,‘,,,l,.l,',,),{b}}.
die fortan implizit in den Diskussionen verwendet wird.
Definition 4.2 (Treppenfunktion). Eine Funktion f : [a,b] — R ist eine Treppenfunktion
Lemma 4.8 (Monotonie des Integrals von Treppenfunktionen). Sind f,g € TF([a,b]) zwei Beu Seien 7 i, v wie im obign Beesr So LW, (abgekiirzt TF), falls es eine Zerlegung 3 = {a =29 <1 < ... <1 <z, = b} gibt, so
Treppenfunktionen mit f < g. Dann gilt : asict s . . ,
reppenfunktionen, mib j < ge Dann gi Au <9 Yolgs Vi 6%, x): ¢ edy, dass es fiir jedes k € {1,...,n} eine Zahl ¢; € R gibt mit
b b !
/ fdxg/ gdz. Dosan {"‘\3“, . . !
‘ g [pde s 3 b anl « Sl | = N O v Vo € (wro1,3) : f(z) = o
o 1= (o) ¢ °
Insbesondere impliziert f € TF([a,b]) und f > 0, dass b fda > 0. . . . . . .
P ! (o, 8] ! Juf Eine Treppenfunktion soll also konstant sein auf den Intervallen in der Partition P(3). Die
Intervalle (x_1, zy) fir k € {1,...,n} heissen auch Konstanzintervalle der Treppenfunktion
f und 3 heisst eine Zerlegung in Konstanzintervalle von f. Die Zahlen ¢y, ..., ¢, nennen
wir Konstanzwerte von [ beziiglich 3.
Definition 4.4. Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion und 3 = {a =29 < ... <z, = b}
eine Zerlegung von [a, b] in Konstanzintervalle von f. Seien ¢1, ..., ¢, die Konstanzwerte von
f beziiglich 3. Dann definieren wir
n n
I(£,3) =Y exlmr —zp1) = Y cxlag,
k=1 k=1
wobel Az = (xp — xi_1) fiir die Linge des k-ten Konstanzintervalls in der Zerlegung 3 fiir
k=1,...,n steht.
Definition 4.6. Fiir eine Treppenfunktion f : [a,b] — R definieren wir das Integral der
Treppenfunktion f als
b b
[ r@ae= [ ras=10.3)
a a
wobei 3 eine Zerlegung in Konstanzintervalle von f ist.
m
Tf R-ntbar =2

il s s \‘ Definition 4.10. Sei f € F([a,b]) beschrankt. Dann definieren wir die (nicht-leere) Menge

der Untersummen durch
b
Uf) = {/ udz | u € TF([a,b]) und u < f}
und die (nicht-leere) Menge der Obersummen durch
b
o(f) = {/ odz | o € TF([a,b]) und f < 0}.

Fiir u,0 € TF([a,b]) mit u < f < o gilt nach Lemma 4.8 auch

b b
/ udr < / odz.
a a



Proposition 4.12 (Charakterisierungen der Riemann-Integrierbarkeit). Sei f € F([a,b])

beschrinkt. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i) f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Es existiert hochstens eine (oder auch genau eine) reelle Zahl I, die die Ungleichungen

b b
/udxﬁ]ﬁ/odar

fir alle u,0 € TF([a,b]) mit u < f <o erfillt.

(tii) Fir alle e > 0 existieren u,0 € TF([a,b]) mit u < f <o, so dass f:(o —u)dz <e.

Beispiel 4.17 (Eine nicht-Riemann-integrierbare Funktion). Wir betrachten wieder die soge-

nannte Dirichlet-Funktion, das heisst, die charakteristische Funktion

1 z€Q

f:]lQﬂ[O,l]:[Ovl]_){Ovl}z xH{ 0 $¢Q .

Satz 4.19 (Linearitdt des Riemann-Integrals). Die Menge
R([a,b]) = {f € F([a,b]) | f ist Riemann-integrierbar}

der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b] bildet einen Unterraum von F([a,b]) und das
Integral ist eine lineare Funktion auf R([a,b]). Das heisst, fir fi, f2, f € R([a,b]) und s € R
ist 1+ far5f € R((a,b) und

/ab(fl + fo)(z)dx = /ab fi(z)dz + /ab fo(z) dz,
/ (31 do = 5 / " He)da.

Satz 4.24 (Monotonie des Riemann-Integrals). Fir zwei Funktionen fi, fa € R([a,b]) gelten

folgende Monotonie-Eigenschaften des Riemann-Integrals:
(i) Falls fy >0 ist, so gilt f: fi(z)dx > 0.
(ii) Falls f1 < fo ist, so gilt f: fi(z)dz < f: fo(z) dz.

(tii) Die Funktion |fi| ist Riemann-integrierbar auf [a,b] und es gilt die Dreiecksungles-

/ab fi(z)dz

chung

b
< / |fu(2)| da.

/RLw ) =l@):  Se P Roibac wd ifOW) =T = I=spUld). Se £ro.
Ao euistiert ein odx € O wt  Jods <Ite
wd  en fudx e UWD mt Jud > T - g
A flo-we =L *& =Ire =1,
) =t@):  Seen T.,5, 6B wir  Judc e LI, ¢ Jod«.
Do olet o T, < fov  wod  Jueles T,
I -1,  fode - fue < €,
Moley Bt I,-1, <&
v Dosans  {elgt LT,
’ @t My gh el < T <16 < fods.
A 2 fagt T =T, et P Ridbe i
Do @ olick in R Ly, ergeben sih fir w0 € TFUaN) ot
W =P ro
‘ﬁz o um&.ufie‘ axd wd  far on &« =0.
Do figt  Jode = 4w Juk <O
Sowt ik P it R-iatbar. Dies hegt wor dllem awh dban,
dass  eck ?'0193.,43 ehee  TF oudlih Sein vour,
/@ A sti) s Ulsp)  wad  sOP) € OLsp) okt
sTI#) = s-suplt(¥) = suplsitif)) < suplUls)) ..
ot s = T)
. % inflotsp) € iafle-otp) =s-inflowg) = s-Tip).
Do # Rubor ik gt I = 112D und in obige gl glt
Fberall  gleichhot. Docawr  folgh
LhgieTley) = fs@de =5 [k
= s/ € (b)),
Seien P, P € M), u,w, 0,0, ETF(CNI) ot
WU, S P tF2 50, + G,
doon gt ULEY + Uty € U(2+ )
wd OR)+olay € Ale+4A)
(7 suplU ) + UIR)) = sepULf) * supllL:)
[dlg? Ilpva) =T1Re ).
= p+ 4 € Al =
Baa: Gi): Yeye, dues £° R-intbar sk
/ Sei € >0, Qum evisheren TF w0 mt U=f =0
v Jlo-wdde < g, Doch dam gt auch
Wep'c o' wd o-ut fo-u Y )
/Ls () ~‘o|!\ domit
[lo*- ue € flo-wae < €.
Dowik ith ' Bintbor. Danit sid ober auch £ =F - P
wd [Pl=Pt v P Rointba . soug i
Cncu o L) = Ilptoe - Tyl *11gadl I1ead
< [ [od
= [t pas
O

- Jlfldt.

O

Qe

Definition 4.11 (Riemann-Integrierbarkeit). Fiir eine beschrankte Funktion f € F([a,b])
wird I(f) = supU(f) das untere Integral von f und I(f) = inf O(f) das obere Integral
von f genannt. Die Funktion f heisst Riemann-integrierbar, oder kurz R-integrierbar,

falls I(f) = I(f). In diesem Fall wird dieser gemeinsame Wert das Riemann-Integral
b —
[ rae=10n=10)
a
genannt. Des Weiteren definieren wir
R([a,b]) = {f € F([a,b]) | f ist Riemann-integrierbar}.

Wir bezeichnen a als die untere und b als die obere Integrationsgrenze und die Funktion

als den Integrand fiir das Integral fab fdax.



Satz 4.26 (Additionseigenschaft beziiglich Intervallen). Unter Verwendung obiger Notati- R - Slizee*
on gilt, dass f € F([a,c]) genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn fi und fo Riemann- / Pueest Pie TF beweiten — divekie “Rechuny”).
integrierbar sind. In diesem Fall ist Darous f"IISeA' e 'fvT( -f,:.f,mu wd P ’ﬁl[h.t] , obass
c b c
UL = LR) + Ul$).
[ 1@a= ["pwars [ T B
¢ ‘ ’ =L { Ip = IW) « T

TP = Tie) » TR

Nun beu won die g Auege -
5 Agn Fish - intbar. Down. ot s T11=10) wat
IW = TW + Tl < TR+ T\ = TIp)
doss ), d T-inhac  Sind.
" dgn. £, $ sid Rintbec Daen gt @y ohgem
whes  ITW) =Tl = T12) + T\R) dield

Acch. Prinzp — 1) = Ie).

Sondhich fiu TF ___—Tdeslopsumme

Bew: Sei €70, nell ud x.=o*k"+° {a, kefo,..,nl.
Se P OBIA wondton  wachsead.-

Satz 4.31 (Integrierbarkeit monotoner Funktionen). Jede monotone Funktion in F([a,b]) ist ,

Riemann-integrierbar. [ wel
o) fals x =0
Seien U-(’() = Se) fn“s x € l¥.., B X,‘] ud Lefq, .. nl.
I} fds x=b
und olx) = Py Yol % €lx, x) wd Leid, . nl.

Satz 4.37 (Riemann-Integrierbarkeit von Polynomen). Die Einschrinkung einer reellen Po-

lynomfunktion auf [a,b] ist Riemann-integrierbar. Fir alle Monome x® mit d € Ny gilt Do F mundon it gilt domit  p=P =0,

lo¢
b 1 Corous ‘03
dy,. d+1 _ _d+1
/azda:—d+1(b a ) . ) oo
Jie=tige - DIl - %) - LZ;Pm-.)bf. - %) ® )L 0 e, - %)
e L=t =1 k=t
Vollstandigh ot
i _b-o b-
sup T n LZ‘(‘!‘XL)' ?(ﬂq)) = ho (-_flh) —-ﬁ[n)) /< €.
l, <l »
Begchrnkt heit —steliy D ghn oty auf I}l ggtaé,f{;,“' el
S"Eh'aer Tk O
au§ konp. Intemll 4 -f T- inthar,
I— do. # Sagac
g 3“—"(3 is*
——Sonduich  {ac TF Beu: Sei £>0. Dam exishet ein S >0, s olass fﬁr alle x,x.
lv,-%l<8 = |- Lle)l< ¢,
Satz 4.42 (Stetige Funktionen und das Riemann-Integral). Eine stetige Funktion auf einem : Se!  Z eine zef‘ejwj on b, o doss
kompakten Intervall [a,b] mit a < b ist Riemann-integrierbar. Y AY, = ";—a <$S (h Wnceichend quss Wohlen)
Selen  tun my = m;n‘.?()() ) Hh = mo\)('!()()
€DK, %] Xelx, %3
{E« L €14,...,0}. Diese exsieren, do stekge Funkbonan auf  lompalihon
Jntervallen  leschd@nbt  sind . i ?';‘ xelu, %) wd Lef4,a}
Domi def wir nun ule) = {mh far x=b.
Mk Yﬁ( xG[K\-ux\) wd Lefa n}
uad oly) = { M, far x= b.
stekslet  anvanden
Domit  gilt  w=fzo pad Mi-m, <" €.
Daraus folgt | o= L
jlo_u‘dx = "Zth'mk)bxk | E,‘ZA’(L = E(L - 0) =F E'.
O

= 49 R inFbar.

olx)

utx)

Definition 4.29. Seien a < b in R und sei Z : (o, 3) € [a,b]? = Z(a, 8) € R eine Funktion.

Wir nennen Z cine additive Intervallfunktion auf [a,b], falls
(i) Fur alle « € [a, b] gilt Z(o, o) = 0.
(ii) Fiir alle o, 8 € [a,b] gilt Z(a, B) = —Z(B, ).

(iii) Fiir alle v, 8,7 € [a,b] mit Z(a, B) + Z(B,7) = Z(a, 7).

Proposition 4.30. Seien a <b in R, f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und

T eine additive Intervallfunktion auf [a,b]. Angenommen es gilt

(8—a) inf ]f(x) <I(a, ) < (B—a) sup f(x) (4.12)

z€[a,B z€(a,B]
fir alle o < B in [a,b]. Dann ist

B
I(a,ﬁ):/ f(z)dx

fiir alle o, B € [a,b].




af lep])
stekq = R-intbar ——

Sandwich -}E:TF

- Sodwich e TF

—— sebge  Flt. "zusommanl| eben

Proposition 4.44 (Sandwich-Kriterium mit stetigen Funktionen). Eine Funktion f € F([a,b])
auf einem kompakten Intervall [a,b] mit a < b ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fir
alle € > 0 stetige Funktionen f, f_ ezistieren mit f— < f < fi und

b
/ (s — f-)de <.

Bow = Sei £>0.Mahe <P <P it

=5 Sei P R-iker,

» ou

[te'- p)de < €.
P27 sid stetlg ouf 1) und  damit

R-inHba.
Mso  exigeren TF #o wmt nsP =P <2790, s cboss
flo-#de<s  wd  [lp-uax < €.
O gt Jlo-uddx = flo- £70ob + [lt=27lohe + [lg-wdax < 36 =6
= £ R-intbar, B - B

€>0 ud wo TF mt [lo-uldr < £ NS
Vic  def mela-m X fa xelin, %t 8

Ll = 1 far xele,+8, % -8)
2 fie xelx-§, %]

m *(e - m)

{u’\r lee §4,.., "}, wobet

m = min uld

Jain. und M='m_, wix).
Domit st f. steti wd & glt
\ Yo
Jlu-;?-)o\x E i Jlu-f.)olx £ p)M-m)§.
* L= 4,
v

Mt § Llen geny 'gd\sx' I[‘*'f-)olx <g.

Ardlig fiden v 2P il 1[{. -a)v = €.

hagesomt Jogt et fa 0w PP
h

IH" “Pldx < 3 = g

o
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5. Metriscue Riume, FoLgen uno Stemicuerr

Beispiels:

Sei del, Ve wd vel btk

- Hosonsmurgen vl = ey ul Def: (lweres Produkt)
It
- Eingrorm: v, = hﬁlv.l / Fir ale yw <€ c!efj. e
. )y = 2 v

awh einorm d ) A n
Buibde e 1= 11 =3 = o =

Sei V= Cliend) ued eV
- Supremumsnonm * N0, = xS:J%l-flx“ = max [ 2]

b

- Einsnocm® PN = I\-,?lx)ldt

Ubung 5.4 (Cauchy-Ungleichung mit einem ¢). Sei e > 0. Zeigen Sie, dass alle v,w € R?
die Abschditzung

2
(v, w) | < ZIvI? + = llwl
erfillen und schliessen Sie daraus auf die Cauchy-Schwarz Ungleichung (5.1).

Proposition 5.3 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei d € N und V = C¢. Dann gilt fir alle
v,w €V die Ungleichung

v, w) | < [Ivilliw]- (5.1)

Des Weiteren gilt Gleichheit in (5.1) genau dann, wenn v, w linear abhingig sind (das heisst,

wenn ein o € C existiert mit av =w oder v.=aw).

Lemma 5.11 (Eine Norm definiert eine Metrik). Sei V ein Vektorraum dber' R und |- || eine
Norm auf V. Dann definiert

d(vl,vg) = dH.H(Ul,’UQ) = Hvl — UQH

fiir vi,ve € V eine Metrik d auf V, die man auch die von der Norm || - || induzierte Metrik

auf V' nennt.

Gdsg'e]e‘
(i) (Diskrete Metriken) Sei X eine Menge und dgiskret : X X X — R>q definiert durch

1 falls x1 # o
0 falls Tl = T2

ddiskret (3717 «TQ) = {

fiir x1,x9 € X. Dann ist (X, dgiskret) €in metrischer Raum.

(1) (Manhattanmetrik) Wir setzen X = [0,1]? und
dny ((21,91), (22, 92)) = |21 — @2 + 11 — ol

fiir (z1,31), (x2,y2) € [0,1]2.

o=

o

<)

4
Bar Seien vueR . Do gilt Ja alle L §4..,d}
O < lvu r \"\)1
1 a

'lV-.U-. sVt w, .

Sumwert  roan Oh'ges mf erhallen Wit

v, Wy < vl + w)?
owy  €sllviPe S,
Eiselzea wo ¥ duch ev und v cluen D, gk
(sv,*%u)%?sf*ﬁ,u) < 3levl’ +I?\|;‘M|I1
= Juul ¢ Enur eampge, @

Fall v=0 ade w:O, s 3\'” (v, W) O ud (5.1) {ql?lv

o (Jwi
g~ -

Ml wd (50 fgb. O

und  sefee

Daon fo\*ﬂ' auws ) |(v, Wl

Sei QlSO W 70

(LN

Bes Seien  wyuel Do gl
1) ollv,u) =0 & |ly-wll 0 P Yy-uw=0 & y=y,
) dlva) = J-lv-ull = Bu-vil = dlw,y),
@) dluw) =l -v +v <l shuull# lvowll =dluy) « dlyw). O

Definition 5.1 (Normen). Sei V ein Vektorraum iiber K = R (oder K = C). Eine Norm auf
V ist eine Abbildung || - || : v € V = |jv|| € Rxo, die folgende drei Eigenschaften erfiillt.

o (Definitheit) Fiir alle v € V gilt |jv]| =0 < v =0.
o (Homogenitét) Fiir alle v € V und alle a € K gilt ||av|| = |a]||v].
e (Dreiecksungleichung) Fiir alle vi,ve € V' gilt ||vg + va|| < |Jv1|| + |lv2]|-
Definition 5.10 (Metrik). Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X gemeinsam mit

einer Abbildung d : X x X — Ry, die die Metrik auf X genannt wird und die folgenden

drei Eigenschaften erfiillt:
o (Definitheit) Fiir alle 21,29 € X gilt d(z1,22) =0 <= 1 = z2.
e (Symmetrie) Fiir alle 1,9 € X gilt d(x1,x2) = d(z2,21).

o (Dreiecksungleichung) Fiir alle 1, x9, 23 € X gilt d(z1,z3) < d(x1, z2) + d(z2, x3).



(111) (Metrik der franzésischen Eisenbahn) Wir setzen X = C und definieren die SNCF-Metrik
dsner auf X durch

|z1 — 22| falls z1, zo linear abhdingig tber R sind
dsncr(z1, 22) = _ PR .
|z1] + |22|  falls 21,z linear unabhingig iber R sind

fiir alle 21,z € C. Der Grund fir den Namen dieser Metrik (siehe Ubung 5.18) ist, dass
eine Bahnreise von einer franzosischen Stadt bei zy zu einer anderen bei zo meist tber
den Ursprung z = 0 (auch Paris genannt) fihrt, ausser wenn z1 und zy auf derselben

— wvon Paris ausgehenden geraden Strecke liegen. Gewissermassen besteht C in dieser

lodec auch Sehlaueh)
Bep: Ofener -Ball um e CUR) bag, Il-lig

4+

Metrik also aus unendlich vielen Halbgeraden, die sich nur im Ursprung treffen.

Wichtige Ubung 5.14 (Umgekehrte Dreiecksungleichung). Sei (X,d) ein metrischer Raum.
Zeigen Sie, dass fir alle x1,z2,y € X gilt

[d(z1,y) — d(z2,y)| < d(z1, 22).

o m

]
b

Bey “Skitee:
Lemma 5.22. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Jede konvergente Folge in X besitzt einen

RBev dwch Wdepuch. Agn A, #4,.Setze ¢ = 3dlA, k) ~0.
eindeutigen Grenzwert.

Wende Def. wn lowegerr an wel ehalte Widerspruch.

Lemma 5.24 (Beschrinktheit). Jede konvergente Folge in einem normierten Vektorraum
(Vo - ) ist beschrankt.

Bow (0)=>(b): Aqn. lim e =A . Sel ¢>0, domn existiet cin U €IN, =d.
VizK: dlaa,, A) < ¢
Sei NEW boliehiy wul sotze k= mox(lt,n),
(i) Fir q=1ist ¢" =1 fiir alle n € N und limp_y00 ¢" = 1. Doan gt n=nuzkzN ud dlo., A) <€.

Beispiel 5.34 (Geometrische Folgen). Sei ¢ € C. Die Folge n € N — ¢" € R bezeichnen wir
als geometrische Folge zum Skalierungsfaktor q. Wir untersuchen nun diese geometrische
Folge auf Konvergenz.

)

(it) Fir g = —1 wissen wir bereits, dass die Folge n € N — (=1)" divergiert (also keinen Ai¢ ot e M von (o),
Grenzwert hat).

(B)=06)* Sei A HP won lawlo. Wir lonshruieron per Relugon €ve posecde Teiolge.
4. Schettt: Sei £,=4 und N=1. Do edshed ein nz1 mit dlas, A)<4.

(i1) Allgemeiner gilt, dass fir ¢ € C mit |g| = 1 und g # 1 die Folge (¢"™)n divergiert.

(w) Fir |q| > 1 ist (¢")n unbeschrankt und daher divergent.

(v) Fir q € C mit |q| <1 gilt limy, 00 ¢" = 0.

4
Sei & =7 wnd N =0 +1. Do exisherdt ein N, >0u  mit
4
den",,A) < Tuvq -
Doraws gt é;mwan.=A, dom i >0 Fnam ¢ e en el i V<e
wd  aw  der  Uoastrultion -F:lalr -Pﬁ( ale k=K, doss
dlon, A<t e <e. O

Lemma 5.39 (Konvergenz von Teilfolgen). Sei (an)n eine konvergente Folge in einem metri-
schen Raum (X, d). Jede Teilfolge (an, )k von (an)n konvergiert und hat denselben Grenzwert

limy, o0 QAp, = limy, o0 G -

Proposition 5.44. Seid € N, sei (v,), eine Folge in C¢, und sei v € C%. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

B Es gelien allg. folgente Uyglsichungen:
/ vl = llvll, =d-livie

dicekte Redvnng
(i) Die Folge (vy,)n konvergiert gegen v beziglich der Norm || - || oo - vl g = Nvlly < {3 vl

(ii) Die Folge (vy)n konvergiert gegen v beziiglich der Norm || - ||;. D sion diese 3 Nomen mw durch  eine Konstante ol "Uﬂiefsz\\e.'o!en",
(i11) Die Folge (vy,)n konvergiert gegen v beziiglich der Norm || - ||2. '\-"\3" dos dielt Aquinlerz dor eslen 3 Ausagen.

ne b ({7 7 i T I fon. O
(i) Fir alle j =1,...,d konvergiert die Folge der Komponenten (mj(vy))n gegen mj(v). Fie @0 bentee ) ued betwhe jnmer das Maxime Uher el &n

Inbesondere gilt diese Aquivalenz auch fiir eine Folge in R®.

4
2. Swet: Sei 5-.'-'% und N,=n,~4, Diaan  existiet en N2 20, il o\(a,,,A)< z-
S.SehaH:  Agn wit hiben schon My, M, o, Ne it dlam, 4) < 2 Ju €40

Definition 5.16 (Offene Bélle). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir ein » > 0 und einen

: \ Punkt z¢p € X nennt man

v den offenen Ball mit Radius r um zg. Wir sagen, dass eine Teilmenge O C X offen ist, falls

By(zo) ={z € X | d(z,z0) < r}

es zu jedem zp € O ein r > 0 mit By(zo) C O gibt.

Definition 5.21 (Konvergenz). Sei (X,d) ein metrischer Raum und (ay), eine Folge in X.
Wir sagen, dass (an), gegen einen Punkt A € X konvergiert oder strebt, falls es fiir jedes
e > 0ein N € N gibt, so dass d(an,A) < ¢ fir alle n > N. In diesem Fall nennen wir den
Punkt A einen Grenzwert der Folge. Weiter ist eine Folge in X konvergent, falls sie einen

Grenzwert besitzt, und divergent, falls sie keinen Grenzwert besitzt.

fovergens  in \Xyd) <> FAeX: Ye>0INEWVnzN:  dla. A} < €.

Definition 5.38 (Teilfolge). Wenn (ay,), eine Folge in einer Menge X ist und (ng)g : k €
N — ny € N eine streng monoton wachsende Folge ist, dann wird (a,, ) eine Teilfolge von

(an)n genannt.

Proposition 5.42 (Hiufungspunkte einer Folge). Sei (a,), eine Folge in einem metrischen
Raum (X,d). Ein Punkt A € X heisst Hiufungspunkt von (a,)n, falls die folgenden dqui-
valenten Bedingungen erfillt sind.

(a) Es gibt eine Teilfolge (an, )k, so dass limy_so ap, = A.
(b) Fiir allee >0 und N € N gibt es ein n > N mit d(an, A) < €.

AeX g e = Ve>oVNem3dnzn: dlo,, A) < <.



Proposition 5.50 (Charakterisierungen der Stetigkeit). Seien X,Y zwei metrische Réiume

und f: X — Y eine Funktion. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(i) Die Funktion f ist stetig.

(i1) Fiir jedes x € X st f bei x e-d-stetig.
(iii) Fiir jedes x € X ist f bei x folgenstetig. Uebilg) (riht kit 1)
——

(iv) Fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung U C 'Y wvon f(x) ist f~Y(U) eine Umgebung

von x.

Proposition 5.53 (Stetige Funktionen). Seien X,Y,Z metrische Riume.
(i) Falls f: X =Y und g:Y — Z stetig sind, dann ist auch go f : X — Z stetig.

(ii) Eine Funktion f : X — C% ist genau dann stetig, wenn die Komponenten
fi=mjof: X —>C

fir 5 =1,...,d stetig sind, wobeiﬂj:(zl,...,zd)te(Cd»—)zj €C firje{l,...,d} die

Projektion auf die j-te Koordinate bezeichnet.
(iii) Die Addition + : C* — C ist stetig.
(iv) Die Multiplikation - : C* — C ist stetig.

(v) Die Kehrwertfunktion ( )~':z € C* s 271 € C ist stetig.

Bow (6)2li) Agn £ it be' x. £-5-Steky. S (), Folge in X

ot Jmxn=x, und £>0. Down eidiet 6n -0, sd.

Bas Kbor
Uankeoposon

lii)= ()

)=k

)= (£):

fatuitiv Mecken?

Eqa wie man auf
dec x-Ackce 3egen X.
g6h¥, nGhert mow sich

immer demselben Grenewed.

o=

FreXr xeBsle) = Plx) e B (flw) (1)
Do b gan %o low. exigiet en NEN, s

Pau Ni X, € Bslnd = £lxd © Bl e,
Do € boliebig wor by b Plxa) =),

Pgo d ish bei %o micht  £-5-Stetiy Dom exshert an 220, 5.
V5-0 IxeBslx): P € Bolpe.
Wehle  am fu_\( jeJes aélN mt S=1 & X, €B%.l‘<a)/

Jdorn  low.  (x.)n gEyen Ko und YG: alle nelN 5,‘"- £0x.) /B:H(“J).

Dawt how  [Anl), nicht gagn Plw) wod P it icht [elgmedeti,
My £ stety, xeX uad UsY ere Ungebung won £(3), o
Belyta) €U
Da o sichg ist, exishet on $>0 mit
2Bs(x) ¢ B, (L) U,
= £ P
Alss st #71U) ghe Umgobimg von X.

35 >0:

Ap P efah @) wd sei x6X.Sel £ 20, dan it Bp(2)) ola
Umgelwn ven P aw Gy folzt asrit Jacs -.f"lB;lﬂx)i)

Sre lugebug v ¥ ish,  dh. e exshed & § *Q mi
Blx) ¢ 7B (200)
= By ¢ B (£,
m]

Ales ik &

{ S s - s+9+l‘? .

Definition 5.48 (Stetigkeit bei einem Punkt). Seien (X,dx), (Y, dy) zwei metrische Rdume
und sei f: X — Y eine Funktion. Wir sagen, dass f bei o € X e-0-stetig ist, falls fiir alle
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle z € Bs(xg) auch f(z) € B:(f(zo)) gilt.

Wir sagen, dass f bei zg € X folgenstetig ist, falls fiir jede konvergente Folge (z,)n, in X
mit Grenzwert lim,,_,~ =, = x¢ die Folge (f(zy,))n konvergiert und Grenzwert lim,, oo f(zy) =

f(zo) hat.

Definition 2.44 (Umgebungen eines Punktes). Sei z € R. Ein Menge, die ein offenes Intervall

enthélt, in dem z liegt, wird auch eine Umgebung von z genannt. Fiir ein § > 0 wird das

offene Intervall (x — d, 2 + ¢) die -Umgebung von x genannt.

Definition 5.25 (Umgebungen). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Umgebung von z( €
°| X ist eine Teilmenge U C X, die eine e-Umgebung von zq fiir ein € > 0 enthélt.

Definition 5.52. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rdume und f : X — Y eine
Funktion. Dann heisst f gleichméssig stetig, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass
fir alle z1, 22 € X mit dx(z1,22) < § auch dy (f(z1), f(z2)) < € gilt. Des Weiteren heisst f
Lipschitz-stetig, falls es eine sogenannte Lipschitz-Konstante L > 0 gibt mit

dy (f(z1), f(22)) < Ldx (21, 72)

fir alle x1, 29 € X.

Lipschi’rz-si'cii:) = Qim. sletip = stehs.

Bﬁ" @) Se (x“\,\ 'F°\3e n X mb Gientwert Xe, Aonr beay.  die Fa\&e \flx-““ in Y Jegen T?b‘-.], da -! Sl»eka ish-

Doch  dew @ S;-GHJ

i, low die Toge (gREMn in Z ggem GLLIK). Dt 1+ goP aud sioliy.

W) Bemedket Die pro-&eﬂim 1r,-=cf:°'—~c s uegen Jot-w)l = Nl wllge Lipsehibe - stetiy (bggh Nl mit L =1).
Dot fogt aus @), obus 508 fac jedes jel4-d) siekg ish, Wan f sieliy it
St umgobeht 50 f fo jedoy gein, d) ey wd o bew in X mi Gewvuet X

boav.  (n3020wm,  $o alle jeih 03 gagm ;1 200). Doeh qus Lmﬂlwa‘w onw. fv\af Voew.

Dom

des

Vbhes  (F0eN  gegen 18, Domtt i £ shely,

Gi): Seien  (vw), v, ') € CT. Dom it

Damst st

W) Seien (v, lo,ue) € €1 it

l(‘/‘") - aw)] = -yl s fe-w) = 2 “ (v,w) = 0" h.

+  Lipschite - siefig.

@)
Bl wy = vl < 1. Beliochie

geomohsch e owgoleivie
wbelegon | A lgl)

ol L W) A
(v): Seien V,Vn‘:ﬂk wt e =D|vl>—‘{— = m<m
Betracht e 1%-51= 1951 < |1.|\lv.- vl <ped = ¢
Jval ElVoli
Sei also fa €20 \:eln‘eb;f, $ """\inkT,T),
Domt fvlsi' Stehigleit von Sal O

Jow - vl € [w=vul + Jrou- Vowel = Wl lv=tl * fval Ju- wol .
Rudem gl Ml < lu= il 2l = 4+ lul.
Sei €20 ol Tluw)- lyud < §. o
Do P lw- vl € Lmu.n.ﬁ:”ff . ‘v.l'm < M) § + Tl 8= (43 hale W) § = £,
Setze als  § = min("m,lfm\. Doatt st + stelig.



6. GReNZWERTE REELER FOLGEN UND FunuTiONEN

B VY P P - Lo L
Proposition 6.1 (Grenzwerte und Ungleichungen). Seien (apn)n, (by)n reelle Folgen mit Grenz- Bow (i) Sei ¢ 1 70 Dow exifiot en N6l mt

werten a = limy,_o0 @p, b = limy, o0 by . loa-al < € G-€E < R, <O +¢
Vez y: =
[ba-bi< ¢ b-g < b.<b+e
(i) Falls an, < by, fir alle n € N, dann gilt auch a <b. . 5
Dosars §o|¢5+ wit a+¢g = a: = b-¢ , doss QGa < o—; <bn.
(i) Falls a < b, dann existiert ein N € N, so dass a, < by, fir allen > N. ) 0O
t): FDI@' Sireld  aws l22).
Lemma 6.2 (Sandwich). Es seien (an)n, (bn)n, (cn)n drei reelle Folgen, so dass an, < b, < ¢,
fiir alle n € N gilt. Angenommen (ay)n und (¢p)n sind konvergent und A = limy,_o0 anp = |V
limy, 00 €. Dann ist auch die Folge (by)n konvergent und A = limy, o0 by,
Definition 6.8 (Limes superior). Fiir eine beschrinkte reelle Folge (ay), ist der Limes
) ) superior definiert durch
Satz 6.5 (Konvergenz von monotonen Folgen). Eine monotone reelle Folge (ay), konvergiert
genau dann, wenn sie beschrinkt ist. Falls die Folge (ay)n monoton wachsend ist, gilt /h Sei ledn OBdA mowhon wedianc) wnd O-= S“Pic"‘\“ <}, T G = limsup = Ji (sup (lk) ~inf (sup ak)-
Doan  exiskict f:, Jedes €70 e Nefl mit n—oo n—o0 n—=00 \k>n neN\g>p
nli_l)lolo an = sup{a, | n € N}. : 0> 0~ & ;’E_n_‘z; < b Definition 6.9 (Limes inferior). Fiir eine beschrinkte, reelle Folge (ay,)y ist der Limes in-
_ (002 0, ferior definiert durch
Falls die Folge (ay)n monoton fallend ist, gilt Fac alle noN folgh  mit- Kowhnic rwn
‘=i° O . . . . .
O-R= O-0y = E = la-al<e. lim a, = liminfa, = lim (mf ak> = sup(mf ak>.
lim a, =inf {a, | n € N}. n—00 1200 700 \k2n neN \k2n
n—oo
Satz 6.11 (Eigenschaften des Limes superior). Fir eine reelle, beschrinkte Folge (ay,)y, erfillt
der Limes superior imsup,,_,, a, die folgenden Eigenschaften: Sei 0-=limsup Q. .
o [Fir alle e > 0 gibt es nur endlich viele Folgenglieder a, mit a, > limsup,_,o @n + €. < Ye>0 INVnzN: o, <0 + €.
o Fiir alle ¢ > 0 gibt es unendlich viele Folgenglieder a, mit a, > limsup,,_,. an —&. <> Ye>0 YN3InzpN:  Ga >0 - £.
Korollar 6.14 (Charakterisierung der Konvergenz). Fir eine reelle, beschrinkte Folge (ap)n
gilt iminf,, , a, = limsup,,_, an genau dann wenn (an), konvergent ist. Definition 6.19 (Uneigentliche Grenzwerte). Eine reelle Folge (a,),, divergiert gegen oo,
Bou: Agn. (an. ) oo gegen a. Se s:xmg,g Gn und  £70 Duen exirhiet wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass a, > ! gilt fiir alle n > N. In diesem
Satz 6.15 (Konvergenz von Teilfolgen). Fir jede konvergente Teilfolge (ay, )y einer beschrink- g N, o dowr  ir alle n2 N 31;—, < S+e Fre ko Fall schreiben wir lim,_,+ a, = co. Genauso sagen wir, dass (a,), gegen —oo divergiert,
) I3 h n .
ten, reellen Folge (an)n gilt falls fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass a, < —e~ ! fiir alle n > N. In letzterem
(@l gt dom m2LkzN wed bt ek Goo< Ste. " o s : llon oo i i
Fall schreiben wir lim,, .~ @, = —00. In beiden Féllen spricht man auch von uneigentlicher
klfg‘o any, € U‘,{E,&f an,hﬂs;l}p n]. Dcans HE* S o ﬂ,‘_‘f‘f"‘- £Sité Konvergenz und uneigentlichen Grenzwerten.

wdd ot e =S.
Anu\og Fg* =T,
Die Exsiony  ene Tellldie , die gegen S shebt it Fquuolent ur

Des Weiteren existiert eine konvergente Teilfolge (ay, )i mit limg_,o ap, = Umsup,,_, . an und

eine konvergente Teilfolge (am, )i mit imy_so0 G, = liminf, o ap.

: Definition 6.22 (Cauchy-Folge). Eine Folge (a;,), in einem metrischen Raum (X, d) ist eine
MAsage s it e HP won lan) L : ,
Cauchy-Folge, falls es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass

S alo  £+0. Dom exished en N, €M, s obs

v
Vo2 Ne: @n< S+ &, ° d(am,an) < e
Sei  nwa Nel belebis wd W = mox (N, No). Dawe  evshet
fiir alle m,n > N.
en 02N 2N it *n> S-¢g.

Domit hobon w¢ [ bolobe €> O wd Nell ein nxN

galidon it ls-a.d < £ [qoax ois Def von HP) D



Satz 6.26 (Cauchy-Kriterium fiir Folgen). Eine reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn

sie eine Cauchy-Folge ist.

Lemma 6.39 (Grenzwerte und Stetigkeit). Sei D C R eine Teilmenge, xo € D ein Haufungs-

punkt von D und f eine reellwertige Funktion auf D. Dann ist f genau dann stetig bei xg,

wenn limg_4, f(x) = f(zo).

Lemma 6.40 (Grenzwerte mittels Folgen). Sei D C R eine Teilmenge, f : D — R eine
Funktion und xy € D ein Haufungspunkt von D. Dann gilt A = limg_z, f(x) genau dann,

wenn fir jede Folge (an)n tn D\ {zo} mit limy, o0 a, = o auch lim, oo f(a,) = A gilt.

Proposition 6.41 (Grenzwerte und Verkniipfung mit stetigen Funktionen). Seien D, E C R,
xo ein Haufungspunkt von D, f : D — E eine Funktion, yo = limy_ys, f(z) € E, und
g: E — R eine bei yo stetige Funktion. Dann gilt limg_5, g(f(2)) = g(yo).
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Cauchy

Wir werden jetzt Grenzwerte von Folgen und insbesondere Satz 6.5 anwenden, um die
Exponentialfunktion zu definieren und einige ihrer Eigenschaften zu beweisen?. Die Expo-

nentialfunktion exp : R — R+ ist definiert durch

exp(x) m (1 + %)n >0 (6.3)

=l
n—oo

fir alle z € R. Des Weiteren ist die Eulersche Zahl definiert als

n—oo

e=-exp(l) = lim (1 + l) € [2,3].
n

Sei D C R eine Teilmenge und z € R ein Haufungspunkt von D. Wir erinnern daran, dass

Letzteres genau dann der Fall ist, wenn
DnN(zo—6,z0+06)\ {zo} #0 (6.7)

fiir alle § > 0, oder dquivalent, wenn es eine Folge in D \ {z(} gibt, die gegen x( strebt.
Fiir eine Funktion f : D — Rist A = lim,_,,, f(z) der Grenzwert von f(z) fiir z — x,

oder auch der Grenzwert bei x(, falls

Ve>036>0Vex e DN (xg—0,z0+0)\ {zo}:|f(z) — Al <e.

Angenommen D C R ist eine Teilmenge und x¢ € R hat die Eigenschaft DN (zg, z9+0d) # 0
fiir alle 6 > 0. Intuitiv hat der Punkt z( also die Eigenschaft, dass ihm D von rechts beliebig
nahe kommt, was also eine stidrkere Forderung ist als (6.7). Einen solchen Punkt zy wollen
wir einen rechtsseitigen Haufungspunkt von D nennen. Fiir eine Funktion f: D — R ist
A = limg g4, f(x) (alternativ limx%wg f(z) oder auch limy_sz, 4>z, f(2)) der rechtsseitige

Grenzwert von f(z) bei g, falls

Ve>030>0Ve e DN (zg,z0+9) : |f(z) — Al <e.
Falls 2o die Eigenschaft D N (zg — 6, xg) # (0 fiir alle § > 0 hat (zo ist ein linksseitiger Hau-

fungspunkt), kénnen wir ebenso den linksseitigen Grenzwert lim, »,, f(z) (alternativ
hmxaxg f(x) oder auch limy_,z,, z<az, f(x)) definieren.

Falls zg ein links- und rechtsseitiger Haufungspunkt ist, dann existiert der Grenzwert
lim, 4, f(z) genau dann, wenn die links- und rechtseitigen Grenzwerte von f(z) bei x¢ exi-

stiert und limg s, f(2) = limg~ o, f(2) erfiillt ist.



Satz 6.47 (Riemann-Integral iiber Riemann-Summen). Sei f eine Riemann-integrierbare
reellwertige Funktion auf [a,b]. Dann ist f:f(m) dz der Grenzwert der Riemann-Summen
R(f,3,z), wenn die Maschenweite |3| der Zerlegung gegen Null geht. Formal geschrieben gilt

also
b
Ve>0,30>0V3Va: |3 <o = ‘R(f,3,z)—/ f(x)d:c‘ <e,
a

wobei 3 iber die Zerlegungen von [a,b] lduft und z iber die erlaubten Wahlen von Zwischen-
punkten der Zerlegung 3 (wie in Definition 6.46) liuft.
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Definition 6.46 (Riemann-Summen). Fiir eine Zerlegung 3 = {a =29 < 21 < ... < z, = b}
von [a, b] definieren wir die Maschenweite der Zerlegung 3 als |3| = maxg=1, n(Tp—2k_1).

Weiters bezeichnen wir z = (z1,...,2,) € [a,b]" als eine erlaubte Wahl von Zwischen-

o<

punkten der Zerlegung 3, falls z, € [xi_1,xi] fiir k € {1,...,n}. Fiir eine reellwertige Funk-
tion f auf [a,b], eine Zerlegung 3 von [a,b] und eine erlaubte Wahl von Zwischenpunkten z

definieren wir die Riemann-Summe durch

R(f,3,2) = Y f(ak)(@r — zx).

k=1

Sei D C R eine Teilmenge und zy € R ein Haufungspunkt (also mit Us(z¢) N D # 0 fiir
alle § > 0). Seien f,g: D — R Funktionen. Wir schreiben

f(z) =0(g(x)) fir x — x,

falls ein 6 > 0 und eine Konstante M > 0 existieren, so dass |f(z)] < M]g(z)| fir alle
T € DﬂUg(xo). In anderen Worten, f ist ,,Gross-O“ von g fiir x — x, falls in einer punktier-
ten Umgebung von zy die Funktion f durch eine Konstante mal |g| beschriankt werden kann.
Obwohl dies fiir obige Defintion nicht notwendig ist, werden wir eigentlich immer vorrausset-
zen, dass g(z) # 0 fiir alle z € D oder zumindest fiir alle z € Us, (o) fiir ein dp > 0. In diesem
Fall ist f genau dann Gross-O von g, wenn 5 in einer /-Umgebung von zp beschrinkt ist.
Nochmals in anderen Worten ist f = O(g) gleichbedeutend damit, dass f nicht viel grosser

als g ist wenn x in der Ndhe von zg liegt. Zum Beispiel gilt

o 55 =0(1) fiir x — oo,

o fiir jedes zp € R gilt 2 = O(x) fiir # — z0, und insbesondere auch

o 22 = O(z) fiir x — 0, aber

e 22 ist nicht gleich O(z) fiir x — oo da % = z in keiner Umgebung von oo beschrénkt

ist.
Wenn f nicht nur durch g beschrankt ist, sondern asymptotisch gegeniiber g vernachlés-
sigbar ist, dann sagen wir, dass f ,,Klein-o* von g ist fiir £ — x9. Genauer formuliert: Wir

schreiben
f(z) = o(g()) fiir  — o,

falls fiir jedes € > 0 ein & > 0 existiert mit |f(z)| < e|g(z)| fiir alle z € D N Us(zo). Wie zuvor
wollen wir meist g(z) # 0 auf D annehmen. In diesem Fall gilt f(z) = o(g(z)) fir 2 — xo
genau dann, wenn
lim M =0.
r—x0 g(x)
Man beachte, dass, falls die eigentlichen Grenzwerte limy_,4, f(2) und lim,_,,, g(x) existieren
und nicht Null sind, sicherlich f(z) = O(g(z)) fiir z — z¢ erfiillt ist, aber die stéirkere Aussage
f(z) = o(g(x)) fiir £ — xz¢ falsch ist. Beide Notationen sind also vor allem dann interessant,

wenn die Grenzwerte entweder null oder unendlich sind. Zum Beispiel gilt

o z = o(z?) fiir £ — oo (aber nicht umgekehrt) und

o 22 = o(x) fiir z — 0 (aber nicht umgekehrt).



7 ReEHEN, FunwTIONENFOLGEN UND PoTeEN2REHEN

Definition 7.1 (Reihen). Sei (a)y eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Wir wollen die
(unendliche) Reihe > 77, a; betrachten, wobei ay fiir k € N das k-te Glied oder der k-

te Summand der Reihe genannt wird. Fiir n € N ist die n-te Partialsumme der Reihe

Reot Nach Awohme low. s,. Do folgt Y pey aj durch s, = Y7 ax gegeben. Wir nennen die Reihe Y77 a; konvergent, falls der

Proposition 7.2 (Nullfolgen). Falls die Reihe Y po, ap konvergiert, dann ist die Folge (ay,)n,

: o el=c-C = O Grenzwert
eine Nullfolge, das heisst limy,_,o0 an, = 0. Jinon = linlss -5 = §-S =0,

o0 n

E ap = lim E ap = lim s,
n—oo n—oo

k=1 k=1

Beispiel 7.3 (Geometrische Reihe). Dic geometrische Reihe Y% q" zu ¢ € R (oder C) in C existiert, wobei wir diesen dann als Wert der Reihe bezeichnen. Ansonsten nennen wir

konvergiert genau dann, wenn |q| < 1 ist. In diesem Fall ist die Reihe divergent.

ngk
)
=
Il
—
| |~
i)
o =3

In der Tat impliziert Konvergenz der Reihe mittels Proposition 7.2, dass |q| < 1. Umgekehrt gilt
fiir|q| < 1 auf Grund der geometrischen Summenformel in Proposition 3.8 und der Konvergenz
der geometrischen Folge in Beispiel 5.34, dass

1_qn+1 1
S
l—q l-q

o

fiir n — oo.

Beispiel 7.4 (Harmonische Reihe). Die Umkehrung von Proposition 7.2 gilt nicht. Beispiels-

o=

weise ist die harmonische Reihe Y [, % divergent.
Wir beweisen die Dwergenz mit einer konkreten Abschitzung. Sei n = 2¢, dann erfillt die

Partialsumme der harmonischen Reihe fiir n die Abschdtzung

i1—1+1+1+1+3+1+1+1+1+ +;+ +l

—k 2 '3 4 5 6 7 8 9 20-141 20

>1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +l+ +i 1+£

2 4 4 8 8 8 8 16 2t ot — Ty
N———’

1 1 —1
= =2 2

Da ¢ € N beliebig war, erkennen wir, dass die Partialsummen nicht beschrankt sind, und daher

ist die harmonische Reihe divergent.

Lemma 7.6 (Linearitit). Seien >3- ak, »_peq bk konvergente Reihen und o € C. Dann sind
die Reihen > 72 | (ag + by), > ope (aay) konvergent und es gilt

(o]

Zakerk Zak+2bk, Zaak —aZak
k=1

k=1

Lemma 7.8 (Indexverschiebung fiir Reihen). Sei > p- | aj eine Reihe. Fiir jedes N € N ist die
Rethe Y32y ax, = Z?il agsn—1 genau dann konvergent, wenn die Reihe Y po 4 aj, konvergent
ist. In diesem Fall gilt

oo N-1 oo
Sn-Y wt > o
k=1 k=1 k=N
Insbesondere zeigt Lemma 7.8, dass das Konvergenzverhalten einer Reihe sich nicht dndert,
wenn endlich viele Glieder der Reihe weggelassen, hinzugefiigt oder geéndert werden. Wir Yl

werden diese zentrale Eigenschaft oft und deswegen mitunter auch implizit verwenden.

g . . . K
Lemma 7.9 (Zusammenfassen von benachbarten Gliedern). Sei > 0, an eine konvergente S A

_ (a1 4 )+ (@1 + o)+t (e 1+t an) =D ag
Reihe und (ny)y eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Definiere A1 = k=1 n=1

a1+ +ap, und Ay = an, 41+ -+ ap, firk>2. Dann gilt

oo 0o
S 4=
k=1 n=1



Proposition 7.11 (Monotone Partialsummen). Fir eine Rethe Y 5, ap mit nicht-negativen
Gliedern ay, > 0 fir alle k € N bilden die Partialsummen s, = Y p_, a; eine monoton
wachsende Folge. Falls diese Folge der Partialsummen beschrinkt ist, dann konvergiert die
Reihe Y32 ai. Ansonsten gilt

o

Zak = lim s, = oc.
n—0o0

k=1

Korollar 7.12 (Vergleichssatz). Seien > 5o ag, Y peq bi zwei Reihen mit der Eigenschaft
0 < ap < by fir alle k € N. Dann gilt Y oo ap < Y ooy by und insbesondere gelten die

Implikationen
o0 o0
Zbk konvergent — Zak konvergent
k=1 k=1

oo oo
Zak divergent —> Zbk divergent .
k=1 k=1

Diese beiden Implikationen treffen auch dann zu, wenn 0 < a,, < by, nur fir alle hinreichend

grossenn € N gilt.

Proposition 7.16 (Verdichtung). Eine Reihe Y. ai mit nicht-negativen, monoton abneh-
menden Gliedern ay > ag > ... > 0 ist genau dann konvergent, wenn ZZil 2ka2k konvergent

18t. verdichtote Summe

W

Vecallgemeinerung,  oler
RBeuveistechnlk
der hocmonisehen Rehe
(?usﬂmwu!v\fassen in Blacke
Ler Polemen)

Tatsdchlich gilt ap =

gegeben ist.

rﬁr Dive genz

Wa

1

P

k=2

1

k(k-1)=Z

k2 = k(k—1) —

n

k=2

Be_u' Ala dec  Mongtonie ergen  sich f-lse«]e Qecbachiwnyen:

Beispiel 7.14 (Reihe der Kehrwerte der Quadratzahlen). Die Reihe Y po 4 % ist konvergent.
bi fir k > 2 und die Reihe 220:1 b ist konvergent, da

deren n-te Partialsumme unter Auflosen einer Teleskopsumme (siehe Abschnitt 8.1.1) durch
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Satz 7.21 (Riemannscher Umordnungssatz). Sei > oo an cine bedingt konvergente Reihe 0 S
mit reellen Gliedern. Dann gibt es zu jedem A € R eine bijektive Funktion (eine Umordnung) v t t
e , : o , A 7 v e | Sl o
¢ :N =N, so dass die Reihe Y ;2 | Ay (n) bedingt konvergiert und > Ap(n) = A ist. Weiters U |ty ol Bok v e
gibt es eine Umordnung der Reihe, die divergiert. ] e )
» L i
Qo1 pkboniett, do ow=oo,
3)  Shile 4.2 bis i 00 Wedethden,
Intudiv Meken §
Proposition 7.25 (Leibniz-Kriterium). Gegeben sei eine monoton fallende Folge (ap)n posi-
tiwer Zahlen, die gegen Null konvergiert. Dann konvergiert die zugehdrige alternierende Reihe /& Bemerle 'Fﬂ'r die Rudilsumves, oloss
00 1)k+1 ;
S L (~1)+lay und es gilt, dass l6, &, 55, ) =[Sy 0)0 mowon follend
l 00
und (S2, Se; Sepo) = (Sqm) monokin  vodhsend
Z(*l)kﬂak *Z(*l)kﬂak < gt (7.1) N e S
k=1 k=1 ish. Zudem gilk S, L4 = Syt Og 29, 7S,
fiir alle ¢ € N. Weiters ist wnd  onaley S2a T Stoq T B9y = Sp =S,

2n—1

2n 00 .
Z(_l)kJrlak < Z(_l)k+1ak < Z (—1)k+1ak
k=1 k=1 k=1

fiir alle n € N.

Satz 7.26 (Cauchy-Kriterium). Die Reihe Y oo, ai, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
€ >0 ein N € N gibt, so dass firn>m >N

n

Sa

k=m

o<y

<e

erfillt ist.

=
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Vi (s.) = limlSe 4 Guy) = km (s,) = S.
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(s, st Cowdy-Folge
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n—ew

fac alle ne.
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2, |4 R P S |
o |00 p 1@

00 2 n
= Z(F) < 00 (3eom=+n'.rhe Reihe )
n=

<:>1‘-1F’ g P > 1.

Wir sagen, dass eine Reihe )

o
n=1

ap, mit komplexen Summanden absolut konvergiert,

9| falls die Reihe Y77, |a,,| konvergiert. Die Reihe > 07, a, ist bedingt konvergent, falls sie

konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.



Cauchy - Kritecum

{u‘u Reihen

A-Ueg

Proposition 7.28 (Absolute Konvergenz). Fine absolut konvergente Reihe Y o> | ay, ist auch

konvergent und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

oo [}
D an| <D Jan.
n=1 n=1

Korollar 7.29 (Majorantenkriterium von Weierstrass). Sei (an)n eine kompleze und (by)n

r geometrische Rahe T

eine reelle Folge mit |ay| < by, fiir alle hinreichend grossen n € N. Falls >0 | by konvergiert, |o

dann ist Y o0y ay, absolut konvergent und daher auch konvergent.

Korollar 7.30 (Cauchy-Wurzelkriterium). Sei (ay,), eine Folge komplezer Zahlen und /@ Ap a>1Ocmn e fic £28-420 wd {ic joder New
— 1 n en nzN i+ _J“ lod > «x ~g = 4 4 Esns +
el h;njogp Vlan| € RU {0} . m . /wmlﬁlimtu‘:f
= o] > 1.
Dann gilt
g = (a,), sk Lene Nullfolse imed g‘d- .
00 A R _ A= - . N |
a<l = Zan ist absolut konvergent, '&?‘ <4 Do gib¥es fi €23 O en NEW it
no:ol V“’N" “'“o"‘l Setg= ni =q = 1. /ameﬁsln'-‘ns:r:ftuumdan
a>1 = Zan ist divergent und (an)n ist keine Nullfolge. JIEN la,] < q"
n=1 3
= fla"\ < Z’q" < 00.
nel |
Korollar 7.32 (D’Alemberts Quotientenkriterium). Sei (a,)n eine Folge komplexer Zahlen, - o

mit a, # 0 fir alle n € N, so dass

. |an+1|
a= lim ———
n=oo  |ap|

existiert. Dann gilt

o
a<l = Z ap, ist absolut konvergent.

n=1
S

a>1 = Z ap ist divergent und (ay)yn konvergiert nicht gegen Null.

n=1
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Satz 7.35 (Umordnen absolut konvergenter Reihen). Se: Zf;l a, eine absolut konvergente ’/ Beuw: Se¢ £»0. UEJQ(\ demn C - iteriun. SShied e NeIN, o et
Reihe mit komplexen Gliedern. Sei p : N — N eine Bijektion. Dann ist Y>>, Qyp(n) ebenso F"-“ de nzmaN |i' ,_l . f‘]a_li
lem /7 4em
B-Uggl.

absolut konvergent und es gilt

F 6l {"rw oie Glider G,,0., 0, Spelen ene Rote*)
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n=1 n=1
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Umodmmgssate

J i | .
Satz 7.36 (Produktsatz). Seien Y o | an und > oo by, zwei absolut konvergente Reihen und / Camit Looon Wie s Patialsnmwe b n' betnehion

¢ : N —= N xN eine bijektive Abbildung. Dann ist

Z A(n), Dp(n)a

n=1

eine absolut konvergente Reihe, wobei p(n) = (p(n)1,p(n)2) fir alle n € N. Weiters gilt

2 Aoy botn), = <Z an) (Z bn>.
n=1

n=1 n=1

Informell ausgedriickt kann man schreiben

|

. . * I _ 1|
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(7.3) _
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210l bt = [ 371001} 2 inel)
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Korollar 7.37 (Cauchy-Produkt). Falls Y 07 an und Y o> by, absolut konvergente Reihen

mit komplexen Gliedern sind, dann gilt

)
n=0

wobei die Reihe S o0 o (Y j_o an—kbi) absolut konvergent ist.

N
f2

jéﬂ

()= (E)(ER)

kvieise leony. sk
one eher gchulache

Efsev\ccha%\

Beispiel 7.42 (Punktweise konvergent). Sei X = [0,1] und f, : © € [0,1] — 2™ € R. Dann
konvergieren die stetigen Funktionen f, punktweise gegen die Funktion f :[0,1] — R gegeben
durch

0 firz<1

flx) =1py(z) = Jljgofn(x) = nlim " = { 1 firz=1

fiir x € [0,1], die nicht mehr stetig ist.

Beispiel 7.43 (Punktweise konvergent). Sei wiederum X = [0, 1] und definiere fy, : [0,1] — R
durch

n’x fiir x € [0, %}
falw)=q n? (5 —2) firze 5]
0 fiir z € [1,1]

fir x € [0,1] und n € N. Dann ist f, stetig (und somit auch Riemann-integrierbar) und
konvergiert punktweise gegen die stetige Funktion f : x € [0,1] — lim, oo fn(z) = 0.
Es gilt jedoch fiir allen € N

AUM@M=§#0=AUwML

Also ist der Grenzwert der Integrale nicht gleich dem Integral der Limesfunktion, obwohl alle

Funktionen stetig sind und die Limesfunktion stetig ist.

Beispiel 7.44 (Punktweise konvergent). Sei wieder X = [0,1] und QN [0,1] = {q1,q2,...}

eine Abzdhlung. Dann ist fir jedes n € N die charakteristische Funktion

fn = ]l{th,-.-,qn}
der ersten n rationalen Zahlen {qi, ..., qn} in [0,1] Riemann-integrierbar mit fol fu(z)dz = 0.

Die Limesfunktion der Folge (fyn)n ist aber die charakteristische Funktion Tgnp,), die nach

Beispiel 4.17 nicht Riemann-integrierbar ist.

Definition 7.40 (Funktionenfolgen und punktweise Konvergenz). Eine reellwertige (oder
komplexwertige) Funktionenfolge auf einer Menge X ist eine Folge (f5)n von Funktionen
fn: X — R (oder f, : X — C). Wir sagen, dass eine Funktionenfolge (f), punktweise
gegen eine Funktion f : X — R (oder f : X — C) konvergiert, falls f,(z) — f(z) fir
n — oo und alle z € X. Wir bezeichnen die Funktion f als den punktweisen Grenzwert
(oder auch Grenzfunktion oder Limes) der Funktionenfolge (fy)n. In Pradikatenlogik ist

punktweise Konvergenz durch

oy

Vee XVe>03IN eNVn>N: |folx)— flx)]<e
limula) = 240

gegeben.

Definition 7.45 (Gleichmissige Konvergenz). Sei (f,,), eine komplexwertige Funktionenfolge
auf einer Menge X und f eine weitere komplexwertige Funktion auf X. Wir sagen, f, strebt
gleichmaéssig gegen f fiir n — oo, oder dass f der gleichméssige Grenzwert der Funktio-
nenfolge (fy)n ist, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N und alle
x € X die Abschétzung

[fn(z) = flz)] <e
gilt. In Pradikatenlogik ist gleichméssige Konvergenz durch

v Ve >03INeNVR>N: Ve e X: |fulz)— flz)| <e
£ -2l <0

gegeben.

R f+e

fu

X

Figur 7.3: Die Funktionenfolge f,, konvergiert also gleichméssig gegen f, wenn fiir jedes € > 0
die Graphen von f,, fiir alle hinreichend grossen n im ,e-Schlauch” rund um f (also in dem
Bereich zwischen den Graphen von f —e und f + ¢ liegen.



Satz 7.48 (Gleichmissige Konvergenz und Stetigkeit). Sei D C C und f, : D — C eine Bew: Sei x.€Dud >0 Do edtiet cn 1 EN, o chs
Funktionenfolge stetiger Funktionen. Falls (fn)n gleichmdssig gegen f : D — C konvergiert, u “‘;r alle x eD: bl - 2] = £

dann ist f ebenso stetig. -
2udem Sxishet eln § =0, ¢ doss

{I;f dlle xeD: - faledl < €.
Dues ot - 20xd) s 1200 L]+ |40l - £, (el Hla[xe) =2 )]
< Fe. O
Satz 7.49 (Gleichmissige Konvergenz und Riemann-Integrierbarkeit). Sei [a, b] ein kompaktes Bew' Sei €7 0. Doan oxithiet ein N, so oass
Intervall und f, : [a,b] — R eine Funktionenfolge Riemann-integrierbarer Funktionen. Falls YnzN: _en_ g =P g fare.
(fn)n gleichmdssig gegen f : [a,b] — R konvergiert, dann ist f Riemann-integrierbar und v
9 Tudom edithesn TF W0 o+ u=fh =<0 wd [le-wde<e.
b b b
lim fndxz/ lim f,dz =/ fdz. (7.4) Comit gl W=n-E2f-e< L= ftewore =g
n—oo [, q MO0 a b >
undt [lo-w)Ax = [lo—u - 2e)dx < & + 2elb-a) = g(18-2+4),
'S ¢
Dowmit & P Priotbwr
A b \ A
2udem qil* ] Ifndx T rfdxl = ”(\l‘,-f)dxl < szxl = ¢(b-a).
° - ') & -
O

Do Jolgt !\gﬁd, < [pds.

lim
™rod

Wurzelkalerium

, : Vi bensteen ds Lhrselbated e Jzl<R
Satz 7.56 (Uber den Konvergenzradius). Sei Y o an2" eine Potenzreihe und R ihr Kon- Re_u 2 ¢ Uraclbsiein uad Yoeen. dko F" bk

n n = 4
vergenzradius. Dann konvergiert die Reihe Y o o anz™ fiir alle z € C mit |z| < R absolut und l&v_mP“h&.\v‘l B \i"-‘»".ﬁp o )2l = |2l \\‘n_\’W loa =J3lg < 4.
diwvergiert fir alle z € C mit |z| > R. Weiters (konvergiert die Funktionenfolge E,ILO an 2™ H

gleichmissig gegen Y oo anz™ auf jeder Kreisscheibe der Form Bg(0) = {z € C| |z| < S} fiir §
jedes S € (0, R). Insbesondere definiert die Potenzreihe die stetige Abbildung Dohe i+ ga‘z Y‘;‘ ek, 16) obs. bow. Fir l21>E H‘* OML’E divegonce.
Set  nun  Se€fo0, R), doan -?o\;l ans obiyem

oo
z € Br(0) — Zanz” eC. ) %
n=0 “Z=: lﬂJS 0.

Donn  existiest ‘Pn Jedes £70 6h NeN wat LZ.:'MS"‘E'.
Fre dlle 3€Bs(o) glt bt
n -4 o0
| SSaue - Lzl | %z = 2 a1l
k=0 k=0 ket Coone
0
S’
L'Z?laJSk <€
fic dle w2l Dowir o die Stehge Tudhinonfolge émk af B,(o)
. o
alm Fegen Ean%"' vomi -esB,(ojp—"E'aﬁ_L Gueh vk""ﬁ it

[N

A

Lemma 7.60 (Konvergenzradius via Quotientenkriterium). Sei Y 2 anz" eine Potenzreihe

mit an, # 0 fir alle n € N. Der Konvergenzradius R ist gegeben durch

o<1

Re Yy el
limy,— 00 —Jaﬂ*‘ll n—00 |any1]
"

BeBlo) €la S<R it  zeBlo) gibk

falls dieser Grenzwert existiert.

Proposition 7.62 (Summen und Produkte). Seien Y 7 (anz™ und Y ;> bpz™ zwei Potenz-

reihen mit Konvergenzradius R, respektive Ry. Dann gilt fir alle z € C mit |z| < min {R,, Rp}

i a2 + i bp2"™ = i(an +bp)2"

n=0 n=0 n=0
S 0 ) n
(Z%Z") <anz”> = E < an,kbk>z".
n=0 n=0 n=0 k=0

Insbesondere ist der Konvergenzradius der Potenzreihen auf der rechten Seite mindestens

min {Rq, Ry}

Satz 7.65 (Abelscher Grenzwertsatz). Unter obigen Annahmen ist auch f stetig. Das heisst,

ap,R" = f(R) = lim f(z) = lim B a™
; f(B) = lim f(@) W;}

Eine analoge Aussage gilt, falls Yo" an(—R)"™ konvergiert.

Jasbesonde *o\\-"r dawit Stebaleil von 18‘3!(0)!—"?.:'&2", do e Jeclom

O

oy

Definition 7.54 (Potenzreihe). Fiir jedes n € Ny sei a, € C. Dann ist der formale Ausdruck
o0
Z anz" (7.5)
n=0

eine Potenzreihe in der Variable z.

Definition 7.55. Sei Z:’:O anz" eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten (an)nen,. Wir

definieren den Konvergenzradius durch

1
R = .—,
limsup,, o, V/|an|
wobei wir - = 0 setzen und hier (aber auch nur hier) die Vereinbarung % = 400 treffen.

+00



Satz 7.68 (Komplexe Exponentialabbildung). Fir z € C definieren wir

o0

=2

k=0

w|._.

exp(z

womit eine stetige Erweiterung exp : C — C der reellen Exponentialabbildung definiert wird.

Des Weiteren gilt fir alle z,w € C die Additionsformel

exp(z + w) = exp(z) exp(w)

und die Formel
|exp(z)| = exp(Re(z))

fiir den Absolutbetrag. Insbesondere gilt |exp(iy)| = 1 fir alle y € R.

Satz 7.72 (Sinus- und Kosinusfunktionen). Die Potenzreihe (7.11) definiert die ungerade
C — C wund die Potenzreihe (7.12) definiert die gerade stetige

Kosinusfunktion cos : C — C. Die Finschrinkungen dieser Funktionen auf R sind reellwertig

stetige Sinusfunktion sin :

und werden ebenso also Sinusfunktion und Kosinusfunktion bezeichnet. Des Weiteren bestehen

fiir alle z € C die Beziehungen

exp(iz) = cos(z) +isin(z)

] eiz _ e—iz
sin(z) = —
iz —iz

cos(z) = %

zu der Exponentialfunktion und es gelten die trigonometrischen Additionsformeln

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) (7.14)

fiir alle z,w € C.

Satz 7.85 (Integration von Potenzreihen). Sei f(z)
plexen Koeffizienten (cn)nen, und Konvergenzradius R. Dann definiert F'(z) =

=Y o cnx™ eine Potenzreihe mit kom-
n 1
Ym0 npge”t
eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius R und es gilt
b
RO
a

F(b) - F(a)

fiir alle a,b € (—R, R).

o -2

}/VnelN'- X" =o(explxl) Far x —>00.
exp(x)=0(lxrh) fﬁw X —> -0.

J-x("

L tne))!

X

F@. xlogaly) = %=y g
'S Ioghl =|°3[7)

x = loaly

logl &)

aly)
}/ logaly) = l:3\:\

& Seien 2w€C. Done gilt
(Zul?)(ZMN)

=0

W n \ "t
ZZIT ln-L)\“

nz 0

0 Le
oo n
=2 a2t

nio =0

- LA

= logaly). O

ekph lexp W) =

Pred s

1]

(zew) = explzel). O

. . . > (.27, &Y, .3°
Beu-eXpll?]"l'*L‘!—'-r._-LT. +<,|*1,—'-..
== o
Hale 1‘ L2 | 27 v
) * oty
=1 - -5 rs-.)
\_ﬁ___,

—_——

T cos® + 0 sinz,

2

e

it ~ir ! .
€ Y& T/cosw + st +CoSE ~ ising = Qcosz.

{ ~{3 50
e*-e"’ < axt +isne- o

T + Sinz = 2 sine.

Bew S 2 belibig Dam git
é S 5
Mso g fac e lonw. Rodie
R Lm0 - (\WJT el )’
=“::|_§wo'jc_h‘ =R
Seen qun 0<b in -R,R)  uad  FyLcE"
Down b (£), g .,0 “‘m\\em.s Uoraller.
pot wm < Bafdes T - e
i, H’-alv -Ilm fuck * Hdv= i. il ) f.: o
= F{b) = Flo).

< o0 &

E;( New,

undl

Die Funktionen sinh und tanh sind ungerade und cosh ist gerade. Es gelten die Additions-

formeln

sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w),

cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)
fiir alle z,w € C und weiters

cosh?(z) — sinh?(z) = 1,
cosh(z) + sinh(z) =

fiir alle z € C.

O

HerLs ¢

X ~vyop

0.

! Wkt ddermer onde

Version wan sh/cas "

Wir haben in Abschnitt 6.3 die reelle Exponentiabbildung gesehen und ihre wichtigsten
Eigenschaften gezeigt. Insbesondere haben wir verifiziert, dass
T\" 1, Al 4
) = Jim (1) = im S g T (1)
k=0 £=0
fiir alle x € R. Wir zeigen nun, dass wir die Exponentialabbildung alternativ durch die Po-

tenzreihe

(7.7)

=1
exp Z k_
k=0

mit unendlichem Konvergenzradius definieren kénnen und dadurch auf die gesamte komplexe

Ebene fortsetzen konnen.

Wir definieren die Sinusfunktion bei z € C durch
2 2 = (=n" 2n+1
sin(z) = z 5—0—5——% ..:;mz (7.11)
g und die Kosinusfunktion bei z € C durch
22 24 - (71)1”' 2n
cos(z) = 1f§+17+..:§(2n)!z . (7.12)

z) = f(z) fir alle z € C
—f(2) fir alle z € C. (Diese Begriffe werden analog fiir

Wir sagen, dass eine Funktion f auf C gerade ist, wenn f(—
und ungerade ist, wenn f(—z) =

Funktionen mit Definitionsbereich R oder Intervallen der Form [—a,a] fiir a > 0 verwendet.)

Wir definieren die Tangensfunktion tan durch

sin(z)
cos(z)

tan(z) =

fiir alle 2 € C mit cos(z) # 0, was nach Ubung 7.76 gerade alle z € C\ (7Z + §

ist die Cotangensfunktion cot durch

) sind. Analog

cos(z)

catiz) = sin(z)

fiir alle 2 € C mit sin(2) # 0 (oder iquivalent alle z € C \ 7Z nach Ubung 7.76) definiert.

In Analogie zu den Winkelfunktionen sind manchmal auch folgende Funktionen, die in
engem Zusammenhang mit der Hyperbel {(z,y) € R? | 2? — 3% = 1} stehen, niitzlich. Wir
definieren den Sinus Hyperbolicus durch

—z 23 5 o 1

ef—eF _ z 2k+1
z+—+§+ kz(—z

sinh —
sinh(z) D) 31 ~ 2% + 1)1

o[ fiir alle z € C, den Kosinus Hyperbolicus durch

e +e? 22 2
2 71+§+

cosh(z) = = Z (22 'z%

k=0

fiir alle z € C und den Tangens Hyperbolicus durch

ef—e

e* 4 e~ %

sinh(z)

tanh(z) = cosh(z)

fur alle z € C.



8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Bsp: Sei Pz x" {a« 2€N. Down  ilk

f A - " _ la+h) ~a”
Proposition 8.5 (Summen und Produkte differenzierbarer Funktionen). Sei D C R eine #lo) - S =@ =k T Tw
Teilmenge und a € D ein Hdufungspunkt von D. Seien f,g : D — R bei a differenzierbar. ~1.mk ):[ S N P
Dann sind f + g und f - g bei a differenzierbar und es gilt . L "
_\Elm ‘\-LZ(L)Q L c
h=0 i stethon -0 =1 K70 Lal
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a), Tt |y Pilal)= #I50e) T !
B2 X = &
a) = f'(a)g(a) + f(a }/ =
(fg)( ) ( J9(a) + f(a)g ( ) _ . FWglx) ~ Llo)glx) + Plo)g(x) - Llo)gle)
gL *BE!
=l (gl 25522 g1 2020
= 3(0\{'[&) +.£[o)g'(o). o
Satz 8.8 (Kettenregel). Seien D, E C R Teilmengen und sei xy € D ein Hiufungspunkt. Sei Bos Yaoh Def. gilt
P = La) + £'la)lx-a) + olx-a) Y,;, X — G

f: D — E eine bei xo differenzierbare Funktion, so dass yo = f(xo) ein Haufungspunkt von
E ist, und sei g : E — R eine bei yo differenzierbare Funktion. Dann ist go f : D — R in xg

differenzierbar und

(g © f)'(w0) = g'(f (o)) ' (wo)-

Korollar 8.11 (Quotientenregel). Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Haufungspunkt und
seien f,g : D — R bei a differenzierbar. Falls g(a) # 0 ist, dann ist auch 5 bei a differenzierbar
und es gilt

Satz 8.14 (Differenzierbarkeit der inversen Funktion). Seien D, E C R Teilmengen und sei
: E — D ebenfalls
stetig ist. Falls f in dem Hiufungspunkt zo € D differenzierbar ist und f'(xo) # 0 gilt, dann

ist {1 in yo = f(0

f: D — E eine stetige, bijektive Abbildung, deren inverse Abbildung f~*

) differenzierbar und es gilt

(Y ) = s

/' Steigung

F(a) Girenzuecte mitiels Tolgen

Umliehesal =

o r=y

Steigung

Figur 8.2: Eine intuitive Darstellung von Satz 8.14. Spiegelt man den Graphen von f und die
Tangente beim Punkt (xg,yo) um die Gerade 2 = y in R?, so erhiilt man den Graphen von
7! und, das ist die Behauptung, die Tangente bei (yo, zg). Eine kurze Rechnung zeigt, dass
die Spiegelung einer Gerade mit Steigung m um xz = y Steigung % hat.

v

oder auh L1 = Pla) + £'la)(x-a) + £,klx-a) o

{"';‘ {fli)-yl?(\:;'loﬂx-c) ‘Fl;f allan
Eeld) =
! 0 foc x=¢

vt fmE ) =0 wdd et it & ba G sty
Am‘oses %0\301\ wi¢ fﬁs
glv) = gLl + 'l PNy 2l + £yly)ly-£la. W

Nun sebzen e ) jn 1) el wd  erhollen

gl21x) = glLlah) + 'Rl L1 - Plo))+ €5l F LI L1~ Plo)
= glPl)) +9'PlN(Pla)x~0) + £, (x)(x-a))
+ 652102 lo)x-0) + £4[x)1x-0))
= 3P(a)) +g'l#la) Pla)x~0)
+ g1 1o1) 2,10 + €5191)£'(a) » €, 1](x-a).
Dovaus {lg i
+ 9 [ 11} £l PP - e,m)
- gl ), e =
B (2-97)'= -f¥y
“fogt-tygn - it O

Be' Sei vo €EVEye) ee Folge ot va=Fye uel x=#7ly) ohe
Fage in DVixd. Dom gl %aF x,, da £ cach
dem  Umbkehisats stetiy .

Zudem folgt aus der CMnL{-en'c;‘euvs dor Uowogens  elner

Futbion mitels Jolyen, das
iy ] = [y EFLeml= AL

Yo = 'f“‘-)
= |1'm x.—. - Yo
hadd - Plxe)
:.1‘-':\ ::: il_‘d YI
= (#'(n) =

o (L0

Definition 8.1 (Differenzierbarkeit). Sei D C R eine Teilmenge, f : D — R eine Funktion
und a € D ein Haufungspunkt von D. Wir sagen, dass f bei a differenzierbar ist, falls der
Grenzwert

r—a Tr—a h—0

fla+h) - f(a)
S S (8.1)

existiert. In diesem Fall nennen wir f’(a) die Ableitung von f bei a. Falls f bei jedem
Héufungspunkt von D in D differenzierbar ist, dann sagen wir auch, dass f (auf D) diffe-
renzierbar ist und nennen die Funktion a + f’(a) definiert auf den Haufungspunkten von D
in D die Ableitung von f.

Falls @ € D ein rechtseitiger Haufungspunkt von D ist, dann ist f bei a rechtsseitig
differenzierbar, wenn die rechtsseitige Ableitung

peoy— e J@ = fla) o flath) - fa)
fi(a) _?{,r}z T—a _’ILI{,I}) h
existiert. Linksseitige Differenzierbarkeit und die linksseitige Ableitung f’ (a) werden
analog iiber die Bewegung x * a definiert.
Wir nennen Az = x —a = h im Zusammenhang mit der Definition in (8.1) auch das
Inkrement des Arguments oder der unabhéngigen Variablen z, Af = f(z) — f(a) =
fla+h) -

Ableitung von f bei a, welche in dieser Formulierung der Grenzwert des Differenzenquotienten

f(a) das Inkrement der Funktion und %ﬁ den Differenzenquotienten. Die

% fiir Az — 0 ist, schreibt man auch als %(a) = f’(a) und nennt dies den Differential-
%ﬂé auch die Ableitung nach

z, was vor allem dann niitzlich ist, wenn f auch von weiteren Parametern abhéngen darf.

quotienten (in der Leibniz-Notation). Weiters nennt man f/' =

Eine weitere Schreibweise der Definition in (8.1) ist in der Landau-Notation (siche Ab-
schnitt 6.6)

x—o, g
@ =F@) _ o)1 o(1) e L o) <ol e
T—a
fiir x — a oder dquivalenterweise
Tongen\-e
L f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a) (8.2)

fiir  — a. Hierbei wird die Funktion z — f’(a)(z — a) das Differential von f bei a genannt
und die Gerade z — f(a) + f'(a)(z — a) die affine oder lineare Approximation von f
bei a oder die Tangente von f bei a, sieche auch Figur 8.1. Wir erinnern daran, dass wir in
(8.2) o(x — a) als Platzhalter einer Funktion (welcher?) interpretieren, die fiir + — a schneller
abfillt als « — a. Insbesondere ist wegen (8.2)

lim f(z) = f(a) + lim (f'(a)(z — a) + o(z — a)) = f(a)

r—a r—a

und f ist bei a stetig, wenn f bei a differenzierbar ist.

Bow: £ bea diffbac = Pl =Plo) + Llodx- o) +olx-a)

= g P10 =Pl + 0+ ln diody o =g, O




oie . ) - 5 . . + Sei ber .J\'\:ar b lobolon Vow. ' X
Proposition 8.17 (Notwendige Bedingung fiir Extremum). Sei D C R eine Teilmenge und iai® P bel x If e T LR
Donn o (%) - Plo

¥ ‘-Pai“‘-) d l;.",!_ F0)- Plo) o

x-& =
el
7?0

f eine reellwertige Funktion auf D. Angenommen f ist in einem lokalen Extremum xg € D
differenzierbar und xq ist sowohl ein rechtsseitiger als auch ein linksseitiger Hdaufungspunkt
von D. Dann gilt f'(x¢) = 0. uel  onaleg $. ) zo.

Do £ bei xo diffbor ist, Pyt Pldefbd=fn) <= 0.

Vollstzodigh ot
SMP Beispiel 8.23 (Glattes Abklingen). Die Funktion ¥ : R — R definiert durch
J, 0 falls z <0
= g Px) = 1
&SA‘(ML“\BJ' exp ( - ;) falls x>0
S+e“‘8er .F“.' fiir alle 2 € R ist glatt und demnach auch beliebig oft stetig differenzierbar, siehe das folgende
. Bild.
Exidenz  Sup
Setighel  ten
Vs:lmﬁp n L T I S S S PR IO PEN S D SR
Extcemwectsate
¥
NO"'HE{\D’IISG Bed;navns

TIII Extremum

Bew: Nach dem Extromuwetsatz exisheren Koy, Kemin il

Satz 8.28 (Rolle). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit a < b und f : [a,b] — R eine stetige
—-.?1’(...-.-) = ey l‘f[‘lx\-n , Plxad= m'ml'p[“.‘-n.

Funktion, die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Falls f(a) = f(b) gilt, so {

existiert ein £ € (a,b) mit f'(§) = 0. Falls  Xya € 13, 8) (bts- wd hnksertiger HP wn DY,
so bgt s der  polvedgon  Gedigey Tor Exbroma, ducs
£'\%a) = 0.

Folls Y (N S S E.J?..L\-e Sl‘vv') & puss .! l.«mi’
sein wd e gt Jheall P'=0

N
Theorem 8.29 (Mittelwertsatz). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit a < b und f : [a,b] —

R eine stetige Funktion, die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Dann gibt es /@ S¢ | Flall— & H;Iﬁfu'_ﬂ:';:m
Fl = P - o0 (x- o).

ein & € (a,b) mit v
Dona  gilk  Flo) = FIL) =Plo)  und nash clem Sabr
f/(ﬁ) = M— vor  Rille existied  @n  Selah) et FU)=0, ol
i Fls) = 21- L2 g

> it =

Korollar 8.33 (Kriterium fiir Konstanz). Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < b und Bew: ' Agn f'=O. Seien ¥ <Xy in L bty clmn exiskerh
— f : I — R eine Funktion. Dann ist f genau dann konstant, wenn f differenzierbar ist und noch  dem  Mihduetety e"“jjb‘""‘] L

f(x) =0 fir alle x € I gilt. k) -fb) = LsNva- x) = 0,

=7 fhe) = Plx.

Korollar 8.35 (Kriterium fiir Monotonie). Sei I C R ein nicht-leeres Intervall und f : I — R

eine differenzierbare Funktion. Dann gilt

(Vm erl:fl(x) > 0) = f ist monoton wachsend

| —
(Vx el: fl(x) > 0) = f ist streng monoton wachsend
(Vz € I: f'(x) <0) = f ist monoton fallend
(VZE el: fl(x) < 0) = f ist streng monoton fallend.

O

lokalos Mox,

isoVeckes
loklps  Mex.
/

A

o

Definition 8.16 (Lokale Extremwerte). Sei D C R eine Teilmenge und zg € D. Wir sagen,
dass eine Funktion f : D — R in z ein lokales Maximum hat, falls es eine Umgebung U
von xg in D gibt, auf der f durch f(xg) beschriankt ist. Genauer formuliert heisst dies, dass
es ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle x € D N (zg — 0,20 + 0) gilt f(z) < f(zo). Falls es sogar ein
0 > 0 gibt, so dass f(z) < f(zo) fiir alle x € DN (xg — §,z0 + ) \ {zo} gilt, dann hat f in
xo ein isoliertes lokales Maximum. Der Wert f(zo) wird auch ein lokaler Maximalwert
von f genannt. Ein lokales Minimum, ein isoliertes lokales Minimum und ein lokaler
Minimalwert von f sind analog definiert.

Des Weiteren nennen wir zg ein lokales Extremum von f und f(zo) einen lokalen

Extremwert von f, falls f ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum in xg hat.

Induktiv kann man nun héhere Differenzierbarkeit und hohere Ableitungen definieren. For-

mal definieren wir also die Ableitungen

T da? ’

df d2f d(n+1)f

0) — m_ =L @ — — (n+1) _ 4 T ey

1O=5 f0=Z=p s ot o = )

fiir alle n € N. Falls £ fiir ein n € N (auf ganz D) existiert, heisst f n-mal differenzierbar.

Falls dic n-te Ableitung f(™ zusitzlich stetig ist, heisst f n-mal stetig differenzierbar.
Wir sagen, dass f glatt oder beliebig oft differenzierbar ist, falls f fiir jedes n € N

n-mal differenzierbar ist. Ist f glatt, so sind insbesondere alle Ableitungen von f stetig (f ist

also beliebig oft stetig differenzierbar). Die Menge der glatten Funktionen auf D bezeichnen
wir mit C*°(D).
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Korollar 8.37 (Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema). Sei I C R ein Intervall mit intutiv Meclen!
Endpunkten a < b und x¢ € I kein Endpunkt von I. Sei f : I — R stetig und zumindest auf /
I\ {z0} stetig differenzierbar.

e Angenommen der linke Endpunkt a liegt in I.

— Falls f'(a) > 0 erfillt ist, dann hat f in a ein isoliertes lokales Minimum.

— Falls f'(a) < 0 erfillt ist, dann hat f in a ein isoliertes lokales Maximum.
e Beim Punkt xg gelten folgende Kriterien.

— Falls ein § > 0 existiert, so dass f'(x) > 0 fiir alle x € (o — 8,20 + ) \ {xo} (oder
f(z) <0 fir alle v € (xg — §, 20 + 9) \ {xo}), dann ist zo kein lokales Extremum
von f.

— Falls ein § > 0 existiert, so dass f'(x) > 0 fir alle x € (zg — d,29) und f'(x) <0
fiir alle x € (xg, 29 + 0), dann nimmt f in xy ein isoliertes lokales Mazimum an.

— Falls ein § > 0 ezistiert, so dass f'(x) < 0 fiir alle x € (xg — §,20) und f'(x) >0
fiir alle © € (xg,xo + 0), dann nimmt f in xo ein isoliertes lokales Minimum an.

— Falls f auf ganz I zweimal stetig differenzierbar ist und f'(zg) = 0 sowie f"(x) < 0

gilt, dann nimmt f in xg ein isoliertes lokales Maximum an.

x> (1 —t) f(zo) + tf(21)

— Falls f auf ganz I zweimal stetig differenzierbar ist und f'(zg) = 0 sowie f"(xg) > 0 s

gilt, dann nimmt f in xg ein isoliertes lokales Minimum an.

Wichtige T
Chard! 4-eris|'em & o =1 —t)zy+tey a1 b
G’;‘ Usavexitot Figur 8.3: Anschaulich formuliert ist eine Funktion konvex z , wenn ihr Graph jeweils un-

terhalb der Strecke zwischen zwei Punkten auf dem Graphen bleibt. Wie wir in Kiirze sehen
werden, kann man die konvexen Funktionen als solche sehen, deren Graphen aufwérts ge-

kriimmt sind, wie ebenfalls in diesem Bild ersichtlich ist.
Ihuhy
( merhenl
Bout Saen %< %, in T wnd x=l=tdx, ¢ 4x, Ji0 teloql.

Doan gt X-%xs = tlx, —x.)

Lemma 8.39 (Konvexitit via Steigung von Sekanten). Sei I C R ein Intervall und f : I — R

eine Funktion. Die Funktion [ ist genau dann konvex, wenn fir alle x,xo,x1 € I gilt

f(@) = (o) _ f(@) = f(@)

T — X - T —x

X -x = A= t)(x, -xe) .

o<t

ro<rTr <] —
Duovy Jlgr  A0) -2l £lx) - )

X =~ %o = X, ~ x

) ) || tia-ee-x) =0
Des Weiteren ist f genau dann streng konvex, wenn

— = = - Pl - 3 - ®
ro<x<IT| — f(l') f(:Co) < f(xl) f(x) M- 2Rl < 3 Ple) - Pl "*H?l )
T = o r—z & Plal =) HPlxe) * Pl
gilt. ot P 2 (1-2) Plxo) + t2lx)
< O
In Worten ausgedriickt besagt das Lemma insbesondere, dass fiir eine konvexe Funktion = Pl-Yxarix) S""*Hl"') MEALIP
Loavaxidd
die Steigung der Sekanten zwischen Punkten z¢ < z kleiner (gleich) ist als die Steigung der Z
Sekanten zwischen x < x;. Veranschaulichen Sie sich dies an Figur 8.3.
MW- Satz
Proposition 8.40 (Kriterium fiir Konvexitét). Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < b
und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann (streng) konvex, wenn F,
f’ (streng) monoton wachsend ist.
Korollar 8.42 (Konvexitit und die zweite Ableitung). Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten
a<bund f: I — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Falls f"(z) > 0 fiir alle v € I, &Vi Se Plui=-logx Jonsek. Deen gl fic X, ., %e>0 ovtiti=d,
dann ist f konvex. Falls f"(z) > 0 fiir alle v € I, dann ist f streng konvex. 0 fl%ki'm) = ";Li'.fh(..)
-Ias(%g"‘xh) = —‘;'Lé"_‘.lo,,lm I
Lemma 8.44 (Jensensche Ungleichung). Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine konveze |vsl%i'¥») . ";ilo;lxd lexpts
o k= 1

>

% [

1;2")(‘_ 2 exP(%g\odlxd) G exP[Lz:::,lolng;» = HTY..){‘

f(ztkﬂck) < tef (). (8.7) L9y = v
k=1 k=1 i

Funktion. Seienn € N, x1,%2,...,2n € I und t1,ta,...,t, € [0,1] mit Y p_, tx = 1. Dann gilt

k=

Dies beusit gemde die Ul 2u. arifmelichon | 1md Joomstischem  Wield

Definition 8.38 (Konvexitat und Konkavitét). Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine

Funktion. Dann heisst f konvex, falls
(U =t)zo +tzr) < (1—1)f(w0) + tf (z1) (8.6)

fiir alle zo, z1 € I und fiir alle ¢ € [0, 1]. Wir sagen, dass f streng konvex ist, falls in (8.6) eine
strikte Ungleichung gilt, wenn immer zg # z1 und ¢ € (0,1) (in diesem Falls ist (1 — )z + tzy
echt zwischen zp und z1). Eine Funktion g : I — R heisst (streng) konkav, wenn f = —g

(streng) konvex ist.



Rolle

Satz 8.48 (Erweiterter Mittelwertsatz). Seien f und g stetige Funktionen auf einem Intervall
[a,b] mit a < b, so dass f und g auf (a,b) differenzierbar sind. Dann ezistiert ein € € (a,b)
mit
schrelbe  das
g ©)(f(b) - f(a)) = F'(€)(g(b) — g(a)). < (88)
Falls zusdtzlich ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b) gilt, dann gilt g(a) # g(b) und

f’(g) f(b) — f(a) ' é;\elhe das

Satz 8.49 (Regel von de I'Hopital). Seien a < b in R und seien f,g : (a,b) — R 2wei
differenzierbare Funktionen mit g(x) # 0 und ¢'(z) # 0 fir alle x € (a,b). Angenommen der

Grenzwert limg\ q % existiert in R und eine der beiden folgenden Bedingungen ist erfiillt:
® (» %“) limz\‘a f(l’) = limz\a g(x) =)
o (, 2¢) limp\q g(x) = +oo (oder limgyq g(x) = —00).

Dann existiert auch der Grenzwert limgN 4 % und es gilt

!
im M = lim ! (m)
L AW (.’L‘) &0 g’(m)
Analoge Aussagen gelten fir die Bewequngen x /b oder v — xo € (a,b). Im letzten Fall

erlauben wir g(zg) = 0 oder auch ¢'(xo) = 0, solange g(z) # 0 und ¢'(x) # 0 fir alle

€ (a,b) \ {zo}-

WW-Sat=

uom“al
Lemma 8.59 (Integrationskonstante). Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine Funktion und
F,Fy : I — R Stammfunktionen von f. Dann gibt es eine Konstante C € R mit F; = F + C.
In anderen Worten, alle Losungen von y' = f sind gegeben durch die Formel y = F(x) + C,
wenn wir die Konstante C € R variieren.

Lemma 8.60 (Homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung). Sei I C R ein
Intervall, f : I — R eine Funktion und F : I — R eine Stammfunktion von f. Die Lisungen |q
y : I — R der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung y' + f(x)y = 0 sind
genau die Vielfachen der Funktion v € I — exp(—F(z)).

4

o=

Bew: Sei F: [a,bT— R shetige Hifsfit ot
/ Flo) = 21(30-gle)) - 9bl2 ~ £lo).

Doan gt Flod= Plaigy - globplny = FlY),
Noch dem Satz wn Rolle edshert dlss e S€lan) et
FIUE) = £(Dgtv-glo)) ~ g'liket- 2lod = O, o

lLeu-— Seize £, 9 mf [a\) stetig ead- ok Ll =gly=0.
Se L=L.“.n.':-“+,‘, und U ene f-uwﬁcb-a v | {ar £20.
Doan  existiork weyon dem Greawvet ein 3>0 mit
TR Ue Do ale x eloyond),
Nach domw allg. WH-Satz ein Fela,x) wt

£ A -2 219 ‘U
#'13) 9lx)- glo) ~ glx) €.

_ £ R
Do £°0 \:e\.s\,n‘s vier ?vlgl- Ju"n;s'\x\ ',I(‘;: $lx) - O

Bew: =" Sei y(x)= Aexpl-Flxl). Dunn gl
v+ Pldy = Aexpl- F) (-#10)» £10)- Aexpl-Fle)
= 0.
Ay S&: \’lk) ene l.65un_1 U’I;:_{\’:;ec““m
(y(x\explr(x))‘ = yexplFix) +7ezp[Fld)f.’(x!
=@,
Mso Rolnl- avs dem W-Sakz | olass
yiexplFic) = A
=

y{x) = Aexpl-Flx))
fer eine londate AcR. =

Der néchst einfache Typ einer Differentialgleichung besteht aus den linearen Differenti-

algleichungen erster Ordnung, welche von der Form

Y + f(@)y = g(x) (8.13)

fiir zwei gegebene Funktionen f,g besteht. In der Gleichung v + f(z)y = g(z) wird die
Funktion g auch die Stérfunktion genannt. Falls die Storfunktion Null ist, nennen wir (8.13)

homogen und sonst inhomogen.



9. Die AGLEITUNG UND DAS RieMinn- NTEGRAL

Theorem 9.2 (Ableitung des Integrals). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit Endpunkten

a < bund sei f € R([a, b)) eine auf [a, b] Riemann-integrierbare Funktion. Falls f bei zq € [a,b] |1

stetig ist, so ist F : x € [a,b] — [7 f(t)dt bei zo differenzierbar und F'(zo) = f(wo).

Korollar 9.3 (Ableitung des Integrals). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit Endpunkten

a < b und sei f € C([a,b]) stetig. Dann ist x € [a,b] — [ f(t)dt eine Stammfunktion von f

und jede Stammfunktion F : [a,b] — R von f hat die Form

:/zf(t)dt+C (9.1)

fiir alle x € [a,b] und eine Konstante C' € R.

Korollar 9.4 (Berechnung des Integrals). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit Endpunkten
a < bund sei f € C([a,b]) stetig. Falls F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f ist, dann gilt

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Wir werden auch &fter die Abkiirzung [F(.’L’)]b = [F(z)],_, = F(b)

" — F(a) verwenden.

Korollar 9.5 (Integral der Ableitung). Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit Endpunkten
a < b und sei F € C'([a,b]) stetig differenzierbar. Dann gilt

F(x) = F(a) + /L F'(t)dt
fir alle x € [a,b)].

Korollar 9.11 (Differentiation von Potenzreihen). Sei f(x) = Y .o cp,a™ eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f : (—R, R) — R differenzierbar und es gilt

oo
"(z) = E nepz™ !

n=1

fiir alle x € (—R, R), wobei die Potenzreihe rechts ebenfalls Konvergenzradius R hat.

Theorem 9.46 (Taylor-Approximation). Sei (a,b) C R ein offenes, nicht-leeres Intervall und
sei f: (a,b) — C eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Sei xo € (a,b). Dann gilt
fir alle © € (a,b)

f(x) = P ,(2) + R], . (x),

wobei P,fom die n-te Taylor-Approximation ist und wir den Fehlerterm szo,n durch das soge-

nannte Integral-Restglied
wwﬁﬁm>=/fwmmg¥l“
n!

darstellen kénnen. Dies gilt auch fiir Funktionen auf [xo,b) und Punkte © € [xo,b) (bezie-

hungsweise (a,xg] und x € (a,zo]).
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Definition 9.1. Sei [a,b] ein kompaktes Intervall in R und sei f € R([a,b]) eine auf [a,b]

Riemann-integrierbare Funktion. Die Funktion

xe[a,bm/zf(t)dt

nennt sich das Integral mit verénderlicher oberer Grenze oder das partikuldre Inte-

gral von f.

f(o)

Figur 9.1: [llustration zum Beweis von Theorem 9.2. Der Wert F'(z)—F(z) lisst sich schreiben
als f(xo)(z —x0) plus die Fliche in Rot, die kleiner ist als e(z — z(). Somit ist M bis
auf einen Fehler kleiner als €, durch f(zg) gegeben.

Sei also f : (a,b) — C eine n-mal differenzierbare Funktion auf einem offenen, nicht-leeren
(moglicherweise unbeschriankten) Intervall (a,b) C R. Die n-te Taylor-Approximation von

f um einen Punkt z( € (a,b) ist das Polynom

zgn Z f - O)k'

Die Koeffizienten wurden dabei so gewihlt, dass PJO,,L(:BO) = f(zo) und allgemeiner

(PL, ) ® (20) = £®(0)

fir k € {0,...

Approximation, wie der Name sagt, die Funktion f approximiert. Falls f glatt ist, dann ist

,n} gilt (wieso?). Die vielleicht naive Hoffnung ist hierbei, dass die Taylor-

die Taylorreihe von f um z( € (a,b) definiert als die Potenzreihe

% £(k)(




