ANALYSTS

ZUSAMMENFASSUNG

10. METRIsCHE RAUME

o

\

Lemma 10.6 (Topologie). Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt
e Der Durchschnitt endlich vieler offener Teilmengen von X ist offen.
e Die Vereinigung beliebig vieler offener Teilmengen von X ist offen.
e Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Teilmengen von X ist abgeschlossen.

e Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Teilmengen vom X ist abgeschlossen.

Lemma 10.7 (Charakterisierung offener und abgeschlossener Mengen durch Konvergenz).

Sei X ein metrischer Raum.

e Eine Teilmenge O C X ist genau dann offen, wenn fiir jede konvergente Folge in X mit

Grenzwert in O fast alle Folgenglieder in O liegen.

o Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge

(Tp)n in X mit x, € A fiir allen € N auch der Grenzwert in A liegt.

Wichtige Ubung 10.9. Zeigen Sie, dass zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum

dber R oder C die gleiche Topologie und den gleichen Konvergenzbegriff induzieren.

Lemma 10.11 (Relativ offene oder abgeschlossene Teilmengen). Sei X ein metrischer Raum
und Y C X ein Teilraum. Eine Teilmenge von Y ist offen (beziiglich der induzierten Metrik)
genau dann wenn sie die Form O N'Y hat, wobei O C X eine offene Teilmenge in X ist.
Ebenso ist eine Teilmenge von Y abgeschlossen genau dann wenn sie die Form ANY hat,

wobei A C X eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Lemma 10.13 (Supremum von abgeschlossenen und offenen Teilmengen in R). Fiir eine
abgeschlossene nicht-leere von oben beschrinkte Teilmenge A C R gilt sup A = max A € A.
Fiir eine offene nicht-leere von oben beschrinkte Teilmenge O C R gilt supO ¢ O. Dies gilt

analog fiir von unten beschrinkte Teilmengen und das Infimum.
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Definition 10.1 (Definition 5.10). Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X gemein-
sam mit einer Abbildung d : X x X — R>q, die die Metrik auf X genannt wird und die
folgenden drei Eigenschaften erfiillt:

o (Definitheit) Fiir alle x1, 29 € X gilt d(x1,29) =0 < x1 = x9.
o (Symmetrie) Fir alle 21,29 € X gilt d(z1, x2) = d(z2,z1).

e (Dreiecksungleichung) Fiir alle 1, z2, 23 € X gilt d(z1,23) < d(x1, z2) + d(xg, x3).

Definition 10.2. Eine Funktion f : X — Y zwischen metrischen Rdumen (X,dx) und
(Y,dy) ist stetig, falls fiir alle xg € X und € > 0 ein ¢ > 0 existiert mit

dx(z,20) <d = dy(f(x), f(z0)) <e€

fiir alle z € X.

Definition 10.3 (Offene und abgeschlossene Teilmengen). Sei X ein metrischer Raum. Eine
Teilmenge O C X heisst offen (in X), falls es zu jedem Punkt in O einen offenen Ball um
diesen Punkt gibt, der in O liegt. Eine Teilmenge A C X heisst abgeschlossen (in X), falls
ihr Komplement X \ A offen ist.

Definition 10.8 (Norméquivalenz). Sei V ein Vektorraum iiber K = R (oder K = C) und
seien ||+ || und ||-||" zwei Normen auf V. Wir nennen |- || und |- || &quivalent, falls Konstanten

¢, C' > 0 existieren mit
clloll < llvll” < Ol

fiir alle v € V.

Definition 10.14 (Inneres, Rand und Abschluss). Sei X ein metrischer Raum und ¥ C X
eine Teilmenge. Ein Punkt x € Y heisst innerer Punkt von Y, falls es ein ¢ > 0 mit
B.(z) CY gibt. Die Menge aller inneren Punkte

Yo={2€Y |I>0:B(zx) CY}

wird das Innere von Y genannt. Ein Punkt x € X ist ein Randpunkt von Y, falls zu jedem
€ > 0 beide Durchschnitte Be(z) N'Y und B.(xz) N (X \ Y) nichtleer sind. Die Menge der
Randpunkte

Y ={z € X |Be(x)NY # 0 # Be(z) N (X \ Y) fiir alle e > 0}

wird als der Rand von Y bezeichnet. Der Abschluss einer Menge wird durch Y = Y U 9Y
definiert.



Proposition 10.20 (Zusammenhang in den reellen Zahlen). FEine nicht-leere Teilmenge X C

R ist genau dann zusammenhdngend, wenn X ein Intervall ist.

Lemma 10.21 (Vereinigungen von zusammenhingenden Teilmengen). Sei X ein metrischer
Raum und seien Y1, Yy zwei zusammenhdngende Teilrdume. Falls der Schnitt Y1 NYs nicht-leer

ist, dann ist die Vereingung Y1 U Y zusammenhdngend.

Proposition 10.24 (Charakterisierungen der Stetigkeit). Seien X,Y zwei metrische Riume

und f: X =Y eine Funktion. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(1) Die Funktion f ist stetig.

(i) Fiir jedes x € X ist f bei x e-0-stetig.

(i11) Fir jedes x € X ist f bei x folgenstetig.

(iv) Fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung U C'Y won f(x) ist f~1(U) eine Umgebung

von x.
(v) Fiir jede offene Teilmenge O CY ist f~1(O) eine offene Teilmenge von X.

(vi) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C Y ist f~Y(A) eine abgeschlossene Teilmenge
von X.

Proposition 10.29 (Bilder zusammenhéingender Mengen unter stetigen Abbildungen). Seien
X,Y metrische Riume und f : X — Y stetig. Falls X zusammenhingend ist, dann ist das

Bild f(X) ein zusammenhdingender Teilraum von 'Y .

Zusommernang  der

recllen Zaden (10.20)

Ubung 10.31. Zeigen Sie folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes: Sei X ein
zusammenhdngender metrischer Raum und f : X — R eine stetige Abbildung. Seien a,b € X.

Dann existiert fir jedes ¢ € R zwischen f(a) und f(b) ein x € X mit f(z) = c.
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Lemma 10.33. Jeder wegzusammenhdingende metrische Raum ist zusammenhdngend.
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Definition 10.16 (Hiufungspunkte und Dichtheit). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein
Punkt o € X ist ein Haufungspunkt einer Folge (z,), in X, falls es eine konvergente
Teilfolge (zn,) gibt mit limy_, 5, = xo. Ein Punkt ¢ € X ist ein Hiufungspunkt einer
Teilmenge D C X, falls fiir jedes € > 0 der Durchschnitt D N (Bc(zo) \ {zo}) nicht-leer ist.
Eine Teilmenge D C X heisst dicht, falls fiir jedes z9 € X und jedes € > 0 der Durchschnitt
D N B(xo) nicht-leer ist.

Definition 10.19 (Zusammenhang). Sei X ein nicht-leerer metrischer Raum. Wir nennen X
zusammenhéngend, falls es keine zwei offene nicht-leere Teilmengen O1,0y C X gibt mit
X = 01U0O,. Wir sagen, dass eine Teilmenge G C X abgeschloffen ist, falls G zugleich offen
und abgeschlossen ist.

Alternativ ausgedriickt ist ein metrischer Raum (X,d) genau dann zusammenhéngend,
wenn es ausser der leeren Menge und X keine weiteren abgeschloffenen Teilmengen von X
gibt. Man beachte auch, dass der Begriff des Zusammenhangs nur von der Topologie und nicht
von der Wahl der Metrik abhdngt. Man sagt auch, dass Zusammenhang eine topologische
Eigenschaft ist.

Definition 10.25. Sei X ein metrischer Raum, D C X eine Teilmenge, g € X ein Haufungs-
punkt von D und f: D — Y eine Abbildung in einen weiteren metrischen Raum Y. Dann ist

yo € Y der Grenzwert von f(z) fiir x — x¢, geschrieben yo = lim,_,4, f(x), falls gilt
Ve > 036 >0 Ve € DN Bs(x) \ {zo} : f(z) € Be(yo)-

Ist 29 € D, so ist wiederum f genau dann bei zg stetig, falls der Grenzwert lim,_,, f(z)

existiert und gleich f(zo) ist.

Definition 10.32 (Wege und Wegzusammenhang). Sei X ein nicht-leerer metrischer Raum.

e Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — X auf einem nicht-leeren Intervall
[a,b] € R mit Startpunkt v(a) und Endpunkt ~(b). Dabei sagen wir auch, dass 7 ein
Weg von ~y(a) nach ~(b) ist.

e Wir nennen X wegzusammenhingend, falls fiir je zwei Punkte z,y € X zwei reelle

Zahlen a < b und ein Weg v : [a,b] — X von = = y(a) nach y = () existiert.



Ubung 10.34 (Zusammenhang v.s. Wegzusammenhang). Zeigen Sie, dass der Teilraum,
X ={0} x [-1,1]u {(t,sin(})) e R? | t > 0} C R?

zusammenhdngend, aber nicht wegzusammenhdngend ist.

Y| Proposition 10.35. Sei O C R? fiir d > 1 eine nicht-leere, offene Teilmenge. Dann ist O

genau dann wegzusammenhdngend, wenn O zusammenhdngend ist.

Proposition 10.39 (Vollstdndigkeit in endlich dimensionalen Vektorrdumen). Se: d > 1.
Jede abgeschlossene Teilmenge von R ist vollstindig. Insbesondere ist R vollstindig.

Satz 10.41 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein nicht-leerer, vollstandiger metrischer
Raum. Sei T : X — X eine Lipschitz-Kontraktion, das heisst, eine Abbildung mit der

Eigenschaft
Ad(T(z1),T(z2)) < Ad(z1,22)

fir alle x1,x2 € X und fiir eine fize Lipschitz-Konstante A < 1. Dann existiert ein eindeutig

bestimmtes xo € X mit T(xg) = xo (ein Fizpunkt von T).

Ubung 10.42 (Notwendigkeit der Annahmen in Satz 10.41).

e Finden Sie einen nicht-vollstindigen metrischen Raum X wund eine Lipschitz-Kontra-
ktion T : X — X, die keinen Fixpunkt besitzt.
e Finden Sie einen vollstindigen metrischen Raum (X,d) und eine Isometrie (das heisst,

eine Abbildung T : X — X mit d(T(z1),T(x2)) = d(z1,x2)), die keinen Fizpunkt besitzt.
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Definition 10.37 (Cauchy-Folgen und Vollstéindigkeit). Sei X ein metrischer Raum. Eine
Folge (x), in X heisst Cauchy-Folge, falls es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir
alle m,n > N die Abschitzung d(z,,x;,) < € gilt. Der metrische Raum heisst vollstandig,

falls jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Wir haben bereits gesehen, dass eine konvergente Folge insbesondere eine Cauchy-Folge ist
(Ubung 6.23) und dass eine Cauchy-Folge genau dann konvergiert, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzt (Ubung 6.24).

Entgegen dem Konvergenzbegriff kann der Begriff von Cauchy-Folgen nicht ausschliesslich

mit der Topologie charakterisiert werden.
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schaften dquivalent. Wenn diese erfillt sind, so nennen wir X einen kompakten metrischen

Raum.

(1) Jede unendliche Teilmenge von X besitzt einen Hdaufungspunkt.

(2) X ist folgenkompakt (das heisst, jede Folge in X hat eine in X konvergente Teilfolge).
(3) Jede stetige, komplezwertige Funktion auf X ist beschrinkt.

(4) Jede stetige, reellwertige Funktion auf X nimmt ein Mazimum und ein Minimum an.
(5) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine Lebesgue-Zahl und X ist total beschrinkt.
(6) X ist dberdeckungskompakt.

(7) X erfillt das Schachtelungsprinzip. Agﬂ

(8) X ist total beschrinkt und vollstindig. T'\:

Proposition 10.54 (Lebesgue-Zahl). Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann hat

jede offene Uberdeckung eine Lebesque-Zahl.
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Definition 10.46 (Folgenkompaktheit und Beschrianktheit). Sei X ein metrischer Raum.
Wir sagen, dass X folgenkompakt ist, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge (mit
Grenzwert in X) besitzt. Ein Teilraum K C X ist folgenkompakt, falls er als eigensténdiger
metrischer Raum folgenkompakt ist. Eine Teilmenge B C X ist beschrinkt, falls es ein Punkt
zo € X und einen Radius R > 0 gibt, so dass B im Ball Br(zo) enthalten ist.

< Da die Definition der Folgenkonvergenz nur von der Topologie (der Familie der offenen
Teilmengen) abhédngt, ist Folgenkompaktheit ein topologischer Begriff. Ganz im Gegensatz
dazu ist Beschranktheit stark von der Wahl der Metrik abhéngig. Betrachtet man beispiels-
weise R mit den Metriken d und d’, wobei d die Euklidsche Metrik ist und d’ die durch
d'(z,y) = min{d(z,y),1} fiir z,y € R definierte Metrik ist, so sieht man, dass R beziiglich
d’ beschrinkt ist. Allerdings ist die durch d’ gegebene Topologie die Standardtopologie (die
durch d gegebene Topologie) auf R. (Wieso?)

Definition 10.48 (Uberdeckungskompaktheit). Sei X ein metrischer Raum.

o Eine offene Uberdeckung @ von X ist eine Kollektion offener Teilmengen von X, fiir
die X = Jpep O gilt. Eine (endliche) Teiliiberdeckung einer offenen Uberdeckung
O ist cine (endliche) Teilmenge O’ C O, welche selbst eine offene Uberdeckung bildet.

e Der Raum X ist iiberdeckungskompakt, falls fiir jede offene Uberdeckung eine end-

liche Teiliiberdeckung existiert.

e Wir sagen, dass X das Schachtelungsprinzip erfiillt, falls fiir jede Kollektion A abge-
schlossener Teilmengen von X mit A1 N...N A, # 0 fiir allen € Nund 4;,...,4, € A
(auch endliche Schnitteigenschaft genannt) auch (44 A # 0 gilt.

Definition 10.51 (Lebesgue-Zahl). Sei X ein metrischer Raum und O eine offene Uber-
deckung von X. Wir sagen, dass eine Zahl > 0 eine Lebesgue-Zahl fiir O ist, falls es fiir
jedes z € X eine offene Menge O € O gibt mit B,(z) C O.

Definition 10.52 (Total beschriankt). Sei X ein metrischer Raum. Wir sagen, dass X total
beschrankt ist, falls es fiir jedes € > 0 endlich viele xq, ..., x, € X gibt mit X = U;-L:l B.(z;).

5)=>(6): S O offene (lberdechmg wn X wrk >0 e
lesbegre - 2ahl  nach (8). Do X thol beseh st, ex.
X,,...)X,\GX mit X = Q. Relxa).
Pee. Def wo v ex. fic dle X &n kel wit
Belx;) < u;,
olso glt X =9|U«.-.
(6) 74?)" 2eige Kontrapasition  vom  endl. Schmc\\’re\unjspmip.
Sei A sine Meme abgs. Telmengen wn X mit
= {ha N
= = 0ALAEAT olfene Uberdecluvg o0 X.
Nach (6) ex. U.,...,Uﬂe(? der  Form™ k= XVA it

X o \‘L=)I U..' )
dh. O <o
(7) =>(8): Ser €>0. Fir A=1X\Belx) \“xé X} gt ,QA,A = o
also (F) = Ix,..xae X DIX\B ) = &

dh. X = UR.x), ol fotd  beechr.
Coi \xdn  Coudy=Tolge in X. Agn. i b aicht) b
(). begtet ouch  lene lon. T{.
=> VaelN: Do= IXul kznd s ags. , e X\ D, JHen sk
= Vae: D, =Dn #&
= A0 #2 ™ Widerspruch.
(8) => (1) Siehe Sk =



Satz 6.15 (Konvergenz von Teilfolgen). Fir jede konvergente Teilfolge (ay, )y einer beschrank-

ten, reellen Folge (an)n gilt

lim ap, € [liminf a,, limsup a,).
s—>00 =500 n—o0

Des Weiteren existiert eine konvergente Teilfolge (an, )i mit limy_,o0 an, = limsup,,_, ., an und

eine konvergente Teilfolge (am, )i mit iMoo G, = liminf, o0 ay,.

Notwerdge  Figerschaft 1 CharuL‘raisiean abgs.
-Fﬁ'( WH‘G\"' llo.47) MBT\SG‘\ dw:\'\ KO‘\VQ'&QI\% (0.3

Satz 10.57 (Heine-Borel). Eine Teilmenge K C R? fiir d > 1 ist genau dann kompakt, wenn

[ sie abgeschlossen und beschrinkt ist. Insbesondere besitzt jede beschrinkte Folge in R eine

konvergente Teilfolge.

Satz 10.59 (Kompaktes Bild). Seien X,Y metrische Riume und sei f : X — Y eine stetige
Abbildung. Falls X kompakt ist, so ist auch f(X) kompakt.

Lemma 10.63 (Eigenschaften der Operatornorm). Seien m,n € N. Dann definiert || - ||op in
der Tat eine (wohldefinierte) Norm auf Mat,, ,(R) und erfillt

|, [Azll2 < [|Allop (2 (10.2)

fiir alle x € R™ und alle A € Maty, ,(R). Des Weiteren gilt fir k € N, A € Maty, ,(R) und
B € Mat,, 4 (R)

[[ABllop < [|Allop[|Bllop- (10.3)

Proposition 10.64. Seien X,Y zwei metrische Riume und f : X =Y eine stetige Funktion.
Falls X kompakt ist, so ist f gleichmdssig stetig.

Proposition 10.66 (Gleichmissig kleine Oszillation). Sei X eine kompakter metrischer Raum
und sei f : X — R eine beschrankte Funktion. Angenommen es gibt n > 0, so dass w(f,z) <n
fiir alle x € X. Dann existiert fir jedes € > 0 ein § > 0, so dass fir alle v € X
w(f,z,0) <n+e
gilt.
Fir n=0 fdgt mit dieser Prop. genou e Ausgoge aus 10.64!

Lemma 10.71 (Vektorraum der stetigen Funktionen). Sei X ein metrischer Raum. Dann ist
fiir jedes d > 1 die Menge

C(X,R%) = {f (X - R? | f st stetig}
mit den (punktweisen) Verknipfungen

frg:ze X f(z)+g(),
AMize X Af(x)

fiir f,g in C(X,R?) und A\ € R ein Vektorraum.

/Bea‘ Siehe Ardysis T.

B = Folgt el aus 1047
! S Se (%) Fdge n U, dso beschr per Amahme, obh.
Viei4,.., 87 st (mlxd, cudh  besohr.
Nach Satz 6.15  exshert
* eine Tei\fo\je (0, L10), von ()a, s (10 (oD kon.
* Sine Te(\fo\je (nlw\\.‘ vop lh.lk\\h s.d. ('\T,(Xntm\)u konw.

* @ine Te(\fo\je l\’\alk\\.‘ yon (ﬂd_‘lk)\,“ s.d. (T(AXNU.)\)I. konw.
Fac (nde= gy gt o
Viett,,ad:  (M5lxa)),  Low.
wd  Somit ke,  ouch (Xm)h.
Do K obas. ish legt der GN rach 107 auch in U.
Damit ig U folgenlompald

B Sei O dene ﬁbero‘ecbuﬂg von PIX). Da P selig ist, ist
W | ue o3
olfene t_lbero\echS wn X, M {dgt ]
X lompabt = JU, . UG X = UPTw)
= p(x) = DU
= {Uh, -, Us} erdl. Uberdeckug von P1XI
= 20 Lompal,

Bew % £>0. Do £ s+e+|‘5 ish, g
v

: VxeX Iy >0 P(8,.14) € B, £,
2udem it O= 18,.19 IxeX1 offene ﬁhe(decbunj von X.

d-h. Vxee X Txe X Bgles) €By,(x)
Aso it P(BsX) € P(Byx)
< Ber (P(x) >/ fu )
€ Re(Plx.)).

&

A

\Bﬂ- Gleiche ldee Wie m Bew. wn 10.64

Da X lowold ist, ex. alo ene lesbege-2aN $>0 fac O,

Definition 10.62 (Operatornorm). Die Operatornorm einer Matrix A € Maty, ,(R) ist
durch

[Allop = sup [ Az]}2
zER™:||z|2<1

definiert.

Definition 10.65. Sei f : X — R eine beschrinkte, reellwertige Funktion auf einem metri-

schen Raum X. Fiir z € X ist die Oszillation oder Schwankung von f bei  durch
L) =1 o 8
w(f,z) = limw(f, z,0)
definiert, wobei fiir 6 > 0

w(f,,6) = sup f(Bs(x)) — inf f(Bs(x).

Es gt wlfx) =0 g d w sletg m x sk
WX ‘misst de Unsteligler kei x.



Proposition 10.73 (Vollstandigkeit des Raumes der stetigen Funktionen). Sei K ein kom- Bew: (cler Vo\\s*'ardijle‘uﬂ
pakter metrischer Raum. Dann definiert e (Y. CF 5.53\. N oo
= VXK Vom el [ £alx) = Balxll, = - Pl
11 = sup 1£(2)lz = mavs 1) ; 5t e i o
zek S = Wxell i@ (Pald), CF in R
48 b
eine Norm auf C(K,R?), die sogenannte Supremumsnorm, und C(K,R?) ist beziiglich die- vo &il \\:3 = VYxek: £ x) = fim Falx) ah (£ )  kbow. Punbtueise 9s3en
n>
ser Norm vollstindig. Des Weiteren konvergiert f, € C(K) beziglich der Norm || - || gegen eine  Funltion P:K—R
fe C(K) genau dtm—n, wenn fp, gleichmdssig geger.z, f konvergiert, das heisst we-nn es zu jedem So £°0.0om &< on NEN <o
€ >0 ein N € N gibt so dass fir alle n € N mit n > N und alle v € X die Abschdtzung
] - <
| fale) = f(@)ll2 < & gitt. Vo,m =N Vxexs I £l Rall, =< €

Mt m— @ fo\g{-
VnanWxeX: I (x) = Pl < &,
dlso Vozn: |\ Pa- P,
womit  [Pda g gegen P lonv. ne £ iy stelig
Es gt I&-21<€.Do H setg is, fgt
Vx. €X 3%>va€85m\ Rl ~ Pulxall, < €
= - qolxa\lh \\-Pl*\-%.lx\ By + Nguilxd) = Bulxollly* Dpulxad = ixA N,

< e.
Dot ist  CULRY)  vollst eyt -l =
Ubung (Challenge — Satz von Arzela-Ascoli). Der Satz von Heine-Borel beschreibt die kom- 8oyt Qlidae:
pakten Teilmengen von RY fiir d > 1. In dieser Ubung mdéchten wir die kompakten Teilmen- / (e
gen in einer weiteren Situation beschreiben. Sei K ein kompakter metrischer Raum und sei = SQ’ J L(OMPO“H T Obm nach 1047 "b?is urc) &ES\CN F é’“‘i] e“ﬂeo'v'ele“
eCllen
F C C(K) eine Familie stetiger Funktionen, wobei wir C(K) mit der Norm || - ||« ausstatten. F tokd hesdv =3 L., P VPEF © win ( \H—’ Pillw) < €. (iRl

€f4,.
Zeigen Sie, dass F genau dann kompakt ist, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt =t

sind: Da K lompakt ist, sied ole $EF glm. s*c’ris , dio Sx. en 8§20 5.
e F ist abgeschlossen. v-j€§4,...,n\ Ux,yelh: dixy) <8 = [£;1x) - P50\ < €.
o F ist beschrinkt. Doraus ? b" A- unal
< = - < x) - + X
o F ist gleichstetig. Das heisst, es gibt fiir alle e > 0 ein § > 0, so dass fir alle f € F und V:P er VX,yG W: dlx, v) 3 |20\ Pl ]}Dl ) 7?‘-\["” il =501+ le5ly)~ 2wl
fir alle v,y € K gilt d(z,y) <0 = |f(x) — f(y)| < e. < e

= S F abgr., besdv. und 850}‘8"9*"3 urd )e ee Folge n T

AU dokal besche. = Pnel ex. endl. vidle Rale wmt Rodius ‘ﬁ, de ¥ oherdeclen
= obsshlbare Vereingmg Gber olle n und den aa?ﬂﬁe}ﬁfher\ (ecd!. velen) Zenten

ot eine obeanlbae dichle Telmerge D =ixilien von K.
DF beshe. = VxeD: (pbode besch = (LN hat low TH.
Wahle nun subzessive: R Diccamlg‘a\se

* eine Te:\fo\je (Y\._,‘\., von ln)y, s.d (?n._.(x.))k konw.
' Sine Te(\fo\je (Y\,,.‘\k vop (\'\..‘ kK S- d. (‘?n, (x,))k korw.
* e TeQ\]co\Se khg,.,\., von ln,. s.d. (*?n,,,(xg))u konw.

dann (N, =N e D'agsmwolse.
= ¥YxeD  lan  (Polx) ggen  Sin P eR = dies o\e\- eine  Funkbion #: D —F.
=7 ¢ gm- m\ehs) da F g\e:chs\eh'g it und P lasst  sich e:r\Jeuh'S
2zu eirec stetigen Tunldion P: K — R ecueiten, oo D ohicht in K legh
Zudecn  Lonv [Po)i @M. gegen P = (Podi loav brg Wlo geyen P
Do T obgs. ist, qil dsw P€F. Dies zeia\, dass F 'fo\sen\\mpu“- ist, o



Il. MenrDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHNUNG

Proposition 11.6 (Matrixdarstellung des totalen Differentials). Sei U C R™ offen und sei
f:U = R™ bei xg € U differenzierbar. Dann existiert fiir jedes v € R™ die Ableitung von f

entlang v und es gilt

(%f(wo) = onf(v)'

Insbesondere ist die totale Ableitung Dy, f eindeutig durch die partiellen Ableitungen bestimmt

und es gilt

Dy f = (01f(20),- - .,0nf(20)) € 1\'Iatrrz,n(]R)7

wobei letzteres auch die Jacobi-Matriz von [ bei xg genannt wird.

Wichtige Ubung 11.7 (Summen- und Produktregel). Sei U C R" offen und seien fi, fo :

U — R™ Funktionen. Angenommen f1 und fo sind differenzierbar bei xo € U.
(i) Zeigen Sie, dass f1 + fa bei xo differenzierbar ist und
D.’I,'() (fl + f2) = D.’I;ufl + D.’I:l)fQ
erfillt.

(ii) Sei jetzt m = 1. Zeigen Sie, dass f1 - fa bei xo differenzierbar ist und

Day (f1f2) = f2(x0) Dag f1 + f1(x0) Dag fo

erfillt.

Lemma 11.8 (Differenzierbarkeit via Komponenten). Sei U C R™ offen und f : U — R™
eine Funktion. Dann ist f genau dann bei xog € U differenzierbar, wenn die Komponenten

f =g o f fur jedes k € {1,...,m} bei xo differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

D.r,o fl
Dz()fm

V|Satz 11.10 (Existenz der totalen Ableitung). Sei U C R™ offen und f : U — R™ eine
Funktion. Falls fir jedes j € {1,...,n} die partielle Ableitung 0;f auf ganz U existiert und

eine stetige Funktion definiert, so ist f auf ganz U differenzierbar.

d

Baa‘)\\\g. gt Plxor h) = P %) = Delh) * ol %J-( h— 0.
Sei veR" ud seke h=w far s—O0.
Dam gt

o Flxe + ) - Plxa)
gv'-?(xo) = s‘l_t::) S

@ D) # ols)
- \\m S
-0
Dx,f \{r\ea.r\ ':;0
=$|_::g(b,,£(v\ + al1) = Dx,Plv).

lnshesondere  ex. Yiei, . n

sind genau O‘\'e Spgl’«en o'er :Somb:~Mahix.

B (fGc n=2)
Mt W8 gsei ORJA m=4 S x€U bel

Fuge we fo\g*’ gewet Terme ein, um den A-dim. MW-Sate onzuuendn
Lanst. in clec 1. Vasioble

Lot in dec 2. Vadable

;P xe) = 9e;Plt) = DuPles) und  clies

P+ h) =200 = Plarh, xrh) = Plx,xrhy) * Pl xarh) - Plx,x0)

= PL5, xath) he  + 9P, t)h,
fite gewisse §. €lx, x+h) wund § €K, X +ha ).
Fae by =(9205, xarh) - 02h, + (920x,, - 2,20,
Plx+h) - Pix) = 9,20, + 9, P(x)h, + alx,h).

Dy flh) = (9, £1x) Hm\(:;)

Sil'l- nun

Fac IN—0 {dgt h,\h—0 und &—x, =% und
wi  Stetighet wo 98,8.P fdgt  tun

slxh) hog
ni O

)

dso  wix,h) = oliel) {ac W—0.Domt ist £ cuf gz U diffbar

O

(%, xarha) = x+he,

/X=lx.,x,)eu

Dl-dim. MW -Sat=

Definition 11.1. Ein Gebiet in R™ ist eine nicht-leere, offene, zusammenhéngende Teilmenge

von R"™.

Definition 11.3 (Totale Ableitung). Sei U C R™ offen und f : U — R™ eine Funktion.
Dann heisst f bei zg € U differenzierbar (oder ableitbar), falls es eine lineare Abbildung
L :R™ — R™ gibt, so dass

D"DP

~—

f(@o + h) = f(zo) + L(h) + af(xo, h)
und af(zo, h) = o(||h]]) fiir h — 0 oder dquivalenterweise

o 1o+ B) = £(zo) = L)

=0
h—0 12|

gilt. Die lineare Abbildung L wird die totale Ableitung, das Differential oder die Tangen-
tialabbildung genannt und als Dy, f, df(zo), Df(z0) oder auch f'(z¢) geschrieben. Weiter

heisst f differenzierbar, falls f bei jedem Punkt in U differenzierbar ist.

Definition 11.5 (Ableitung entlang eines Vektors). Sei U C R” eine offene Teilmenge und
f U — R™ eine Funktion. Die Ableitung von f entlang eines Vektors v € R” ist an
einer Stelle zg € U durch

. A xo+ sv) — f(x
90 f(z0) = lim f(@o + sv) = f(z0)
5—0 S
definiert, falls der Grenzwert existiert. Falls ||v|| = 1 gilt, so spricht man auch von der Rich-
tungsableitung in der Richtung v bei xg.

Im Spezialfall, wo v = e; fiir ein j € {1,...,n} ist, wird der obige Grenzwert

f(xo + sej) — f(xo)

S

9;f(0) = e, f (x0) = lim

auch die partielle Ableitung in der j-ten Koordinate (oder der Variable z;) bei zo genannt,

falls er existiert. Wir schreiben mitunter auch %(10) oder 9, f(zo). Existiert die partielle
g

Ableitung in der j-ten Koordinate an jedem Punkt in U, so erhdlt man also eine Funktion

0;f U > R™.

(% +he ) xa4h) = x +h



Satz 11.13 (Kettenregel der mehrdimensionalen Differentialrechnung). Seien k,m,n > 1,
U CR™ offen, V. C R™ offen. Weiter sei f : U — V bei zg differenzierbar und g : V. — R¥ bei
f(zo) differenzierbar. Dann ist go f bei xq differenzierbar und die totale Ableitung Dyy(go f)
bei xg ist durch die Verknipfungen der linearen Abbildungen

D.Tl)(g o f) = Df(:t(])g o Dz[)f (112)

gegeben.

Satz 11.14 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen auf R™). Sei U C R™ offen und
f:U — R differenzierbar. Sei xg € U und h € R™. Falls zo + th € U fir alle t € [0,1], dann
gilt

f(xo+h) — f(xo) = Def(h) = Onf(§)

fiir ein & = xg + teh mit te € (0,1).

Korollar 11.15. Sei U C R™ ein Gebiet und sei f: U — R™ differenzierbar mit Dy f = 0

B fiir alle x € U. Dann ist f konstant.

Korollar 11.17. Sei U C R" offen und sei f : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion.
Ls Dann ist f lokal Lipschitz-stetig. Falls U zusatzlich konvex und die Ableitung beschrinkt ist,

dann ist f sogar Lipschitz-stetig.

4-dim. W Sofe

o«

Satz 11.20 (Satz von Schwarz). Sei U C R™ offen und f : U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle j, k € {1,...,n}

DjOf = k05 f

auf ganz U.

Plag +h) = Plxe) + D0 *+ oplx 0

mt  dplx,b)=olin)  fic h—>O
und fGr Yo = £ %) ai“'
ot RV = @, + Dy GIR) + dglye, h)
s ople, R) =0lin) fac W — 0.
Setee h= Rlxerh) - Px) =20, do £ sieky ist

=Dx R +splx,, h)
h enseteen  liefect
21k th) = F(Plx) + Dy gl DaPh + Splxe b)) + srglxe, i)
=3P + Dy g °DxePM + goplxe,h)
fxe Sgop %o, W) = Dyglopl W)+ wgly,, £1xerl - Lixe)).
Nun gl ogep (X, h) = o) fixc h— 0 (=siehe Shrpt -far Details)
womit  Diffexleit von goP und dhe Ve“emege\ folgh-

Bax Sei  ¢: [0,4] R, tr— Plx,+th).
Noch der mehdim. Uetenregel st ¢ Afoar urd s 3iH
Yl = D, P)h €R.
Noch  dem 4~dim. MU-Sotz ex. en
el — ploy = @'(ty)- 4~ 0)
= Plxerh) - Plx) = DL ()
§= Xo + t5h.

ts€(0,4) mit

fiie

~G: Mt 1.8 coi ORJA m=4. S&¢ oUW und

U'=Ixel | £kx) = £lx)}.

Oa -+ s+c4-i3 ish, e U = LT iPN obss.
See xel. Da U offen ist, ex. en €>0 wit Belx) €A,
Do sich jeder Runld yeBe(x) mt sinem geradem lAeB mit X  velonden st
fogt aus 1a: Fsell: 2lyp- P =DyPly-«) = O

= Py)=2K = yel = Re(x) U
Domt  ist ' queh Oﬁen, dh. obsgc&\\ofkn,
Da U zewh. s+ und U'# 2, -‘io\s{' U=U', tomt £ honst. jsk

B Cei OBAA m=41.
ﬂ/AQn- U it lonex und e AW beshe, dh ey ex. M=20,
s.d. Véel: IDjPlep =M. Do U lowex i fogh mik

dem dlg. MW-Soh
120 = LN I= DRl -y)l = M-Ux-yi,
Womit P L-stetig ish

MA“S. betadhe {ﬁc x €Wl wm U = Beln fac €20 len Jo,
dass B el und ede W) af Pl oo

Bat Sei ORJA n=2 und (xy) €U Pec deb git
Ay Fxth,y) — By Llxwy)

gxgy}g(x,\,) =h|Er; "
= . Pbernyrs) - Plx, yrs) = Plxah,y) £ Plx,y)
fim L =
=20 $~0

Def @:R—R t+—>p(x+4,y+s)- Plx++, y) ud wende den A-dm MU-Sate
ouf o.t] an, dh e ex. en f,€(x,x*h), s d.
Plxerh,yrs) - Plx, yrs) = Plxrhy) + Llx,y) = glt) - glo) = g'lp)- b
= (902U, y45) - 2, v)

af ©

O

Definition 11.11. Wir nennen eine Funktion f : U — R™ auf einer offenen Teilmenge

U C R" stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und die Ableitung
z € U Dyf € Maty,n(R)

stetig ist.

Seezialfal n=4: Ueftervegel) °ﬁ§”
S IeR dso en oﬂer\es ldocvall yo: T — vep™ dfbarer Wy
und P VR diffiar.

mm

. /—}/_imh

.
A} 7

Dasn ist Pog:T—R* e Aiffoarer Weg mt Ab\e}’ruﬂg

(£ op)'lt) = D y? - ¥l Viter
— Mg
kxm x4
It 2usatzlich k=4 so Ael-
qrad 21x) = v 2Ix) = (Dxf)T €R™ (Spalienelior)

den Grodientea won P an der Stele xeV.
Es ﬁiﬂ 12051 = Dy ' W)

= (g flp ey, ' () Vtel

(Deometrische Inte¢pretotion:
Se UER" ofin, P U—R kel x€U difbar und veR
ok vl =4
Die E\'CHMYSSO\)HW\?’
WP = Dxplv) = (ﬁ&)
= 19PN Nvll- cosk
Wird  moximal S.O\-w- v in diesebe Eich'\ur\\% we VA ze;alr
vnd (RE-AEN1 I, ﬁeich dieser  pnaximolen E\'c\\*u\r‘sso\)\é&w\a.

Definition 11.16 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion f : X — Y zwischen zwei
metrischen Rdumen X,Y heisst lokal Lipschitz-stetig, falls fiir jedes zg € X ein ¢ > 0

existiert, so dass f|p, (z,) Lipschitz-stetig ist.

Definition 11.19 (Hohere stetige Differenzierbarkeit). Sei U C R” offen und f : U — R™ eine
Funktion. Wir sagen, dass f zweimal stetig differenzierbar ist, falls f stetig differenzierbar
ist und fiir alle j, k € {1,...,n} die partielle Ableitung Jj f : U — R™ wiederum eine stetige
partielle Ableitung 0;04 f besitzt. Im Allgemeinen heisst f d-mal stetig differenzierbar fiir
ein d > 2, falls f stetig differenzierbar ist und fiir jedes j € {1,...,n} die partielle Ableitung

(d — 1)-mal stetig differenzierbar ist. Weiter sei
CUU)={f:U = R| f ist d-mal stetig differenzierbar}

die Menge der d-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf U. Wir sagen, dass
eine iterierte partielle Ableitung einer d-mal stetig differenzierbaren Funktion f : U — R
Ordnung ¢ fiir £ € {1,...,d} hat, falls genau £ partielle Ableitungen auf f angewandt wurden.
Des Weiteren nennt man die Funktion f glatt, falls sie beliebig oft (also fiir alle d € N d-mal)

stetig differenzierbar ist.



Korollar 11.21 (Satz von Schwarz). Sei U C R™ offen und f : U — R™ d-mal stetig
differenzierbar. Dann spielt die Reihenfolge der partiellen Ableitungen (bis zur Ordnung d)
keine Rolle.

Satz 11.22 (Taylor-Approximation mit Integralrestglied). Sei U C R" offen und f : U — R
eine (d + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Sei x € U und h € R™, so dass v +th € U
fiir alle t € [0,1]. Dann gilt

d
flz+h) = +Zyah D)+ R, (11.5)

k=1 —
\aw ey

wobei das Integralrestglied Rf durch HE = DA = j‘:hi'gif
=t

Rﬁ’d(h):/ol (1;) (O f) (z + th) dt.

gegeben ist. Insbesondere ist fir h — 0

AL
d T
fe+h) = +Z% (0 1) () + O(R]|*Y). (11.6)
k=1

Dabei bezeichnet 0y f die k-fache Ableitung von f entlang des Vektors h. Wir erinnern

daran, dass

Onf =h101f+ ...+ hpOnf.

Auch die hoheren Ableitungen 8,’1“ f lassen sich als Linearkombinationen partieller Ableitungen
der Ordnung k auffassen, wenn man die Potenz formal ausmultipliziert. Zum Beispiel gilt fiir

den quadratischen Term bei z € U

[02f] () = [On(h10Lf + ... + huOn f)] ()
= Zh 0105 f)(x) = Z hihj;0; f (x) = h'H (x)h (11.7)
i,j=1

fiir alle h € R", wobei H () wieder die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen bei z bezeichnet.
Wie im eindimensionalen Fall wollen wir die Approximation in Gleichung (11.5) (oder auch

(11.6)) die Taylor-Approximation d-ter Ordnung nennen.

Korollar 11.25 (Lineare und quadratische Approximation). SetU C R" offen und f : U — R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle x € U

fla+h) = f(z) + (V£ (), h) + O(||hII*)
und genauver OxPlh)
fl@+h) = f(z) + (Vf(x),h) + 5h'H(@)h + o(||l|*)

fiir h — 0, wobei H(x) wieder die Hesse-Matriz von f bei x darstellt.

Proposition 11.29 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Se: U C R™ offen, sei
f U = R eine Funktion und sei xo € U ein Punkt. Falls f in x¢ ein lokales Extremum

annimmt und f in xy differenzierbar ist, so ist Dy, f = 0.

e

Dot '?o\g’r (
gxgy'P(X;‘{):"h\;:;Em 9x¥(§h,y+s;;gx£(fh,y))'}(
- o by 2181 0P, ¥ Dé%’gg:?)‘gﬁem.v).
MF 3% fdgh also 9dPlxy) = 9,0 Pluy).

Um zu veranschaulichen, wieso Satz 11.22 gerade die mehrdimensionale Version von Theo-
rem 9.46 ist, wollen wir diesen hier in Multiindexnotation darstellen. Wir setzen fiir o € N
und h € R"

h® = h{t---hon

sowie a!l = !+ - ). Sei U C R™ offen und f : U — R eine (d+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Sei z € U und h € R™, so dass x + th € U fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann gilt

fe+h)= >

aeN:[|lal1<d

6P f(a)h® + RL (1) (11.10)

wobei

RL,W=@+1) Y /1 w(‘)"‘f(:n-i—th,) dt. (11.11)
0

[e ]
acNy:|la|li=d+1

Spricht man von Taylor-Approximation (insbesondere in der Literatur), so ist meistens die
Form in (11.10), (11.11) anstelle von (11.5), (11.6) gemeint.

Wir bemerken an dieser Stelle ebenfalls, dass der Hauptterm auf der rechten Seite von
(11.10) genau wie in der eindimensionalen Taylor-Approximation ein Polynom darstellt

diesmal allerdings in d Variablen.

&Akﬁn P ot 0 X €U OBIA en lololes Mox.  am.

Dom gt {ur ale jei,..nl:
€0 fir h llewn gerlrg

o +he; (
-+ 9;8(%) "hm—ﬂx rhed)” e =0

* Pl

Dasaw {o‘gi’

-\ Pxc +hes)— Llxs)
e T P 1 [P

Dx? =0

Die Hesse-Matrix H(z) = (H;;j(x));; € Maty,,(R) bei € U einer zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktion f : U — R ist gegeben durch

Hij(z) = 0:9; f (x)

fir 4,5 € {1,...,n}. Der Satz von Schwarz (Satz 11.20) besagt nun genau H;;(x) = Hji(x)
fir alle 4,5 € {1,...,n}, also dass H(z) eine symmetrische Matrix ist.
Die hoheren partiellen Ableitungen einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R auf

einer offenen Teilmenge U C R™ konnen also alle in die Form
f=080...00mf

gebracht werden, wobei die einzelnen Komponenten von @ € Njj angeben wie oft wir nach den
einzelnen Koordinatenrichtungen abgeleitet haben (und 8;))‘ = f fiir alle j = 1,...,n). Der

Satz von Schwarz nimmt in dieser Notation die Form
P f=0Pof=0""Pf

fir o, 3 € N an, wobei f auf U als ||o 4+ B]|1-oft stetig differenzierbar vorausgesetzt wird.

Wir bezeichnen in diesem Zusammenhang o = (v, ..., a,) € Nj als einen Multiindex.

Definition 11.28 (Extrema). Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge X. Dann
sagen wir, dass f in Tpax € X ein Maximum annimmt, falls f(z) < f(zpax) fur alle x € X
gilt. Die Funktion f nimmt ein striktes Maximum in Zpyax € X an, falls f(z) < f(Zmax)
fiir alle z € X \ {Zmax} gilt. In beiden Fillen bezeichnen wir f(Zmax) als das Maximum
von f. Analoge Begriffe definiert man fiir das Minimum. In beiden Féllen sprechen wir von
(globalen) Extremwerten.

Sei nun X ein metrischer Raum. Dann sagen wir, dass f in xyax € X ein lokales Maxi-
mum annimmt, falls es ein § > 0 gibt, so dass f(z) < f(@max) fiir alle € Bs(zmax). Weiter
nimmt f in zpax € X ein striktes lokales Maximum an, falls es ein 6 > 0 gibt, so dass
f(z) < f(Zmax) fir alle * € Bs(Tmax) \ {Zmax}. In beiden Fillen wird f(zmax) als lokales
Maximum bezeichnet. Die Definition eines lokalen Minimum ist analog und beide werden

als lokale Extremwerte bezeichnet.



quadabsche Taylor ~Approxinmation

Korollar 11.32. Sei U C R"™ offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, o € U ein
kritischer Punkt und

n
Q(h) . Z 6,(')Jf(:c0)hzhj
ij=1
die quadratische Form assoziiert zur Hesse-Matriz H(x) von f bei zo. Dann gilt
e [st Q positiv definit, so nimmt f bei xg ein striktes lokales Minimum an.
e [st QQ negativ definit, so nimmt f bei xg ein striktes lokales Maximum an.

e [st Q indefinit, so hat [ bei xg kein lokales Extremum.

Satz 11.33 (Charakterisierungen von Definitheit). Sei A = (aj;)i; € Mat, (R) eine symme-
trische Matriz. Dann gilt

e A ist genau dann positiv definit, wenn alle der folgenden Determinanten positiv sind:

o a ailr a2 ai3
11 a2
ajp, det , det | asy age ags |, ...

azy a2

det(A).

azr az2 a3

o A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist, was genau wechselnden

Vorzeichen der Determinanten beginnend mit negativen Vorzeichen entspricht.

e Falls A nicht-degeneriert ist und weder positiv noch negativ definit ist, dann ist A inde-

finit.

Satz 11.36 (Differentiation unter dem Integral). Sei U C R™ eine offene Teilmenge, a < b
reelle Zahlen und f : U X [a,b] — R stetig. Dann definiert das Parameterintegral

b
F(z) = / flz,t)dt

fir x € U eine stetige Funktion F : U — R. Falls zusdtzlich die partiellen Ableitungen O f
fiirk =1,...,n existieren und auf ganz U X [a,b] stetig sind, dann ist F stetig differenzierbar

und es gilt

b
akF(x) = / 8kf(x, t) dt

firallex € U und k € {1,...,n}.

Korollar 11.38. Sei U C R™, seien a < b reelle Zahlen und sei f : U x (a,b) — R stetig mit
stetigen partiellen Ableitungen O f fir k € {1,...,n}. Seien des Weiteren o, 3 : U — (a,b)
stetig differenzierbar. Dann ist das Parameterintegral mit verdinderlichen Grenzen

B(x)

F:xEUH/ flz,t)dt

a(x)
stetig differenzierbar und fir k € {1,...,n} gilt

B(x)
O F(z) = f(z,B(x)) OxB(x) — f(z,a(x)) Opa(x) +/ Opf(z,t)dt

a(z)

fiir alle x € U.
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Definition 11.30 (Kritische Punkte). Sei U C R" offen und sei f : U — R eine differenzierba-
re Funktion. Ein Punkt x € U heisst kritischer Punkt von f, falls D, f = 0. Ist allgemeiner
f eine differenzierbare Abbildung von U nach R™, so ist € U ein kritischer Punkt, falls D, f
Rang kleiner als min(m,n) hat.

Weiter nennt man x € U einen reguldren Punkt der Abbildung f : U — R™, falls z
kein kritischer Punkt von f ist. Das Bild eines kritischen Punktes unter f nennt man auch
einen kritischen Wert; Punkte in R™ im Komplement der kritischen Werte von f heissen

regulidre Werte.

Definition 11.31. Sei A € Mat, ,(R) eine symmetrische Matrix (das heisst, A® = A).

Dann nennt man die Abbildung

Qa:veER" = vl Av

die zu A assoziierte quadratische Form in n Variablen. Die quadratische Form Q4 oder

auch die Matrix A heisst
e positiv definit, falls Q4(v) > 0 fiir alle v € R™ \ {0},
e negativ definit, falls Q4(v) < 0 fiir alle v € R™\ {0},
e indefinit, falls w_,w; € R™ existieren mit Q4(w4) > 0 und Q4 (w—) < 0, und

e nicht-degeneriert, falls det(A4) # 0.
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Lemma 11.44 (Reparametrisierungen und Richtungsumkehr eines Weges). Sei U C R™ eine
offene Teilmenge, f : U — R™ ein stetiges Vektorfeld und sei vy : [a,b] — R ein stetig
differenzierbarer Weg fiir a < b. Dann dndert sich der Wert des Wegintegrals fﬂ/f- ds nicht
unter (orientierungserhaltenden) Reparametrisierungen von .

Weiter gilt fiir den umgekehrten Weg 7 : t € [—b,—a] — ~v(—t) mit 3(—b) = ~(b) und

Y(~a) =~(a)
/Vf ds:f/y,ﬁ ds.

KeHemeSel —D(Kere(\-\-ia\ion unter dem \n’r%ml
Sgfe Yon [Somrz— Existere der Jotalen Ableitung

Satz 11.49 (Stammfunktion). Sei U C R™ ein Gebiet und f : U — R™ ein stetiges Vektorfeld.
Dann ist f genau dann konservativ, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion F: U — R
mit f(xz) = VF(x) fir alle x € U gibt.

Des Weiteren gelten fiir ein stetig differenzierbares konservatives Vektorfeld f und deren

Komponenten f1,..., fn die (partiellen) Differentialgleichungen

Oifr=0kf; ~ ln’rESmHli’rﬁ\-sbedir@xrBen

fir alle j,k € {1,...,n}.

Die differenzierbare Funktion F' in obigem Satz iibernimmt die Rolle der Stammfunktion
im Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung und wird auch das zum Vektorfeld
f assoziierte Potential (Potentialfunktion) genannt. Diese Funktion existiert aber nicht

fiir alle, sondern nur fiir gewisse (eben konservative) Vektorfelder.
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Definition 11.40 (Stiickweise differenzierbare Wege und deren Léngen). Ein (wie immer
stetiger) Weg 7y : [a, b] — R™ heisst stiickweise (stetig) differenzierbar, falls eine Zerlegung
3={a=s0<...<sg =Db}von [a,D] existiert, so dass |js,_, o, fiiralle k € {1,..., K} stetig

differenzierbar ist. Die Lénge des stiickweise differenzierbaren Weges ~ ist definiert durch

K K s
L) =YL =Y / o0y (5)]] ds.
k=1 k=1

Sk—1

Eine Zerlegung 3 wie oben werden wir eine fiir die stiickweise differenzierbare Funktion er-

laubte Zerlegung nennen.

Definition 11.43 (Wegintegral eines Vektorfelds). Sei U C R”™ eine offene Teilmenge und
sei f: U — R"™ ein stetiges Vektorfeld. Wir definieren das Wegintegral des Vektorfelds f
entlang eines stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — U durch

[ra=] (6 (9) ds

Ist v : [a,b] — U stiickweise differenzierbar und 3 = {a = s9 < s1 < ... < sg = b} eine er-

laubte Zerlegung von [a, b] fiir 7, so setzt man wiederum
K
/ f-ds= Z / f-
2l

k=17 s_1.58]
Definition 11.46. Sei U C R" ein Gebiet und f : U — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann
heisst f konservativ, falls Wegintegrale des Vektorfelds f nur von Anfangs- und Endpunkt

ds.

abhéngen. Genauer formuliert, falls fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Wege v : [a, b] —
U und 7 : [d,b'] = U mit v(a) = n(a’) und v(b) = n(b') gilt

/Wf~ds:/n.f~ds.

Eine Schlaufe in einer offenen Teilmenge U C R™ ist ein Weg mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt (das heisst, ein Weg v : [a,b] — U mit y(a) = v(b)). Ob ein Vektorfeld konservativ

ist oder nicht, lasst sich auch mit Schlaufen charakterisieren.

Ubung 11.48 (Schlaufencharakterisierung). Zeigen Sie, dass ein stetiges Vektorfeld f : U —
R™ auf einem Gebiet U C R™ genau dann konservativ ist, wenn fir jede stiickweise stetig
differenzierbare Schlaufe v in U gilt f,y f-ds=0.



Satz 11.52 (Integrabilitatsbedingungen auf sternformigen Gebieten). Sei U C R™ offen und
sternformig. Ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : U — R™ ist genau dann konservativ,

wenn [ den Integrabilititsbedingungen
Ok fi = 0jfx

fir alle 3,k € {1,...,n} gendigt.
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12. ANFANGE DER DIFFERENTIALGEOMETRIE

Satz 12.1 (Stetige lokale Losungsfunktion). Seir > 0 ein Radius und seien xg € R", yo € R™
Punkte. Wir betrachten die offene Teilmenge

BY(z0) x BY " (y0) = {(z,y) € R* x R™ | ||z — zoll2 < r und ||ly — yoll2 < r}

von R™ x R™. Sei F : BX" (z9) x BR" (y0) — R™ eine stetige Funktion, die die folgenden drei
Bedingungen erfiillt:

] F(:I;(),y()) =0.

e Die partiellen Ableitungen
Oy F : BX (x0) x B*" (y9) = R™

existieren fir alle k € {1,...,m} und sind auf BX" (z0) x BX" (yo) stetig.

e Die totale Ableitung A bei yo der Abbildung y € Br(yo) — F(xo,y) ist invertierbar,
das heisst, die Matrizv A = (0y, Fj(x0,%0))jx € Maty, m(R) hat nicht-verschwindende
Determinante.

Dann ezistiert ein offener Ball Uy = Ba(xo) um xo und ein offener Ball Vo = Bg(yo) um yo
mit o, 8 € (0,7) und eine stetige Funktion f : Uy — Vp, so dass fir alle (z,y) € Uy x Vy die
Gleichung F(z,y) = 0 genau dann gilt, wenn y = f(x) gilt. Insbesondere ist f(xo) = yo.

R ™
B xo) x Br(Yu) 3
'F
L
0 L T Ge) 10
sngnenge s
Glsys. Flx,y) = 0

in won
e, ye 9

s n
%o R

Satz 12.2 (Differenzierbarkeit der lokalen Losungsfunktion). Seien r > 0, xg € R™, yo € R™
und F : B.(xg) X By(yo) = R™ mit den FEigenschaften aus Satz 12.1 und sei f: Uy — Vi die
stetige lokale Losungsfunktion aus Satz 12.1. Angenommen F ist d-mal stetig differenzierbar
fur d > 1. Dann ist die stetige Losungsfunktion f ebenso d-mal stetig differenzierbar und die
Ableitung von f bei x € Uy ist durch

D, f = —((8,F)(z, f(x))) " (8. F)(x, f()) (12.3)

gegeben.

Dabei bezeichnet 9, F(z,y) die Matrix der partiellen Ableitungen von F' in den Koordina-

tenrichtungen der Variable 2 € B,.(x) ausgewertet an der Stelle (z,y), das heisst,
0. F(x,y) = (8I]E(:1:, y))i]. € Mat,;, »(R).
Alternativ konnte man, konform mit unserer bisherigen Notation, auch schreiben

aTF(‘Ll/) = DT(F(U))

womit also 8, F (x,y) die Ableitung nach x unter Festhalten von y an der Stelle (x,y) bezeich-

net. Analog ist 8, F(z,y) die Ableitung nach y unter Festhalten von 2 an der Stelle (z,y)

0yF(x,y) = (9y,Fi(x,y)),; € Maty,m(R).
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Falls bereits bekannt wire, dass f in der Tat differenzierbar ist, so wiirde (12.3) auch aus
der Kettenregel folgen. Um dies zu sehen, nehmen Sie zuerst m = n = 1 an und wenden die

> Kettenregel auf F(x, f(x)) = 0 an. Der allgemeine Fall ist bloss in der Notation schwieriger.




Satz 12.5 (Satz zur inversen Abbildung). Sei U C R" offen und f : U — R™ eine d-mal
stetig differenzierbare Funktion mit d > 1. Sei zy € U mit invertierbarer totaler Ableitung
D.,f € Mat,, ,(R) (das heisst, zo ist ein regularer Punkt von f). Dann gibt es eine offene
Umgebung Uy C U won xo und eine offene Umgebung Vo C f(U) von yo = f(x0), so dass
floe : Uo — Vo bijektiv ist und die Umkehrabbildung ebenso d-mal stetig differenzierbar ist.

Des Weiteren gilt

Dy(f) = (Do f)™!

fiir alle x € Uy und y = f(z) € V.

Korollar 12.8 (Kriterium fiir Diffeomorphie). Sei U C R™ offen und sei f : U — R™ eine
d-mal stetig differenzierbare, injektive Funktion mit d > 1. Angenommen jeder Punkt x € U
hat die Eigenschaft, dass Dy f invertierbar ist (oder in anderen Worten: jeder Punkt in U ist
regulir). Dann ist V.= f(U) CR™ offen und f : U — V ist ein C%-Diffeomorphismus mit

Dy(f™!) = (Daf)™

fir allex € U undy = f(z) € V.
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Definition 12.6 (Diffeomorphismus). Seien U,V C R”™ offen. Eine bijektive, glatte Funktion
f:U — V mit glatter Inversen f~!: V — U wird ein (glatter) Diffeomorphismus genannt.
Sind f und f~! jeweils bloss d-mal stetig differenzierbar fiir d > 1, so nennen wir f einen

C?-Diffeomorphismus.

Die Polarkoordinatenabbildung ist durch
f:(0,00) x (=, ) = R2\ ((—o00,0] x {0})
T COS
T, —
(r¢) (7' sin g&)
definiert und bildet einen Diffeomorphismus. In der Tat ist f bijektiv (nach Abschnitt 7.6.4)

und hat bei (r, ¢) € (0,00) x (=7, m) die Jacobi-Matrix

cosp —rsing
singp rcosp
mit Determinante r # 0, womit nach Korollar 12.8 die Abbildung f ein Diffeomorphismus ist.
Des Weiteren kann man natiirlich f auch auf den Punkten in {0} xR durch (0, 0)! definieren,
doch wére f bei diesen nicht lokal invertierbar.

Eine dreidimensionale Verallgemeinerung der Polarkoordinaten stellen die Zylinderkoor-

dinaten dar. Die entsprechende Abbildung ist der Diffeomorphismus

f:(0,00) x (=, 7) x R = R*\ ((—00,0] x {0} x R)
rCcos
(r,p,2) = | rsing

mit Jacobi-Matrix

cosp —rsing 0
singp rcose 0
0 0 1

und Jacobi-Determinante r bei (r, ¢, z) € (0,00) x (—m,7) x R.
Eine weitere Verallgemeinerung der Polarkoordinaten fiir den dreidimensionalen Raum stel-

len die Kugelkoordinaten dar. Hier werden ein Radius r € (0, c0) und zwei Winkel 6 € (0, ),
¢ € (—m,m) verwendet, wobei § den Winkel eines Punktes relativ zum Nordpol der Sphére
S? und ¢ den Winkel der Projektion auf die zy-Ebene relativ zu (1,0, 0)* angeben soll. Der

entsprechende Diffeomorphismus ist also gegeben durch

f:(0,00) x (0,7) x (=7, 7) = R3\ ((—=00,0] x {0} x R)
rsin @ cos
(r,0,¢) — | rsinfsinp

rcos 6
Fiir (r,0,¢) € (0,00) x (0,7) x (—m,7) ist die Jacobi-Matrix durch

sinffcosp rcosfcosp —rsinfsingp
sinfsiny rcosfsing rsinfcosyp

cos 0 —rsinf 0
gegeben und die Jacobi-Determinante (nach der Regel von Sarrus) durch

det ( D(,,.ﬂ_y,)f) = 725in 6 cos® § cos® ¢ + 2 sin® O sin”
+ 12 sin 0 cos? 0sin® ¢ + r2 sin®  cos® o

= r%(sinf cos® @ + sin®#) = r?sin 6§ # 0
gegeben.

Definition 12.10. Sei 0 < k < n fiir n > 1. Eine Teilmenge M C R" ist eine k-dimensionale
(glatte) Teilmannigfaltigkeit, falls fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U, in R"
von p und ein Diffeomorphismus ¢, : U, — V,, = ¢,(Up) auf eine weitere offene Teilmenge

Vp € R™ existiert, so dass

ep(UpN M) ={y €Vp |y =0 fiiralle i > k} = Vo » (R x101™™)

o«




Proposition 12.12 (Lokale Darstellbarkeit durch Graphen). Eine Teilmenge M C R™ ist
genau dann eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt p € M eine
offene Umgebung U, von p in R", eine glatte Funktion f, : Up — R™* quf einer offenen
Teilmenge Up C R* und ein o € S, gibt, so dass

M N U, = P,(Graph(fp)).

Theorem 12.16 (Satz iiber den konstanten Rang). Sei U C R™ offen, 1 < m < n und F :
U — R™ eine glatte Funktion, so dass F keine kritischen Punkte in M = {p € U | F(p) = 0}
besitzt (das heisst, DpF' hat Rang m fir alle p € M beziehungsweise 0 ist ein requldrer|Wert

von F). Dann ist M eine (n — m)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™.

M=F"{o}

Satz 12.21 (Lokale Beschreibung des Tangentialbiindels). Sei M C R™ eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit.

o Sei Uy C R™ eine offene Umgebung und sei ¢ : Uy — Vo € R" ein Diffeomorphismus

mit
o(UoNM)={y eV |ykt1=-..=yn =0} :VoﬂRk
wie in Definition 12.10. Wir definieren 1 = o' : Vo — Uy und die Ableitung

Dy : TVy — TUy
(y,h) = (¥(y), Dytp(h)).

Dann ist die Einschrankung von D3 eine Bijektion von T(Vo N RF) = (Vo NRF) x R*
nach T(Uy N M). Insbesondere ist T,M ein k-dimensionaler Unterraum von TpR™ fiir
allep € M.

o Angenommen M = {x € U | F(x) = 0} ist gegeben als Niveaumenge einer glatten Funk-
tion F : U — R quf einer offenen Teilmenge U C R™, so dass 0 ein requldrer Wert

von F ist (wie im Theorem 12.16 iber den konstanten Rang). Dann ist

TM = {(p,v) € M x R"* | D,F(v) = 0}.

Proposition 12.26 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema mit Nebenbedingungen). Sei
U C R" offen und M C U eine Teilmannigfaltigkeit von R™. Weiter sei f : U — R ei-
ne differenzierbare Funktion. Angenommen f|y nimmt in p € M ein lokales Extremum an.
Dann ist V f(p) ein Normalenvektor an M bei p, das heisst, es gilt (Vf(p),v) =0 fir alle
(p,v) € T,M.

Korollar 12.28 (Notwendige Bedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren). Sei U C R™ eine
offene Teilmenge und M = {x € U | F(z) = 0} eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit ge-
geben als Niveaumenge durch eine glatte Funktion F : U — R™* mit requlirem Wert 0 (siehe
Theorem 12.16).

Sei f:U — R eine differenzierbare Funktion, fir die flap in p € M ein lokales Extremum
annimmt, und sei L die zu M und f gehorige Lagrange-Funktion. Dann existieren Lagrange-
Multiplikatoren X € R* % s0 dass die Gleichungen

Oz, L(p,A) =0, 9\, L(p,A) =0

fiir alle i € {1,...,n} und j € {1,...,n — k} erfiillt sind. Dabei ist zu (z,\) € U x R*~*

n—k
Oz, L(x,A) = 0;f (x) = Y NjOiFy(x), 0 L(w,\) = —Fj() (12.6)
j=1
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Der Tangentialraum (oder Phasenraum) von M bei p € M ist durch

T,M = {(p,7'(0)) | 3e >0, v : (—&,e) — M differenzierbar mit v(0) = p}
C T,R" = {p} x R”

und das Tangentialbiindel von M durch

TM = | | T,M C TR® =R" x R"
peEM

definiert.

Definition 12.27. Die Lagrange-Funktion L : U x R»* — R fiir cine Funktion f : U — R
ist durch

n—k
L:(z,\)eUx R Lz, \) = f(z) - Z AjFj(x)
j=1

definiert. Die Komponenten von A werden auch Lagrange-Multiplikatoren genannt.

Definition 12.20 (Tangentialraum). Sei M C R™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit.



|3. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALRE CHNUNG.

Lemma 13.5. Seien 3 = (31,...,3n) und 3’ = (3},...,3),) zwei Zerlegungen eines abge-
schlossenen Quaders Q. Dann gilt U(f,3) < O(f, 3') fiir jede beschrinkte Funktion f : Q — R.
Falls des Weiteren 3’ eine Verfeinerung von 3 ist (das heisst, fir jedes k € {1,...,n} die Zer-

legung 3}, eine Verfeinerung von 3y, ist), dann gilt

U(f.3) <U(f,3) <O(f,3) <O(f,3).

Insbesondere gilt fiir eine beschrinkte Funktion f : Q — R die Ungleichung I(f) < I(f).

Proposition 13.6 (Eine erste Charakterisierung von Riemann-Integrierbarkeit). Sei f eine
beschrinkte reellwertige Funktion auf einem abgeschlossenen Quader @ C R™. Die Funktion
f st genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu jedem € > 0 eine Zerleqgung 3 von Q mit

O(f,3) —U(f,3) < ¢ euistiert.

Proposition 13.7 (Linearitdt des Riemann-Integrals). Seien f1, fo Riemann-integrierbare
reellwertige Funktionen auf einem abgeschlossenen Quader @Q C R™ und s1,s2 € R. Dann ist

auch die Linearkombination si fi + safo Riemann-integrierbar und es gilt

/ (s1f1 + s2f2)dvol = s; / f1dvol + s / fa dvol.
Q JQ Q

Proposition 13.8 (Monotonie und die Dreiecksungleichung des Riemann-Integrals). Sei @
ein abgeschlossener Quader. Fir zwei Riemann-integrierbare Funktionen f1, fo: Q — R gelten

folgende Monotonie-Eigenschaften:
(i) Falls f1 >0 ist, so gilt fQ f1dvol > 0.
(i1) Falls f1 < fo ist, so gilt jQ frdvol < fQ fa dvol.

(iii) Die Funktion |fi|: Q — R ist Riemann-integrierbar und es gilt die Dreiecksungleichung

‘/ f1 dvol S/ | f1| dvol.
Q Q

Proposition 13.11 (Stetigkeit als Vorraussetzung). Sei Q) ein abgeschlossener Quader mit

nicht-leerem Inneren. Dann ist jede stetige Funktion f :Q — R auch Riemann-integrierbar.

Proposition 13.13 (Sandwich-Charakterisierung mit stetigen Funktionen). Sei Q ein ab-
geschlossener Quader mit nichtleerem Inneren und f : @Q — R beschrinkt. Die Funktion
f st genau dann Riemann-integrierbar, wenn es fir jedes € > 0 zwei stetige Funktionen
f— f+:Q — R gibt, die

f-<f<f+ und /Q(f+—f_)dvol<€

erfiillen.

Lemma 13.17 (Eigenschaften von Nullmengen). FEine Teilmenge einer Nullmenge ist eine

/8&1:@ ik nach  Hee-Borel  Lompolk und ot ist £ pach 10.64 glm.

S%e#ia. G €>0. Damn €x. @n $>0 s.d.
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Definition 13.1 (Volumen von Quadern). Fiir n > 1 und beschrénkte nichtleere Intervalle

Ii,..., I, ist das Volumen des n-dimensionalen Quaders Q = I; x --- X I, durch
vol(Q) = vol(Q) = vol(Q°) = (b1 —a1) - - - (bp — an)

definiert, wobei aj = inf I, und by, = sup I fiir k =1,...,n ist.

Definition 13.2 (Zerlegung von Q). Sei der Quader @) wie oben. Fiir jedes k € {1,...,n} sei
3k = {ak: =00 < Tpa < ... < Tpag) = bk}

eine Zerlegung von [ag, by]. Dann bezeichnen wir

als eine Zerlegung des Quaders @ und die offenen Quader

Qa — (xl,alflaxl,al) X...X (l‘n,anflyzn,an)

fir oo = (i, ..., a,) mit ap € {1,..., A(k)} fir alle k € {1,...,n} als die der Zerlegung 3

entsprechenden (offenen) Teilquader. Wir werden fiir die der Zerlegung 3 entsprechenden

offenen Teilquader kurz auch Qq C 3 schreiben (fiir v implizit wie oben).

Definition 13.4 (Riemann-Integral auf Quadern). Fiir eine beschriankte Funktion f: Q@ — R
auf einem abgeschlossenen Quader ) und eine Zerlegung 3 von @ definieren wir die Unter-

summe

U(f,3) = Y inf(f(Qa)) vol(Qa)

Qal3
und die Obersumme

O(f,3) = Y sup(f(Qa)) vol(Qa)-

Qal3

Das untere Integral von f wird durch

I(f) = sup{U(f,3) | 3 ist eine Zerlegung von Q}
und das obere Integral von f durch

I(f) = inf{O(f,3) | 3 ist eine Zerlegung von Q}

definiert. Die Funktion f heisst Riemann-integrierbar, falls I(f) = I(f) gilt. Der gemein-

same Wert wird in diesem Fall als das Riemann-Integral
fdvol = I(f) = 1(f)
Jo

bezeichnet.

Definition 13.16 (Nullmengen). Eine Teilmenge N C R™ wird eine Nullmenge (genauer
eine Lebesgue-Nullmenge im R") genannt, falls es zu jedem & > 0 eine Folge (Q/)¢ von
offenen Quadern im R"™ gibt, so dass

NclJQ, D vol(Q)<e (13.3)
/=1 =1

erfullt sind.

(3



Proposition 13.20 (Nicht-Nullmengen). Ein Quader @ C R™ mit nicht-leerem Inneren ist

keine Nullmenge im R™.

dh wllQ) > O

Proposition 13.22. Sei Q C R™! ein abgeschlossener Quader und f : Q@ — R Riemann-

integrierbar. Dann ist der Graph

graph(f) = {(z, f(z)) | = € Q}

von f eine Nullmenge in R™.

Y| satz 13.23 (Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit). Sei f eine beschrinkte re-
ellwertige Funktion auf einem abgeschlossenen Quader Q. Die Funktion f ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn die Menge

N ={z e Q| [ ist unstetig in x}
eine Nullmenge im R™ ist.

Y| Korollar 13.27. Eine Teilmenge B C R™ ist genau dann Jordan-messbar, wenn B beschrinkt
ist und der Rand OB eine Nullmenge ist. Falls B1, By C R™ Jordan-messbar sind, so sind auch
By U By, By N By und By \ By Jordan-messbar.

Schlussendlich gilt fiir einen abgeschlossenen Quader Q C R* ™! und zwei stetige Funktionen
f— f+:Q =R mit f_ < fy, dass die Menge
B={(z,y) eR" |z €@, f-(z) <y< fr(z)}
zuwischen den Graphen von f_ und fy (siehe das folgende Bild) Jordan-messbar ist. Das gleiche
gilt, wenn man zwei Riemann-integrierbare Funktionen f_, f+ auf @ mit f— < fi und eine
Jordan-messbare Teilmenge D C @ verwendet um
B={(z,y) eR" |z €D, f-(z) <y< fr(a)}
zu definieren.
Lemma 13.30 (Wohldefiniertheit des Riemann-Integrals). Die Wahl des abgeschlossenen
Quaders Q O B in Definition 15.29 beinflusst die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion
f: B — R und den Wert des Riemann-Integrals fB f dvol nicht.
| Korollar 13.32 (Lebesgue-Kriterium). Sei B C R™ Jordan-messbar und sei f : B — R

beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn f auf B fast iberall stetig ist,
das heisst, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist. Insbesondere ist

jede beschrinkte stetige Funktion auf einer Jordan-messbaren Menge Riemann-integrierbar.

Proposition 13.34 (Additivitdt des Riemann-Integrals). Seien By, By zwei Jordan-messbare
Teilmengen des R™ und sei f : B1 U By — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann sind
flB, € R(B1), flB, € R(B2) und f|p,nB, € R(B1 N Bz) ebenso Riemann-integrierbar und es
gilt

/ fdvol= | fdvol+ [ fdvol— / Fdvol.
B1UB> B By Bi1NBa
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Definition 13.26 (Jordan-Messbarkeit). Eine Teilmenge B von R™ heisst Jordan-messbar,
falls es einen abgeschlossenen Quader @ in R™ mit Q O B gibt, so dass die charakteristische
Funktion 15 auf @@ Riemann-integrierbar ist. Das Volumen (der Inhalt oder das Jordan-

Mass) ist in diesem Fall durch
vol(B) = / 1 dvol
Q

definiert.

Definition 13.29 (Das Riemann-Integral auf B). Sei B C R" eine Jordan-messbare Teilmen-
ge und sei f eine reellwertige Funktion auf B. Dann heisst f Riemann-integrierbar, falls

es einen abgeschlossenen Quader @ C R™ mit B C @ gibt, so dass die Funktion

f(z) fallsxz e B

zeQH(ﬂBf)(‘T){ 0 falszeQ\B

=

auf @ Riemann-integrierbar ist.Wir schreiben in diesem Fall f € R(B) und nennen

/fdvolz/]ledvol
B Jq

das Riemann-Integral von f iiber B.



Theorem 13.39 (Fubini). Seien X C R™ und Y C R™ zwei abgeschlossene Quader und sei

f: X xY — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann existiert das Parameterintegral

r€X /Yf(ar,y) dvol(y)

fir fast alle x € X und es gilt

V| dlso Pac alle
| oo e [ e [ | [ e )

Nullmeﬂae

— Genauer formuliert, definieren wir die Funktionen fy :y € Y — f(z,y) sowie

Jy f=(y)dvol(y)  falls f, Riemann-integrierbar ist

F:zeXvw—I(f,)= { I(f.) sonst.

Dann ist F auf X Riemann-integrierbar und es gilt

/ f(z,y) dvol((z,y)) = / F(x)dvol(z).
XxY

X

Selbiges gilt, wenn man in der Definition von F das untere Integral durch das obere Integral

ersetzt.

Korollar 13.41. Sei Q = [a1,b1] X ... X [an, by] ein n-dimensionaler abgeschlossener Quader

und sei f: Q — R Riemann-integrierbar. Dann gilt

Y b1 29
/fdvolz/ flz,. .. zp)day, ... day,
Q al a

n

wobei dieselben formalen Komplikationen wie in Theorem 13.39 auftreten kénnen.

Korollar 13.43 (Fubini fiir Bereiche zwischen Graphen). Sei D C R"~! eine Jordan-messbare
Menge, seien o_, o4 : D — R beschrankt und stetig mit o < @4 und sei B C R" die Jordan-

messbare Teilmenge

—

B={(z,y) e DxR|p_(z) <y < pi(n)}.

Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f auf B gilt

. g o+ ()
/B £z y) dvol((z, y)) = /D [D L ) dydvl),

wobei wieder die selben Komplikationen wie in Theorem 13.39 auftreten kinnen.

Korollar 13.46 (Prinzip von Cavalieri). Falls B C [a,b] x R"™! beschrinkt und Jordan-

messbar ist, dann ist

! Voln(B)  volu, (B4)
vol(B)z/ vol(By) dz,

— wobei fiir x € [a,b] die Teilmenge B, C R"™! durch
B, ={yeR"!|(z,y) € B}

gegeben ist und fir fast alle x € [a,b] Jordan-messbar ist.

Y Proposition 13.49 (Lineare Substitutionsregel). Sei @ C R™ ein abgeschlossener Quader
und sei L in GLy(R). Dann ist das Bild L(Q) von Q unter L Jordan-messbar und es gilt

vol(L(Q)) = [ det(L)| vol(Q).

|
o _
<

m—é

~
£

B Beredwe  den  Schuerpunldd (Xy,y,) von B=ltey e® | yax?, x 2y}

Es gt wl(B)= 1 M {olay
X = ﬁl x ol 72" 3Ijx dy Ax
= 3!')(({:‘6- x*) o
=308 -5, = &

Aus Syme\riegfﬂndeo gt om\os A =

Korollar 13.54 (Volumen von Parallelotopen). Sei L € Maty, ,(R) mit Spalten vy, ...
R™. Dann ist das Parallelotop

\ P=1L([0,1]") = {Zsivis1,...,sn€ [0,1}}
i=1

Jordan-messbar und es gilt

vol(P) = vol(L([0,1]™))
= |det(L)| = v/gram(vy, ..., vy).

/

,Un €

Definition 13.53. Zu Vektoren vy, ..., v, € R"™ wird

gram(vy, . ..

die Gramsche Determinante von vy, ...

s Un) = det({vs, v;))ij

, Up, genannt.

o=
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Satz 13.56 (Substitutionsregel mit kompaktem Trager). Seien X, Y C R™ offene Teilmengen
und sei ® : X — Y ein Cl-Diffeomorphismus. Des Weiteren sei f : Y — R eine Riemann-

integrierbare Funktion mit kompakten Trager in'Y. Dann hat die Funktion
2z € X+ (fo®(x))|det(D,P)|

kompakten Triger in X, ist Riemann-integrierbar und es gilt

o

/ £(y) dvol(y) = / (f o ®(x))| det( Dy )| dvol(z),
JY JX

wobei die Funktion x € X — det(D,®) als die Jacobi-Determinante von ® bezeichnet wird.

Proposition 13.72 (Kompatibilitit). Sei B eine Jordan-messbare Teilmenge, sei (Bp)m eine
Ausschopfung von B und sei f : B — R Riemann-integrierbar. Dann gilt

vol(B) = lim vol(By,),

m—r0o0

/ fdvol = lim / fdvol.
B m—ro0 Bm

Insbesondere ist f diber B uneigentlich Riemann-integrierbar.

Satz 13.74 (Uneigentliche Riemann-Integrale und nicht-negative Funktionen). Sei B C R"
eine Teilmenge, sei (Bp)m eine Ausschopfung von B und sei f : B — R eine Funktion so
dass f|B,, fir jedes m € N Riemann-integrierbar ist. Angenommen f ist nicht-negativ und der
Grenzwert I = lim,, s f B, fdvol existiert. Dann existiert der Grenzwert limy_,so f A, fdvol
fir jede weitere Ausschiopfung (Ag)e mit der Eigenschaft, dass f|a, fir alle ¢ € N Riemann-
integrierbar ist, und ist gleich I. Insbesondere ist f auf B uneigentlich Riemann-integrierbar

und das uneigentliche Riemann-Integral ist gleich I.

Theorem 13.76 (Substitution). Seien X,Y C R" offene Teilmengen und sei ® : X — Y ein
Diffeomorphismus. Weiter sei f : Y — R eine Funktion, so dass f und |f| aufY uneigentlich
Riemann-integrierbar sind. Dann ist die Funktion (f o ®)|det(D®)| uneigentlich Riemann-

integrierbar auf X und es gilt

/. fdvol = / (f o ®@)|det( D®)|dvol.
Jy JX

Bou-ldee: An. X st em ofener Quadsr. Wahle eire fe:ne Ze(leamj € wi
Mielpunlten Xo € G4 T2 Dam gt mit der Taylor - Appaximation
YQaC2¥x€Qu: Bl = Bixa) + Dy Plx-xs)
und  Somit  VollB (@ = vol(Blxe) + Dx.9(Qa - X)) D Volumen teanslohansiasant,
= Vol Dx. §Q.) Dx@ lireac
:ldeHDx.@H' vall Qs). il i
Domit 3t oty ety = 3 [ Pty bl

Y QL J(Qa)

=Q§ Ll3(x) vol (Bl Q)

= [ (20 0)x) [deH0,8)| duall). o

Bewllegen B.€B,€..€B ist (vol(Bmim monoton wadiiendl undl beschi@ald,
7 . .
Q)QO KCX\V- UV\d (S 8\“ 'l\-(:\@\lo‘ le\ s VO\ lB\

Zudem ik N= 3 0g. o 98
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Definition 13.55. Sein > 1 und X C R" offen. Fiir eine Funktion f : X — R ist der Trager
supp(f) durch

supp(f) = {z € X | f(z) # 0}

definiert. Wir sagen, dass f kompakten Trager hat, falls supp(f) eine kompakte Teilmenge
von X ist. Fiir eine Funktion f: X — R mit kompakten Triager K = supp(f) definieren wir
das Riemann-Integral

/fdvolz/]ledvol7
X Q

wobei @ ein Quader mit K C @ ist und 1x f fiir alle x € R™ durch

1xf(z) = {f(.r)

0 sonst

fir zr € X,

definiert ist.

Definition 13.70 (Ausschopfungen). Eine Ausschépfung einer Teilmenge B C R™ ist eine
Folge Jordan-messbarer Teilmengen (B, )y mit

o0
BiCByCBsC... und B=|]J Bp.

m=1

Definition 13.71 (Uneigentliches Riemann-Integral). Sei B C R™ und sei f : B — R eine
Funktion. Wir sagen, dass f auf B uneigentlich Riemann-integrierbar ist, falls B eine Aus-
schopfung (B, )m besitzt, so dass fiir alle m € N die Einschrénkung f|p,, Riemann-integrierbar
ist, der Grenzwert lim,, oo -[Bm f dvol existiert und von der Wahl der Ausschopfung (B )m

mit obiger Eigenschaft unabhéngig ist. In diesem Fall schreiben wir

/ fdvol = lim f dvol
B m—00 B Bm

fiir das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber B.

o

o
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DIVERGENZSATZE IN DER ERENE

Hauptsate  der  Diff.-
und  Integralechnung Fubin;

Proposition 14.1 (Divergenzsatz auf Rechtecken). Sei U C R? eine offene Menge im R? und
sei £ (f1, fo)t : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann existiert fiir alle p € U

die sogenannte Divergenz oder Quellenstdrke

(div(1))(p) = Jm 7 | /- dn

Jo(p+[—h,h]?)
und ist durch

div(f) = 01f1 + D2 f2

gegeben. Des Weiteren gilt fiir jedes abgeschlossene Rechteck B C U

/Bdiv(f)dvol:/ f-dn. (14.1)

oB

Proposition 14.2 (Divergenzsatz fiir Bereiche unter Graphen). Sei U C R? offen und f
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U. Seien a < b und ¢ < d reelle Zahlen, so dass
[a,b] x [¢,d] C U ist, und sei ¢ : [a,b] — [c,d] stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Fiir

den Bereich
B={(z,y) eU|z€lab], c<y<op(z)}

gilt dann

/ div(f)dvol = [+ dn.
B

oB

Hierbei ist per Definition

b (0)
f-dn :f/ fz(r,c)dw+/¢ hilb,y) dy

unten rechts

+ /u” <f(q:,<p(x))., (—90;(;1»))> do— /f(a) T——

oben links

oB

Lemma 14.6 (Glatte Rinder und Niveaumengen). Sei F : R® — R cine glatte Funktion mit

Null als reguliren Wert. Dann ist die abgeschlossene Teilmenge
B={ueR"|F(u) >0}

glatt berandet und OB = {u € R™ | F(u) = 0} =F }o}.

Bu. mitels  ahnlidhen

oAl L,
EEESRRRRRARE

Figur 14.1: Die dicken schwarzen Pfeile stellen die zum Rand normalen
Richtungen dar und die gestrichelten blauen Pfeile stellen f dar. Wir
betrachten zum Beispiel die untere Kante des obigen Rechtecks, womit
die nach aussen zeigende Normale durch —(0,1)" gegeben ist. Das ent-
sprechende Integral fﬂb (f(z,¢),—(0,1)") dw ist gerade — fnb fa(z,c)dx,

wie in der Definition des Integrals |,

Jop £ dn.

Wir interpretieren die Divergenz div(f) als eine Messgrosse, die bei jedem Punkt p € U
angibt, wie sehr sich in p die Dichte des Mediums pro Zeiteinheit d&ndert. Anders formuliert
lésst sich damit beurteilen, ob in p eine Quelle (mit div(f)(p) > 0) oder eine Senke (mit
div(f)(p) < 0) der Stromung vorhanden ist. Das Vektorfeld f heisst divergenzfrei, falls
div(f) = 0 gilt. Bei inkompressiblen Fliissigkeiten ist dies eine physikalisch notwendige Bedin-

gung an eine Stromung der Fliissigkeit.

/Bew- Gi B=[e,bIx[c,d] €U Dann Sl

b d
Lo do & [lBbcd)pteards + [0, - oy
bd db
b J_c[ A (xy) dydx +le_9. P, [x,y) dxdy

=£(w. » 9,2) dvol |

Sei nun peU und h>0 mit By=pt Fhh] U
Dann it

\#gﬂgqo-ah - 19,2+ 9.0

\t%wj(g.-?. r 2l - (.2 + 9.2)(p) dvdlx)|

B\ k—o
X220
\ C = Al ‘r\—? O
= l_w[_! }l’%f. +8f)p x) - (9,2 +0,2)(p) dvallx)| >0

da 2P +%A stelq ish Somt git
Jin q\hi .[ f. dn = (9\‘?- + RP)P

h=0 98;,

L— Lpllx\)

(sbe)

(a,c) (b,c)
ERERRERRERERA

Figur 14.4: An einem beliebigen Punkt (z,¢(x)) im Graphen von ¢ ist
(1,¢'(2))! ein nach rechts gerichteter Tangentenvektor. Rotiert man die-
sen nun um 90 Grad im Gegenuhrzeigersinn, so erhilt man den Vektor
(—¢'(x),1)¢, der also senkrecht auf dem Graphen stehen muss und nach
aussen zeigt. Wir bemerken, dass dieser Normalenvektor nicht zwingend
Lénge 1 besitzt; seine Lénge entspricht der Bogenlénge in der Parame-
trisierung durch die z-Koordinate.

Vethoden e im
Sate Gber den lengtanten Pong.

’

Definition (Flussintegral). Sei U C R? offen, f : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld
und B = [a,b] X [¢,d] C U ein abgeschlossenes Rechteck. Das Flussintegral von f durch 9B ist
definiert durch

b nd b d
fodn = — 5(x, c)dx (b, y) d o(z,d)dx — (a, y) de
[ t-an /sz(l &) dz +/c f1(b,v) dy +/a fale, d) de /cma,y) y

unten rechts oben links

"Integral von (f,n) entlang 0B” (vlg. 11.6)

= "Volumen des Mediums, welches pro Zeiteinheit aus dem Rechteck stromt”.

Dl
\ @

Figur 14.5: In der durch @y definierten Umgebung ldsst sich der Schnitt
BN Q) als die Menge der Punkte in (1) oberhalb eines Graphen iiber
der z-Achse auffassen. Genauso ist der Schnitt B N Q2 die Menge der
Punkte in Q) unterhalb eines Graphen {iber der z-Achse. Wir stellen
aber auch fest, dass sich B N Q) (im Gegensatz zu B N Q(yy) nicht
als Gebiet unterhalb eines Graphen tiber der y-Achse auffassen lésst.
Letzteres trifft umgekehrt auf den Schnitt B N Q3 zu, welcher nur als
Gebiet oberhalb eines (also rechts von dem) Graphen iiber der y-Achse
dargestellt werden kann. Auch bemerken wir, dass die gleiche ,,Grosse®
von Quadraten an anderen Stellen vielleicht nicht passt. Beispielsweise
lésst sich B N Q4) weder iiber der x-Achse noch iiber der y-Achse als
Menge unterhalb oder oberhalb eines Graphen interpretieren.

Q)

Definition 14.4 (Glatt berandet). Eine abgeschlossene Teilmenge B C R™ heisst ein glatt
berandeter Bereich, falls es fiir jeden Punkt p € 9B eine Matrix P = A. P, fiir

€00(2)
e cine Diagonalmatrix A. = diag((—1)%1,...,(=1)*") zu e = (e1,... ,575 mit €1,...,6n €

{0,1} und
e cine Permutationsmatrix P, zu o € S,

sowie einen offenen Quader O = O; X (¢,d) mit P(p) € O gibt, so dass der Durchschnitt
P(B) N O durch eine glatte Funktion ¢ : O; — R definiert werden kann. Genauer ist

P(B)NO ={(z,y) € O1 x (¢,d) | c <y < p(x)}.

20
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Lemma 14.7 (Geeignete Wahl der Seitenlinge). Sei B C R™ ein glatt berandeter, beschrankter
Bereich. Dann existiert eine Linge ng > 0, so dass fiir jeden Randpunkt p € OB die Umgebung
O zu p aus Definition 14.4 als Wiirfel mit Kantenlinge 2ny um P(p) gewdhit werden kann
(wobei P ebenfalls wie in Definition 14.4 gegeben ist).

Proposition 14.8 (Puzzlestein-Domino Uberdeckung). Sei B C R? ein glatt berandeter Be-
reich und sei Q O B ein abgeschlossenes Quadrat. Dann existiert fiir jede Zerlegungen 3 von
Q in Quadrate mit genigend kleiner Maschenweite eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge
{Qa | Qa T 3}, s0 dass die Aquivalenzklassen aus einem oder zwei benachbarten Quadraten
bestehen und so dass fiir die Vereinigung P iiber eine Aquivalenzklasse der Durchschnitt BN P
durch eine stickweise stetig differenzierbare Funktion beschrieben werden kann. Genauer for-

muliert gibt es fir jedes Qo T 3 die folgenden zwei Maoglichkeiten:

o (Puzzlestein) Entweder Qo T 3 ist zu keinem weiteren Quadrat der Zerlequng 3 dquiva-

lent, wir nennen in diesem Fall R = Qq einen Puzzlestein.

e (Domino) Oder Qq ‘st genau zu einem weiteren Quadrat Qg T 3 dquivalent, so dass
der Abschluss R = Qq U Qg der Vereinigung ein Rechteck ist, welches wir als Domino

bezeichnen.

In beiden Fillen hat OB N OR hdochstens zwei Elemente und der Durchschnitt B N R kann,
maglicherweise nach Vertauschung der Koordinaten, durch den Graphen einer stiickweise stetig

differenzierbaren Funktion ¢ wie in Proposition 14.2 beschrieben werden.

Lemma 14.13 (Unabhiingigkeit von der Parametrisierung). Sei B C R? eine Teilmenge,
deren Rand eine positiv orientierte Parametrisierung besitzt, und sei f : U — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld definiert auf einer offenen Menge U O B. Dann hdngen sowohl
das Wegintegral faB f - ds als auch das Flussintegral faB [+ dn nicht von der Wahl der positiv

orientierten Parametrisierung des Randes 0B ab.

Theorem 14.14 (Divergenzsatz in der Ebene). Sei B C R? ein glatt berandeter, kompakter
Bereich und sei f : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld definiert auf einer offenen
Menge U 2 B. Dann gilt

/Bdiv(f) dvol = /BB f- dn.

Theorem 14.18 (Satz von Green). Sei f : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
einer offenen Menge U C R?. Die Wirbelstirke rot(f) existiert auf ganz U und erfiillt

rot(f) = 01fo — 02 f1.

Weiter gilt fiir jeden glatt berandeten, kompakten Bereich B C U

/ rot(f) dvol = f- ds.
B aB

Ist P rotationsfrel (oder Gquivalent et P die ‘njregfa\ai\i’fa#sbedinjuwsen\,
o folgt eB. fGr Ureistinge oler Form

dlass 0= [rott#) ol = [ £-ds =)£-,P-ds - | :Pols

B 28 ¥
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mt 8€Q® und YP10)e®: PT(0) €Q° Dam st
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(cel.) offere l]he(decblmﬁ von @ Do Q lompald ist, ex.
0.5¢ e Lesbogue"?ohl N.>0, s.d.
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Figur 14.7: Illustration der Definition der Aquivalenzrelation auf der
Menge der 3 entsprechenden Quadrate. In diesem Bild sind die beiden
schraffierten Quadrate zueinandener dquivalent, da der Rand von B die
Kante zwischen diesen Quadraten zweimal schneidet. Alle anderen Qua-
drate sind nur zu sich selbst dquivalent.

e Oef ¢ U—F duch g=R™2=(3o)l})=(%).

Daom «ailt ,_"’.HL\
3 J(’é.&—grf.)dwl = fdivlg\o'uol
B ? >\4.\¢
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Definition 14.9 (Positiv orientierte Parametrisierung). Eine Parametrisierung des Ran-
des einer abgeschlossenen Teilmenge B C R? ist eine Kollektion von stetig differenzierbaren
Wegen i, : I, — OB auf abgeschlossenen Intervallen I, = [ag, bg] mit ap < by firk=1,..., K
mit folgenden Eigenschaften:

(i) (Uberdeckend) Es gilt! 9B = Uszl vi ([ak, bi]) -

(ii) (Keine Selbstiiberschneidungen abgesehen von den Endpunkten) Fiir alle Indizes j,k €
{1,...,K}, alle s € I; und t € Iy mit (s, j) # (¢, k) gilt v;(s) # vi(t).

(iii) (Aufeinanderfolgend) Fiir jedes k € {1,..., K} existiert genau ein ¢ € {1,..., K} mit
Vi (br) = ve(ae).

(iv) (Regularitit) Die Wege v1,...,vk sind regulédr (siche Abschnitt 9.7.2).

Die Parametrisierung 71, ...,vx heisst positiv orientiert, wenn fiir jedes k € {1,..., K}
und jedes t € I} ein € > 0 existiert, so dass y(t) + sRy/(t) € B° fiir alle s € (0,¢) und ~(¢t) +
sRy'(t) € R?\ B fiir alle s € (—¢,0). Dabei ist R = (97') € SO(2,R) die Rotationsmatrix
zum Winkel 90 Grad in mathematisch positiver Richtung (also im Gegenuhrzeigersinn).
Intuitiv ausgedriickt ist eine Parametrisierung von B also positiv orientiert, falls die Menge B

jeweils links von den Wegen der Parametrisierung liegt.

Wichtige Ubung 14.10 (Existenz einer positiv orientierten Parametrisierung). Zeigen Sie,
dass Bereiche wie in Proposition 14.2 und kompakte glatt berandete Bereiche eine positiv ori-

entierte Parametrisierung besitzen und geben Sie diese im ersten Fall explizit an.

Definition 14.11 (Integral iiber Rinder). Sei B C R? eine Teilmenge, deren Rand eine
positiv orientierte Parametrisierung v1 : Iy = [a1,b1] — 9B, ..., 7k : Ix = |ax,bx] — OB
besitzt. Weiter sei f : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld definiert auf einer offenen

Menge U D B. Dann ist das Wegintegral von f entlang 0B durch

ow

K by,
an' ds=> [ (), k(1)) dt

k=1"
definiert. Sei R = (? ') € SO(2,R). Das Flussintegral von f durch den Rand 9B ist dann

definiert als

K by
/a fane /} (Bf)-ds= kz (FOw(t), B~ 1(0)) dt.

=1 %

Definition 14.17 (Rotation eines Vektorfelds). Sei f : U — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R2?. Die Wirbelstéirke oder Rotation von f ist
durch

rot(f)(u) = lim =N /aB ( )f- ds (14.3)

r—0 T2

fiir u € U definiert.

°ow

A



Satz 14.21 (Jordanscher Kurvensatz fiir glatte Funktionen). Sei v : [a,b] — R? ein glatter,
requldrer, einfacher, geschlossener Weg. Dann kann man das Komplement der Spur v([a, b])

des Weges schreiben als
R?\ ([, b]) = Inn(y) U Auss(v),

wobei das Innere Inn(v) eine offene, beschrinkte, zusammenhdingende Teilmenge und das Aus-
sere Auss(7y) eine offene, unbeschrankte, zusammenhdngende Teilmenge ist. Des Weiteren gilt
dTn(y) = 9 Auss(y) = ([, b])-

DIVERGENZSATZE |M RAUM

ow

Eine Fliiche S C R? ist eine zweidimensionale Teilmannigfaltigkeit. Wir werden an zwei

Arten von Fliachen interessiert sein:

(1) S ist der Rand eines kompakten, glatt berandeten Bereiches im R3. Beispielsweise konnte

S also die Sphiire S? sein, welche den Rand des Einheitsballes im R3 darstellt.

(2) Der Abschluss von S ist kompakt und ist eine ,glatt berandete Teilmenge einer weiteren
£ . T o N 1a R s . 5 4 2 B .k
Flache M D S. Ein solches S konnte beispielsweise die obere Hemisphire von S° sein. In

diesem Fall nennt man S oft auch eine Flache mit Rand.

. . - . . 2 . . e
Um die Flache S lokal mit Teilmengen von R* zu beschreiben, werden wir Karten verwenden,
an welche wir kurz erinnern werden (siehe auch die Diskussion nach Definition 12.10). Sei
p € S, sei U, C R? eine offene Umgebung von p und sei ¢, : U, — V, = ¢,(U,) ein

Diffeomorphismus auf eine weitere offene Teilmenge V}, C R3, so dass
op(UpNS) = {y €V, | y3 =0} =V, N (R? x {0}).
Dann ist eine Karte von S um p durch die offene Menge
{(s,t) e R?*| (5,t,0) € Vp}
gegeben. Die Abbildung ® = z;;l oder auch deren Einschrinkung
(s,t) € {(5,t) € R?| (5,8,0) € V. } = 0, (5,£,0) € S

auf die Karte wird dann Kartenabbildung genannt. Zur Vereinfachung der Notation werden
wir die Koordinatenebene R? x {0} oft mit R? identifizieren. Insbesondere schreiben wir zum
Beispiel V, N R? fiir obige Karte und identifizieren (s, ) mit (s, #,0). Die Kartenabbildungen
werden wir meist mit @ (und einem Index) bezeichnen. In der Literatur wird oft auch das
Tupel (V, N R, p;l \y'm];;_r) als Karte bezeichnet.

Auf Grund der Kompaktheit von S in beiden Fillen (1) und (2) (und der Enthaltung

S C Min (2)) konnen wir S durch endlich viele offene Mengen Uy, ..., Up'G R? {iberdecken,
so dass es endlich viele offene Mengen Vi, ..., Vy und Kartenabbildungen ®, : V; — U, gibt
mit

O (V,NR%) =U;NS

fir £=1,..., L. Die Liste von Kartenabbildungen ®;, ..., ® werden wir auch eine Parame-

trisierung von S nennen.

Lemma 14.35 (Existenz einer Aussennormalen). Sei B C R3 ein kompakter glatt berandeter
Bereich. Dann existiert eine orientierte Parametrisierung ®1,...,®p des Randes S = 0B, so
dass 0s®y x 0Dy eine Aussennormale ist. Das heisst, fir alle ¢ € {1,...,L} und (s,t) € V;
gilt

Dy(s,t) + e(0:s Py x 0y Py)(s,t) ¢ B
Dy(s,t) — e(0:s Py x O Py)(s,t) € B°,

wenn nur € > 0 gentgend klein ist.

ml
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Definition (Skalares Oberflichenintegral). Seien K; C (V; NR?) fiir [ = 1, ... , L Jordan-messbare
Teilmengen, so dass S = [_]IL=1K1 und f : S — R eine stetige, beschrankte Funktion. Dann
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definieren wir das skalare Oberflachenintegral von f durch v
L L
[raa=3% [ faa=3" [ (rovomxaal dsds
Js =1 J u(K) 1=1 7K dvol(s,t)
Fir f =1 definiert zudem
L
A(S) = /dA =Y | 0.2 x 0| dsdt
S -1 K,

den Flécheninhalt von S.

Definition (Orientierung einer Parametrisierung). Eine Parametrisierung @y, ..., ®y, ist orien- |Y
tiert oder definiert eine Orientierung von S, falls fiir alle k,l € {1,..., L} und (s, t) € ®,*(U))

dCt(D(V,.,L)(‘I);I o (bk)) >0

gilt. S heisst zudem orientierbar, falls S eine orientierte Parametrisierung besitzt.

Wichtige Ubung 14.32 (Eine Charakterisierung von Orientierbarkeit). Sei S C R? eine
Fliche. Ein stetiges normiertes Normalenfeld ist eine stetige Abbildung n : S — R® mit
n(p) L TpS und ||n(p)|| = 1 fir alle p € S. Zeigen Sie, dass S genaw dann orientierbar ist,
falls ein stetiges Normalenfeld existiert.
Bsp: Das  Mabiusbond (@) ist Ene ncht odentiedoace Floche.

Definition 14.36 (Flussintegral durch Flichen). Sei S C R3 eine orientierbare Fliche, sei
®y :Vp = Uy,..., o1 : Vi — Up eine orientierte Parametrisierung von S und sei K; C
ViNnR2?, ..., K. C Vi NR? eine Kartenpartition fiir diese Parametrisierung. Sei U D S eine
offene Menge und sei f ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann definieren wir das Flussintegral
von f iiber S durch
" o v
= n L]

L —_—
/f- dn:Z/ (f o @y, Ds®y x Oy Py) ds dt.
8 (=175




Lemma 14.37 (Wohldefiniertheit des Flussintegrals). Das Flussintegral iber eine orientier-

bare, zusammenhdngende Fldche hingt, abgesehen vom Vorzeichen, nicht von der gewdhlten

orientierten Parametrisierung ab. Fir den Rand S = OB eines kompakten glatt berandeten
Bereiches und einem Atlas wie in Lemma 14.35 gilt sogar, dass das Flussintegral (inklusive

dem Vorzeichen) wohldefiniert ist.

Proposition 14.40 (Erste Version des Divergenzsatzes). Sei f : U — R ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R3. Dann existiert die Divergenz div(f) auf
ganz U und ist durch

div(f) = 01f1 + Oafo + 03 f3

gegeben. Sei weiter Q C R? ein abgeschlossenes Rechteck und sei ¢ : Q — [20,00) eine stetig

differenzierbare Funktion, so dass der abgeschlossene Bereich unter dem Graphen von ¢

B={(&.y2) cB|(2,y) €Q n<z<p@y) — |
in U liegt. Dann gilt

/ div(f)dvol= [ f- dn.
s ,

oB
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Theorem 14.41 (Divergenzsatz im dreidimensionalen Raum — Satz von Gauss). Sei B ein
kompakter, glatt berandeter Bereich und f ein stetig differenzierbares Vektorfeld definiert auf

einer offenen Obermenge von B. Dann gilt

f- dn.

/ div(f)dvol =
JB

oB

quockatische  Taylor = Appoximmation (Il 15)

Proposition 14.43 (Laplace-Operator als Differentialoperator). Sei U C R™ offen und sei
F:U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ezistiert AF auf ganz U und erfillt

o

AF = Z OFF.
j=1

Korollar 14.45 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei U C R™ fir n = 2
oder n = 3 offen und g : U — R harmonisch (das heisst, Ag = 0). Dann gilt fiir jeden

abgeschlossenen Ball By(p) C U die Mittelwerteigenschaft

1

SO /6 ., S @V0I) = g(p)

Proposition 14.48 (Alternierend und Multilinear). Sei f ein stetig differenzierbares Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge U C R3 und sei p € U. Dann gelten folgende Aussagen:

o Fiir alle p € U und u,v € R existiert die Wirbelstirke rot(f,p,u,v).
o Die Wirbelstirke rot(f,p,u,v) hingt bei festem p € U und v € R? linear von u ab.
o Die Wirbelstirke rot(f,p,u,v) hingt bei festem p € U und u € R? linear von v ab.

o Es gilt rot(f,p,u,v) = —rot(f,p,v,u) fir alle u,v € R® und p € U.

Bew (e fir ere Uare)
Sen ®:V—U , §V—U wt 0BdA U=l lokole Puamelrisienmgen
voo S, U= VAR und K=VoR* wmit B = i) wol s
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Definition 14.39 (Divergenz). Sei U C R? eine offene Menge und sei f : U — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Die Divergenz von f bei p € U ist definiert als

div(£)(p) = lim = /an@) fran
h

falls der Grenzwert existiert.

Der Loplace - Opettor  berechnet olso die witlere
Schuanhuvg cioet Fuddion £ um eiven Punld P

Definition 14.42 (Laplace-Operator). Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig
differenzierbar. Dann definieren wir fiir p € U

Af(p) = lim £y (flp+h)— f(p))dh
r By (p)
vy

N0

falls der Grenzwert existiert. Es ist {iblich die Konstante ¢, mittels ¢, = % zu definieren.

Definition 14.47 (Wirbelstérke in Parallelogrammen). Sei f ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3. Fiir p € U und u,v € R? definieren wir die

Wirbelstiirke von f bei p im infinitesimalen Parallelogramm zu u,v € R? durch

rot(f,p,u,v) = lim / f-ds,
h J OP(p,hu,hv)

—0 h?

falls der Grenzwert existiert.
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Theorem 14.50 (Satz von Stokes). Sei f ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge U C R®. Dann ewistiert die Wirbelstirke rot(f,p,u,v) von f zu jedem
Punkt p € U und zu allen u,v € R3 und ist durch

gegeben, wobet das Vektorfeld

rot(f) =

(mit Rand), so gilt des Weiteren

rOt(f7p7u7 /U) =

(rot(f)(p), u x v)

O2f3 — A fa
03f1 — O f3
O1fa — 02 f1

auf U die Rotation von f genannt wird. Ist S C U eine glatt berandete, orientierbare Fldiche

/Srot(f)~dn=/a.sf-ds.

Lemma 14.65 (Invarianz, glatter Fall). Sei U C R™ ein Gebiet und f : U — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, welches die Integrabilitdtsbedingungen erfillt. Seien weiter v, y1

zwet glatte Wege von pg € U nach p € U, die auf glatte Weise in U homotop sind. Dann gilt

/70f~ds:/mf~ds.

Glethung ducch
FoHuns

Proposition 14.66 (Invarianz, stetiger Fall). Sei U C R™ ein Gebiet und f : U — R" ein
stetig differenzierbares Vektorfeld, welches die Integrabilititsbedingungen erfillt. Des Weiteren

seien 9,71 2wei glatte Wege von pg € U nach p € U, die in U (nicht zwingend auf glatte

Kmf~ds:/mf~ds.

Weise) homotop sind. Dann gilt
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Definition 14.61 (Homotopie). Sei U C R™ ein Gebiet (also eine zusammenhangende, offene
Teilmenge) und seien 7,71 : [0,1] — U zwei Wege in U mit gleichem Anfangspunkt vo(0) =
~1(0) und gleichem Endpunkt «9(1) = v1(1). Dann heissen 79 und v; homotop (in U), falls es
eine stetige Abbildung H : [0, 1]> — U gibt, die wir eine Homotopie nennen und die folgende
Eigenschaften erfiillt:

o H(0,t) =~o(t) fiir alle ¢ € [0,1].

e H(1,t)=m(t) fir alle ¢ € [0,1].
e H(s,0) =(0) = 7(0) fiir alle s € [0, 1].
e H(s,1) =0(1) =y (1) fiir alle s € [0, 1].

Falls 79 und v, glatte Wege sind und die Homotopie glatt gewihlt werden kann, so nennen
wir die Wege auf glatte Weise homotop.

Definition 14.63 (Einfach zusammenhéngend). Ein Gebiet U C R™ heisst einfach zusam-

menhéingend, falls je zwei Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt homotop sind.

Figur 14.9: Tllustration eines nicht einfach zusammenhédngenden Gebiets.
Die beiden eingezeichneten Wege v und 4 sind nicht homotop. Wer im
‘Wald mit Hund an der Leine spazieren geht, kennt diesen Unterschied
sehr gut.
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Satz 14.64 (Integrabilitiatsbedingungen). Sei U C R™ ein einfach zusammenhdngendes Ge-

biet. Unter dieser Annahme ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : U — R™ genau dann

konservativ, wenn f den Integrabilititsbedingungen
O f = 0;fx

fiir alle j, k€ {1,...,n} geniigt.

(14.6)
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