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10. METRISCHE REUME

Ber: il"-": Sei der offen und kaln Folge in X mit GWx,O

↳ & offen =79x0: Baln O

knlnhanv.=FNCIFnIN: UnfBgK) cO
"E": Kontraposition:

Sei der nicht offen, d.h. es ex, ein XtO, s.a.

UnEIN: BEKo O
=>FCIN: BrIxolO+O

Wähle für alle nel ein XnfBIO
Die Folge (nln kann gegen so aber es gilt

UneIN: Und O

il"=": Sei AX abgs, und kann kann. Folge in X mit UneI: XnGA.
=>O-VIA offen UNCIN"n

O

n--d

=>

im An A
"E":

Kontraposition:

Agn. AX ist nicht abgs. Konstruiere eine Folge wie in lil

für1often
↳

Ber:"": Sei O ey offen in Y, d.h. Tye, ze 0: Bly O,
Def. OroBaly, dann ist O ofen in X. ne Oy: Ony

Für yeO, gilt yEBSly1cO.
Umgekehrt exfür jedes ye ony ein 'e O, mit yeßs Ly.
Daraus folgt yeß ly Oy. Dies zeigt Gy = Ort.

·E ist der offen, so ex für alle ye Ony eines mit

Bly) = 0

Daraus folgt aber Bally) = Batlyleye Ony,
womit any offen ist.
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Bew :
: Kontrapos .: Agn .

✗ ist kein Intervall und setze a. = inflll , b-- suplx ) .
✗ kein
Intervall ⇒ ( a. b) ¢ ✗ und a < b

,
also ex . y c- la

,
b) ' ✗ =/ 0

.

⇒ 0
,

:-. f- oo
,
y ) n ✗

,
Q : _- ( y , oo ) n ✗ =/ 0 und nach Lemma 10.11

sind Q
,

EX offen und es gilt per Konstruktion

✗ = QWQ

⇒ ✗ nicht zsmh .

"
Agn . X ist ein Intervall aber nicht zsmh

, d.h. es ex . eine nicht - leere

abgeschliffene echte Teilmenge =/ YEX
,
also XIY =/ 0

.

Wähle a EY
,

BEXIY mit OBDA a- b. Da ✗ ein Intervall ist
,

folgt (a. b) c- [a. b) EX und damit Yn /a. b) =/ 0.

Y offen in ✗ ⇒ JOEIR offen mit 4=0 n ✗

⇒ yn (a.b) = On ✗ nla , b)
<

(a. b) EX
= On (a. b)

⇒ Yn (a.b) offen in R 111
.

Analog : Yabgs. in ✗ ⇒ Y - Ia
,
b ] abgs . in R K)

.

Setze S suplynla ,
b) ) Fsuplyn [a. b] ) c- (a

,
b)

Y offen in X
und [ ab] c- ✗ ,

b ¢ Y

EP
s ¢ Y wegen 11 ) und SEY wegen 121 ¥

⇒ ✗ ist zsmh .

Bew: Sei AEY,
v4 nicht - leer und abgeschliffen . Dann gilt OBDA An Y, =/ 0 .

Dann ist nach Lemma 10 . " Any
, eine abgeschliffene Teilmenge von Y . .

Da Y
,
zsmh . ist

, folgt An Y, = Y . , also Y , EA .
Mit Yin Ya =/ 0 folgt

nun AN, -1-0 und damit analog Y, c- A. Daraus folgt Y
, UY, EA und

damit A = Y, UY , . Damit ist Y
, ok zsmh .

Bew : Widerspruchsbeweis mit Lemma 10.24. Benutze
,
dass f OBDA surjektiv ist .

Zusammenhang der
reellen Zahlen 110.20)

v

Stetigkeit von Wegen Bew: Agn . A- 4- ✗ ist nicht - leer und abgeschlafen aber ✗ ist wegzsmh.

.

Zusammenhang von Intervallen d.h . es ex . ein Weg je :[0.1 ] > ✗ von gelo) c- A nach geht c- ✗1A .

v Stetigkeit von &

⇒ gi
' / A)

,
g-

' IKA) nicht - leer und offen in [0,1] mit

[0,1] = gi
' / A) wgi

' / XIA)
.

Widerspruch , da Intervalle zsmh. sind . Also ist ✗ zsmh .
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Vgl . Serie 2 Agb. 5

Vollständigkeit ist also eine

metrische (nicht nur topologische)

Eigenschaft !

• Vgl . Serie 2 Agb. 6
⑨

Bew : Sei lanln Cauchy - Folge in Rd und Titan/ ER die j- te Komponente von an . -SseffEESfHggfSrEEggg
Es gilt für alle je { 1 . . . . , d }

V-E-OJNEINV-n.im ≥n : /Titan) - Hj 1am)/ ≤ Han - am 11
,

= E
,

womit Hilarion eine Cauchy - Folge ist
.

Es folgt
IR rollst

.

⇒ Milan/In konv
.

"¥ lanln kann
,

womit Rd vollst
. ist

.

Sei A-≤Rd abgs .
und Iain Candy - Folge in A. IanIn bonn in R?

da IR
"
vollst

.

ist und hat GW in A
,
da Aabgs ist 110.71

.

Damit ist A rollst
.

Bew : • Eindeutigkeit :
: Agn . es ex .

×
,
YEX mit TH) -- × und Tly) = × . Dann gilt

◦ ≤ dlx
, y )
= dlTH.TK/D---1idlx.y) .

Mit 1--1 folgt also dlx.gl = 0 und damit ✗ = Y .

' Existenz :

sei ×, c-✗ beliebig und def (✗nln rekursiv durch Xnt , Tlxn!

Sei E > 0 und NEIN gross genug, dass
1
! dlx

. .
✗a) < E gilt .

Seien n > m ≥ N beliebig , dann gilt
☐ - Ungl .

dlxm.in/EEdHi.Xi+ili=m
folgt mit Induktion über n

≤ E Ä'

dlx
,
.
Xd '

i =m
≥ 0

geom.
Reihe

≤ in
- ' EÄDTTI .
i -0

Am
- '

=

1 - g d /✗
" ✗ a)

=
E

.

Damit ist lxnln Cauchy und konv
.
in X

,
da ✗ vollst

. ist .

Damit folgt für ✗◦
= !:b✗n
1- stetig

↓
✗
◦

= t.ir?Xn+i=limTlxnI=Tl!i;zXnl--Tlxo) ,
n-soo

womit xo Fixpunkt von T ist.

Sei ✗ = 10
,
a) ER ausgestattet mit der Standardmetrik D= II auf IR und

f : ✗ > ✗
,
✗ 1 > %

.

Ben:X ist nicht vollst. und f ist eine Lip. - Kontraktion ohne Fixpunkt.

Bew : Die Folge lxnln =L? /
n
ist Cauchy -Folge und es gilt II. xn = 0€ X .

Dies zeigt, dass ✗

nicht vollst . ist .

Seien ×
, ,
xz EX . Dann gilt / flx, ) - flx> I / = ! / × , - xzl , womit f- eine Lip. - Kontraktion ist

.

Zudem ist ✗ EX Fixpunkt von f g.
d. w .

f- (x ) = × ⇔ 2x = × ⇔ ✗ = 0
.

Da 0€ ✗ gilt, hat f keinen Fixpunkt .

Sei ✗ = [1. a) ER ausgestattet mit der Standardmetrik D= II auf IR und

f : ✗ > ✗
,
✗ i > ✗ + ¥

.
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Beh: X ist vollst. und xyex mit xy gilt IfA-flyll=(x-y, aber f hat keinen Fixpunkt.

Bew: Abgs. Intervalle sind vollst. beg. H

Seien , el mit OBdA = X. Dann gilt

*E-x-g=(*-*I
=> **x+x-xy"-- (

*Y

=> i"IIx-y31=-yI
=> I für x, yett, al

Charakterisierung abgs. Zudem ist er ein Fixpunkt von of g.d.w

Mengen durch Konvergenz (10.7) *ex e = 0,

doch frex gilt 0. Also hat f keinen Fixpunkt.

V

Bew: Sei KeX folgenkompakt.
· Sei Knln kann. Folge in K mit GW X. in X. Da K folgenkompakt ist,

ex. konu. Teilfolge mit GW in K, d.h. ock. Mit 10.7 folgt nun,
dass K abgs ist.

· Sei Toek beliebig und ang.
K ist unbeschrankt, d.h. es ex, eine

Folge knln in K s.o.KneI: dko,Xnn. Doch da K

Folgenkompakt ist, muss knln einen HP in K haben Widerspruch.

M

· Bewill=12): Sei Inn Folge in X und D=EXnIneIN3.

Gilt ID= 0, so hat Knln eine Konst, also auch kann. Teilfolge
Gilt ID1 = 0, so hat Knln nach in einen HP toex.

Seien O und NeIN beliebig. Wähle 50 klein genug, s.d.

BsIXol 13xo3 = Balo) 19X, . . ., XN3.

Da to HP von Dist, gilt BulBskoll) 0, d.h. es ex,

ein n=N mit XnEBsKol 134.3. Dies zeigt
VacOUNEINFnIN: XnEBsKol.

Also ex, eine kann. Teilfolge von Koln 151=16): Sei O ofere Überdeckung von X und O eine

121= 13): Sei fix c4 stetig. lesbegne-Zahl nach 15). Da X total beschr ist, ex

Agn. UneINSXnX: IfII -n. Nach 12 hat kaln eine kann *
....
Anet mit X= KiBrixi)

if knnln mit GW toe. Da f stetig ist, gilt Der. Def von rex für alle Ki ein KieO mit

=Hol = fmXnl = hifixual, BrIxil Hie
9.h. die Folge (flknall ist kann und beschränkt Widerspruch. also gilt *Eilli

13)=14): Sei f: X 14 stetig und N= supIfKXII. Agn. f nimmt 1617: Zeige Kontraposition vom and. Schachtelungsprinzip.
kein Maximum an, d.h. Kxet: fla-M. Dann ist Sei A eine Menge abgs. Teilmengen von X mit

Bewisei O offene Überdachung von X und def Dix <co durch
gix4, nffA NA = 0,

1H = sup38e10, 1317420: BsK zU3. zz:1 ist (-stetig
=>O: ENA) Acts dfere Überdeckung von X

Seien KeX und SERKI. Falls s=50 ist, wohldef stetig und damit nach lal beschränkt, d.h. es ex Nach 16 ex. U.,
...,
Une O der Form Hi = X1A: mit

ernach Wahl von Sein He O mit E ein ScO mit glES, also flEM- für alle xex, ↓ = Eili,
Der Def Balx=Bg1x ) eH,

S
· was ein Widerspruch zur def. Von Mals sup ist. d.h. RAi = 0.von D

somit ist 21x)[d = 6-dln,l
·

X, 14)= (1): Siehe Skript 17)=181: Sei d 0. Für A==3XIBsK/xeX3 gilt NA = 0,

Ist ==0, so gilt 41xK 0zE. 12)=15): Nach 10.54 besitzt jede offene Überdeckung eine also 17 =Ex....neX:lXIBelvi = 0,
Nehmen wir das sup aller S=4(x), so erhalten wir also Lesbegue-Zahl d.h.=Bslxil, also total beschr.

21x)=41x-dlx, vel, Sei 8. Agn. X lässt sich nicht durch endlviele 5-Bälle Sei Knln Cauchy-Folge in X. Agn. Knln kann nicht, d.h.
also 6) x,X2) [11x. ) -41cI überdecken. Sei, EX bel und wähle rekursin ·In besitzt auch keine hor. Tf
Mit analogen Argument erhalten wir nur Unze: une XlBalkilo =>KneIN: DEX/kn3 ist abgs., daX1 Du ofen ist.

6) x, X2) =1114.)-4kIII, Wir erhalten eine Folge KnIn mit

#>
KeeI: ED=Dn *a

Womit 2 L-Stetig ist. Nach 10.53 nimmt 4 ein Min. an d(Xn, Xm) E Du s ~ Widerspruch.
Jedes Or = minky(II ist nun eine Lesbegue-Zahl für alle nem. Somit besitzt knin keine haur. T 1)=(1): Siehe Skript.
für 0, denn Kex: rykzue0: BrHel Widerspruch zu (2).
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Bew: Siehe Analysis I .

Bew:
"
Folgt direkt aus 10.47

.

:
"

⇐" Sei Ixnln Folge in K
,
also beschr

. per Annahme , dh .

Notwendige Eigenschaft Charakterisierung abgs .

für FolgenKompaktheit 110.47 ) Mengen durch Konvergenz ( taz ) VIE { 1 , . . . , d } ist Hi lxnlln auch beschr .

v Nach Satz 6.15 existiert

•

eine Teilfolge In .lk )) , von lnln
,
s -
d

. 11T
, /✗n.nl/ukonv.

• eine Teilfolge In> Ikt) , von ln.lk )) " , s.d.IT, /✗nah. konv
.

:

• eine Teilfolge lndlkll, von Ina.tk)) " , s -
d

. Hakan,Du konv
.

Für lni.tn lnalkl) , gilt nun

tj c- { 1 , .. ;D } : Hj /Xnn )) , konv
.

und somit kann auch (Xn, / u .

Da K abgs . ist
, liegt der GW nach 10.7 auch in K

.

Damit ist K folgenkompakt.

Bew : Sei 0 offene Überdeckung von f- IH .
Da f stetig ist

,
ist

{ f- tut | UEO }

offene Überdeckung von X
.

Nun folgt
✗ kompakt ⇒ JU

. ,
. . .

,
UNEO : ✗ = fünf

- '

lui )

⇒ flx) = Ui

⇒ {U .
.
. . .

.
Un } endl . Überdeckung von f- HI

>

⇒ f-HI kompakt .

Bew : Sei E > 0
.
Da f stetig ist

, gilt
P
'

• ttx c- ✗ In > O : f / B.
„
HDÄB
"
/ f- 1×11 .

Zudem ist 0--113%1×1 / ✗ EX } offene Überdeckung von X .

Da ✗ kompakt ist
,
ex .

also eine Lesbegue - Zahl S - O für 0,
d.h . V-xo.cl/JxEX:BsHo)EBwlXI ^

%

Also gilt f-( Bslxol) c- f- 1132×1×11 "
""

ÖBEZIFKH
c- BEI flxo )) .

'
ftp.slxol)

Bew: Gleiche Idee wie im Bew . von 10.64
.

Für 5- 0 folgt mit dieser Prop . genau
die Aussage aus 10.64 !

Es gilt wlf, ✗ 1=0 g. d. w . f stetig in × ist
.

> Wtf , x )
" misst die Unstetigkeit bei × .
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Bew:(der Vollständigkeit)

sei lfnln CF bzgl . II. Hoo

⇒ V-XEKV-n.me/N:Ilfnlx)-fmlxtllz---llfn-fmM
Rd ist ⇒ KEK ist lfnlxlln CF in Rd .

"" St ' bzgl -⇒ KEK : f- (× ) :-. Iimfnlx )
,
d.h. ( fn ) honv

.
Punktweise gegen11112

h-so

eine Funktion f : K > IR
.

Sei E - O .
Dann ex. ein NEIN

s.d.tn
,
m > NV-x-H://fnlxl-fn.HN, = E

.

Mit m so folgt
V-nzNV-x.cl/:HfnlxI-flxIHz--E ,

also ttn > N : Afn - f / too - E
,

womit tfnln glm . gegen f kann
. nzz : f ist stetig

Es gilt HFN - f- II - E. Da FN stetig ist
, folgt

YXOEXJS > OV-xc-B.sk/oI:IlfNlxI-fNHollIz--Es-ungl
.

⇒ Hflx) - flxo) /| , E Ilflx) - f-Nlxl 112+11%1×1 - f-Nlxolll , + HFNIXOI - f- 1×01112
= 36

.

Damit ist CIK
,
/Rd ) vollst. bzgl. II. Hoo

.

Bew - Skizze:
"

⇒
"

sei 5- kompakt. F ist dann nach 10.47 abgs .
und beschr. 5- mit endl . vielen

E - Bällen bedecken
F total beschr ⇒Jf, . . . . .fr YFEF

: min / Hf - fjlloo) < E
.

<

JE {1 , . . ., n}

Da K kompakt ist
,
sind alle f- EF glm . stetig ,

also ex . ein 8-0 s.cl

tj c- { 1 , . . . . n} VI.YEK : dlx
, y )

= S ⇒ lfjlx ) - fjlyl / < E .

Daraus folgt s- Ungl .

V-f-CFV-x.yc.tl : dlx, y ) = S ⇒ / flxl - fly ) / ¥ / flx) - fjlx) / + lfjlx ) - fjlyl / + lfjly) - fly) /

= 3. E
.

"

⇐"
Sei Fabgs .

.
beschr . und gleichstetig und lfnln eine Folge in F.

1) K total beschr. ⇒ KEIN ex
.
endl . viele Bälle mit Radius tn

,
die K überdecken

⇒ abzählbare Vereinigung über alle n und den dazugehörigen lendl . vielen) Zentren

gibt eine abzählbare dichte Teilmenge D= { ✗ i } jc.IN von K .

2) F beschr. ⇒ ITXED : lfnlxtln beschr. ⇒ lfnlxlln hat honv . Tf .

Wähle nun sukzessive :
FE Diagonal-folge

•

eine Teilfolge In . .
! " von lnln

,
s -
d

.
/ fn . . . /✗D) „ konv

.

'

n
" nie hi

.
>

. . -

• eine Teilfolge ( na
.
! " von ( h

, .
! " s -

d
.

/ fnz
..

/✗d) „ konv
.

Na , na> na] - i '

:
• eine Teilfolge In} .! " von ( na

.
! " s -

d
.

/ fn
"
/×
}
)/ „ konv

.

na , ns.zns.s . . _:\:

sei dann lnu.lu :-(nn.u.lu
.

die Diagonal-folge . <

⇒ FXED kann t.fm
.

/ ✗ 1) „ gegen ein f-HIER ⇒ dies def . eine Funktion Ä :D > R
.

⇒ f- ist glm . stetig ,
da F gleichstetig ist und f- lässt sich eindeutig

zu einer stetigen Funktion f : K > IR erweitern
,
da D dicht in K liegt .

Zudem kann. lfn.lu glm . gegen f
⇒ lfni.lu honv . bzgl . II. Hoo gegen f.

Da F abgs . ist
, gilt also f- EF .

Dies zeigt , dass F folgenkompakt ist
.
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II. MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHNUNG

Bew: -111g. gilt flxoth) - f- Hol
±

☐ ✗ ◦ f- 1h1 + OHHH für h > 0 .

Sei VEIR
"

und setze f- Sv für s > 0
.

Püof
Dann gilt

Jrflxo) / im
*✗◦ + Sr ) - flxo)

s-so
S

E)im
'

Dxoflsv ) + ots )

s-so
S

☐ ✗of linear

± / im /☐„ flut + ÜÄÜ = Dxoflvl
.

S->☐

Insbesondere ex . ltj c- { 1 . .. . , n} Jjflxo) = Jejflxo ) = Dxofle;) und dies

sind genau die Spalten der Jacobi - Matrix .

IX.
,
xzthz / = ✗ + hae

,
(×

,
+ hi

,
✗ zthz ) = ✗ + h

in →

Bew :(für n = 2)

Mit II. 8 sei OBDA m = 1. Sei ✗ c- Ubel .

÷ Füge wie folgt gezielt Terme ein
, um den 1-dim .

NW -Satz anzuwenden :

konst. in der 2. Variable konst. in der 1. Variable
s

t
i s

"
i X = IX.

,
✗ 2) EU

f- ( ✗ + h ) - f- 1×1 = f- IX. + hi , × > + h) - f / ✗„ × > + hz) + f- IX.
,
✗ zthz) - f / ✗ i. ✗ z )

<

= 2ft {
,
✗zth ,/ ' h ,

+ Jzflx. , { d. h,
<
1- dim

. MW -Satz

für gewisse { c- ( ×
, . × ,

+ h
,
/ und { c- IX. , Xzthzl .

Für ✗Hh) (Zf / { i. ×> + hat - Jiflxlh ,

+ ( Jzflx , . {z) - 2. flx)) h,

gilt nun flxthl - 71×1 = + ✗ IX. h) .

Dxflh) (2,71×1 271×1) /%)

Für 11h11 > 0 folgt hi , ha > 0 und {
,

> × .
,
{ > × , und

mit Stetigkeit von Gf, Jzf folgt nun

✗ IX. h ) h -4 0
," h "

also ✗ IX.h) = 0111N) für h > 0
.

Damit ist f auf ganz Udiffbar.
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Ben : Der def. gilt
f- ( ✗◦ + h) = f- /✗c) + Dxoflhl + t.lxo.nl

mit t.ph/o,hI--OlIlhN für h > 0

und für Yo = fho) gilt
glyoth / = 91yd + Dyoglti ) + ✗glyo, Ü )

mit ✗glxo , Ü ) = OIHÜII ) für Ü > 0
.

Setze Ü f- Hoth ) - flxo)
" ' °

> 0
,
da f- stetig ist

. Spezialfall n=1 : ( Keltenregel ) offen

IEFE.tn ) sei d- ≤ IR also ein offenes Intervall µ : I > ÜCRM difbarer Weg
Ü einsetzen liefert und f : V SIR

"
diffbar.

IRM
glf / ✗ ◦ + h)) = cflflxol) + Dycg/Dxoflhlt t.ph/o.hHtaglxo,h )

f
> R

"
= glflxol) + Dycg ◦ Dxoflhlt ✗ goflxo >

h )
I

I

)

für ✗go.ph/o.hI:=DyoglXplxo,hDtsglyo,flxothl-fIxoD .

Nun gilt ✗goflxo.tn/--ollIhll ) für h > 0 (→ siehe Skript für Details) ,
womit Diffbarheit von gof und die Kettenregel folgt .

Dann ist for :[ > IR
"
ein diffbaer Weg mit Ableitung

Bew: Sei p :[0,1 ] > IR
,

ti > flxotth) . ( f- oje /
'

It ) = Dritt . HH ft c- I
✓

Nach der mehrdim
. Ketenregel ist 0 difbar und es gilt TIFF

44th = ①
„„„ f) - h ER

.

Ist zusätzlich b. = ! so def .

Nach dem 1-dim . MW - Satz ex .
ein ts C- 10,1 ) mit grad -11×1 ÷ ☐ f- 1×1 =/☐✗ f)TER

"

( Spaltenvektor )

4111-4101=4441.11-0 ) den Gradienten von f- an der Stelle ✗ c- V
.

⇒ flxoth) - flxo) = Dgflhl Es gilt Ifor/ ' It ) = Dort ,f. gilt)

für { ÷ ✗◦ + tsh .

= ( of /rltll.r.lt )) ft EI

i Bew : Mit II. 8 sei OBDA m = ! Sei ✗◦ EU und Geometrische Interpretation :

U
' { ✗ EU / flx ) = flxo )} .

Sei UEIR
"

offen , f : U > R bei ✗EU diffbar und VER
"

Da f stetig ist
,
ist U

'
= f-

'

{ flxo )} abgs mit Hull = 1 .

Sei ✗ c- U
'

. Da U offen ist
,
ex . ein E > 0 mit Bek) ≤ U

.

Die Richtungsableitung
Da sich jeder Punkt yc.BE/xl mit einem geraden Weg mit × verbinden lässt

,
2-91×1 = Dxflrl = loftxv)

folgt aus II. 14 : ISEU : fly) - flx) =D { f- (y - x ) = 0 =/Irflx ) /I. Hull . cost

⇒ f.ly/--fIx) ⇒ YEU
' ⇒ Bslx) ≤ U ! wird maximal g.

d. w . v in dieselbe Richtung wie ☐ flx) zeigt
Damit ist U

' auch offen , d.h. abgeschliffen .

und Hof /✗ III ist gleich dieser maximalen Richtungsableitung.

Da Uzsmh . ist und U
'

-1-0
, folgt 4=4

'

,
womit f- horst . ist.

Bew : Sei OBDA m -1
.

>
it Agn . U ist konvex und die Abt . beschr .

.
d.h . es ex . M ≥ 0

,

s.d.V-E.EU : HD / f- Hop ≤ M . Da U konvex ist folgt mit
dem allg .

MW - Satz

llflx) - f- IHNEN Dgflx - y ) 11=-14.11×-411 ,
womit f- L- stetig ist

.

1- dim
.
MW Satz ü) -111g . betrachte für ✗ EU nun Uo = BEIN für E > 0 klein genug ,

dass BEH) ≤ U und wende teil auf fluo an
.

:
"

Bew: Sei OBDA n =3 und IX. y ) EU .
Per def. gilt

Jyflx , y ) = / im
J"# ✗ thy ) - Jyflx,y )

h -so
h

=

/im / im
f- (✗ + hsyts ) - f- IX. yts ) - flxth , y ) + flx, y)

h -30 s-so h - S

Def. p
: Rt > R.tt > flxtt, yts ) - f- ( ✗ + t , y ) und Wende den 1-dim . MW - Satz

auf 4 auf tat ] an
,
d. h . es ex . ein {NE / ×

,
✗ 1- h )

,
s . d .

flxth, yts ) - flx , yts ) - flxth , y ) + flx, y) = glt) - 9101 = gilt) - h

=/ 2×-914
, yts )

- 2×714 , y )) - h
.



g

Damit folgt
2×2×7 / × , y ) = /im / im

↳
✗ f- Ihn

, Yts )
- Jxf / {n , y )).tn/h-sos-so
K- S

Jxf / {n
, yts )

- Jxf / {n , y ) Def.
=/ im / im = limdydxfltn.it
h-so s-so S

h-so

Mit In
""

> × folgt also 2×2×71*11=2,2×-11×141 .

aie.EE
.

.

Jnf = Dflhl = ¥-4 - Jif

TEE

Bewitgn . f nimmt in ✗
◦
EU OBDA ein lokales Max an .

Dann gilt für alle 3- c- { 1 , . .. > n } :
≤ 0 für h klein genug
-

- tdjflxo) =/ im
f- ( ✗◦ + hej ) - flxo)

≤ g
h

h to

- Jjflxo) = /im
f- ( ✗◦ + hej ) - flxo)

≥ ☐
h↑O h

Daraus folgt Dxof = 0 .
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quadratische Taylor -Approximation Bew : Agn. ✗◦ c- ✗ ist Kit. Punkt von f- und H HH ist pos . definit.
Dann gilt nach der quadr . Approx . III. 25 )

v

f-( ✗◦ + h) = flxo) + Dxoflhlt Eti Hh + t.li/o.hl .
-

= 0
,
da ✗◦ Kit . Punkt ¥54 für h > 0

Setze c- min / vttlv) →
ex .

.
da 5-

'
= { VER" / Null = 1 } nach

✓ ES""

Heine - Borel kompakt ist und V1 > Htlv stetig
Wegen der o

- Approximation ex .
ein S > 0

,
s . d .

V-hc-Bs.IO) : to .ph/o.hlI = E- 11h11
"

.

Für HE Bs /01110} folgt nun

flxoi-hl-flx.tt?NilllknIEH+t-lE;Y-. " .
>

flxo) + Ethik c - ± /IHYIC = flxo )
,

womit f ein striktes lokales Minimum in ✗◦ annimmt
.

Falls H negativ definit ist
,
verwende Obiges für -f.

Siehe Skript für den indefiniten Fall .

Bew: ' Stetigkeit von F : kompakt

Sei ✗◦ EU und n
> 0 s.cl . Ü By / ✗ o ) ≤U. Dann ist flkxi-a.is]

nach 10.6491m. stetig .
Sei E > 0

.
Dann ex . ein GEIO , n )

mit V-XEBglxc.lt/tEl-a,bJ:1flx.tl-flxo,tll=E .

→ S muss dafür Unabhängig von t sein
,

Daraus folgt b
hier wurde also glm . Stetigkeit verwendet

11=1×1 - FH) =/ { lflx.tl - flxo.tl/dx/-- Elb - a)
für alle ✗ c- Bslxo) . IT

-F ist stetig diffbar :

Seien ✗
◦
EU und K wie oben und k c- {1 , . . . , n } .

Nach dem NW - Satz für alle SEI-p.nl 1901 und 1- c- Tab]

ein { si. C- 10,11 mit

f-(✗ ◦ + seht ) - flxo.tl = Juflxot { „t -

sen it)
S

Sei E > 0 .
Dann ex . (wieder mit glm . Stetigkeit von Juf auf Kxiab] )

ein SEIO
, n ) , Sid .

ÜXE Bslxo) : / du flx.tl - Jnflxostll = E .

Also gilt für alle SEI - S
,
51110 } :

b b

/ F- (✗ ◦
+ sen ) - FHO )

- fz.ph/o.t)dt/D-EffffHotse" " - f"" " - zeflxo.tl/dt /
S a a

S

b

= | ! / 2. flxotfs.sen.tl - Jnflxo .tl/dt /
≤ Elb - al

.

bAlso folgt
2pm, = #

Flxotseu ) - FH)
= ! rdnflxoitldt .

S

Nach dem 1 . Teil des Satzes ist 2nF auch stetig und

damit ist F stetig dilfbar .



„

Bew: Sei 4 :[ä
,
5 ] > [ab] monoton wachsend . Dann gilt

5

/ f.ds = / tflgelultlll
,
✗

' luth . Ydt
204 ä

b-

= / ( for
, µ

' ) / Htl) -

UGYdtar-F.in
b

,

Substituieren r = KH ) - dr -- YYHDT

= ! ( flair)) , tilrtldr
= f. f. ds .

Kdtenregel Differentiation unter dem Integral
Der 2. Teil 14 monoton fallend - umgekehrter Weg) folgt analog.

Satz von Schwarz
Existenz der totalen Ableitung

"

Bar:
"

⇐" Agn . es ex . eine C- Funktion F : U ' IR mit f- = OF.

Sei zu :[a. b] > U ein C- Weg .

Dann gilt
b

{ f. ds = / lflseltll , gilt / ldt
ab
=/ ( DF /vlt ))

, 84th dt
→ lntegrabilitätsbedingungen ab=/DrittF) T

= ! Das ", F- gilt / dt
b

Kettenregel
=/ (For ) ' It ) dt "

• ER

= Flgelbl) - FINAL)
.

Ist so nur stückweise C ! so erhält man gleiches Resultat

unter Auswertung einer Teleskopsumme . Damit ist f- konservativ
.

"

Agn . f- ist konservativ. Sei ✗ ◦EU fest . Dann ex . für alle

✗ EU ein stückweise C
'
- Weg Xx von Xo nach X

.

Wir def. F : U > IR
,
✗ 1 > ' ds

,

was wohldef . ist
,
da f- konservativ ist

. Ez : V-KEH.in} : 2nF =L
.
.

Sei ✗ EU und HEIR klein genug .
Für ✗ then verwenden wir

Hiltl für TEIG ,
bx] (→ Xx : Es

,
bx ] > U )

Ather.lt/:-- ( ✗ + It - b.) - heu für 1- c- [bx
,
bxtt]

Daraus folgt !

+her
.2.Flx ) = tim ? /Flxthei

.
) - FH ))

h-so T

= tim Il / f. ds - {
✗

f. ds)
h-so ✗✗+hlu

b. +1

= t.info#/tflxtIt-bt.heu,hei.ldt
bx

1

,

Subst
.

: r = t - bx
=

!: ! "

"so

= f. Ix ) . L

Da
.
. .

. fn per Annahme stetig sind
, folgt aus II. 10

,
dass F diffbar

ist und es gilt DEF.

Sei nun f- konservativ und C? Dann ex
.
nach Obigem ein F mit

☐F-- f. Mit dem Satz von Schwarz folgt
U-j.li c- { 1 . . . > n} : Jjfu, = Jj 2µF = 2. JJF = Jkfj .
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Bew:
"

Folgt direkt aus 11.49
.

"

Sei U OBDA sternförmig bzgl . 7=0 . Def
1 NEU

F : U > R
,
✗ i > ftp.ltxl.xldt .

Für j c- 11 . . - in } und ✗ EU gilt dann
1

JJFIH = Jjflfltx) , xldt → Parameterintegral

= Jjf
,

?Ef„ ltx ) - ✗ „ dt
II. 36

= !
"

/ E- Jjfieltxltxutfjltxl) dt
'

↑ -Integrabilitätsbed .

,

aus Ketten regel Term aus Produktregel für 4=5
'
= ! / II. Jnfiltxltxntfiltx )) dt

I

= ! / tlisfjltxl, xltfjltx)) dt ydkeltenregel
,

KDt×¥T ) '- ✗ = Dtxfjltx) - ✗
=

dt fjltx)

= !tdd-t.fi/txItfiItxldt=jd
◦
dt /t.fi/txDdt--t.fjltxlj--fjlxl

.

Also gilt F- f und damit ist f- nach II. 49 konservativ.
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II. ANFÄNGE DER DIFFERENTIALGEOMETRIE

Bew - Idee :

1) Für festes ✗ c- Brlxo) def
' E : y c- Brlyo) I > Flx

, y ) ERM
• Tx : yc-B.ly) , > y-f-IE.ly/EIRm/A:=DyoFxo )

ex .
nach Voraussetzung

Damit gilt Flx
, " = 0 g. d. w . T.ly/=y → y Fixpunkt von Tx

2) Zeige die Kontraktioneigenschaft von Tx :

Es gilt Dytx = Im - A-
'

DyE_ → stetig
stetig , da Fx (

^
ist

und

Dyotxo = A-
'
IA - D¥F×o_ = 0 .

Also ex . ein SEIO, r ) mit

tlxsy) c- Bslxo) ✗ Bslyo ) : HDYTX /top ≤ ↓ .

Sei ✗ c- Bslxol . Nun folgt für alle × , y.
C- Bslyo)

i
Von Ketten

regelt/ Txlyil -5×1%111=11 ! / Dy.tt ,"- „„Tx ) dt It

I

≤ { HDY. + tiyz.y.IT/Hop.Hy.-yiIIdt

R
"

≤ ! . Ilya - y, / I .
^ Rm

Brlxo) ✗ Brlyo )
3) Tx als Selbstabbildung :

„

Boko ) ✗ BßIYO )
L

-

F Mit der Stetigkeit von F finden wir a. ßEIO .SI , s.cl .
-

} ß
'

'

t ✗ EX : Tx /Y ) ≤ Y
Yo • ¥

Graph /f)
•

0
-

„ für ✗ Beko) und Y Bßlyo ) .

lösungsmenge des
Gl -SYS . Flx, y ) = 0

- in Umgebung von

"⇔
4) Nach dem Banachsahen Fixpunktsatz ex . für jedes ✗ c- ✗

ein eindeutiges YEY mit Fly ) = y ⇔ Flxiy ) = 0 .

I I Ä I > Rn
Dies def . eine Funktion f : Boko) > Bßlyol mit

=
den gewünschten Eigenschaften .

5) Stetigkeit der Lösungsfunktion f :

Um dies zu zeigen wiederhole obiges Argument für alle
✗ c- Bolxo)

"

gleichzeitig
"

. Benutze also wiederum eine

Lipschitz - Kontraktion auf dem Raum

5 {g : Boko) > Y / g ist stetig } ≤ CIBalxol.IR )
.
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Bew: sei F : U ✗ R
"

> R
"

,
IX. y ) , > y

- fix ) . Wir wollen dies mittels 12.1

nach ✗ auflösen !

Sei r > 0 mit Brlxol ≤ U und betrachte ab jetzt F auf Brlxo) ✗ Brlyol .

Nun gilt : :
- Flxo , yol = O

- F ist d-mal stetig diffbar
• 2×1=1×4%1 = - Dxot invbar nach Annahme

Also ex . nach 12.1 ✗ßEIO ,
r ) und eine Cd -Funktion

g : Bßlyo ) > Boko )
,

so dass tlxsy) E Boko ) ✗ Bßlyol gilt
gly ) = ✗ ⇔ Flxsy) = 0 = y - flx) ⇔ flx) = y .

'

•

Def . nun Vo Bßlyol und Uo 9141=1%3%41 offen.

Baixo) u
.
Hi ! ! Damit ist nun fluo : Uo > Vo bijektiv , also invbar

,
und nach 122

"
auch d-mal stetig difbar .

Bew : Da f inj . ist
,
ist f-

"
- V > U bijektiv .

Für yo EU und ✗ ◦
= f-

"

( Yo ) ex .

nach 12.5 offene Umgebungen Uo von Xo und Vo von Yo mit

Vo = f- ( Ucr ) ≤ flut = V
,

womit V offen ist . Ausserdem ist f-
'

Ivo =/ fluch
"
nach 12.5 auch

d- mal stetig diffbar .

Bsp: a) Jede offene Menge U ≤ IR
"

ist eine n- dim . Tmfg . von IR? d) Die Einheits - ) sphäre S
""
= { ✗ ER" / 11×11=1 } ist eine In-11 - dim

. Tmfg. von IR?
→ wähle fp = idu : U - U ftp.U da sie sich lokal als Fht

. von n-1 der n Variablen ×
, .
. . .

> Xn
darstellen lässt.

Umgekehrt ist jeden-dim . Tmfg . von IR
"

eine offene Menge . ZB
.
n =L : 5 = { ix.y ) ER

>

1×2+1/2=1}

^

b) Eine Menge M ≤ R
"

ist diskret
, falls für alle PEM ein { so ex

Graph /f) für f :|-1,11 > R
,
f- 1×1=1 - Ä

mit Ms Belp) = { p } .

Jede diskrete Menge M ≤ IR
"

ist eine 0 -dim. Tmfg .
>

• wähle
.
:B, ,p, > ☐„a

,
× , > × - p .

"" """"

a.mg, µ, g. „ „ „ „„ g. „„ = „ „
,

c) Sei U ≤ IR
"
offen und O - Ken .

Ist f : U > IR
""

C? so ist

M = Graph / f) = { IX. flxl) / ✗ EU} eine 4- dim . Tmfg . von IR!

"

Graph- f)

Für
p =/ Xo , f- (✗◦DEM wähle U,>

= Vp = UXIR
" "

,

✗ = fp : Up > Vp
,
flx, y ) = /¥ fix ) )

p
" - k

"

"
""

P

⑨

Vp*
.

.
Dann ist D.„ „✗ =/

I " °

-☐
✗f In. "

) → f ist also ein Diffeom. IR
"
✗ {o }
" "

• Vpn / IR
"

✗ { o }
" "

)

≈ ≈ >

?⃝ Graph /g) für g :| -1,1 ) >R
>

, gly ) = 1 - y
?
"

"

I

Grapl- f)
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D.F =Ym
E.

Bew : Sei p =/ xo
, Yo ) EM . Es gilt Rang /DPT-t-minlm.nl = m . gen]Änab . Spalten§ö%§Ä÷ Nach Vertauschung der Koord . und Umbenennen in IX.

.
. . .

.
✗ n -m , " , . . - sym )

können wir annehmen
,
dass JYFIPI invbar ist

. § ,
Sei r

> 0 mit Brlxo) ✗ B. Hol ≤ U . Nach 12.1/12.2 ex
. a. ßEIO , r

)
Dpp = Im

M = F-
'

{0} und f : Boko) > Bßlyo) glatt, Sid .

-

1in
.
unab

.

→ dieser Teil der MatrixM nlBatxof.ua?-yD--Graphlf ) entspricht nun JYFIP)

gilt . und ist invbar
.

Def . einen Diffeomorphismus

Xp : Up > Http)
,
IX. y) I > IX. y - f- 1×1) → vgl . Bsp. ( c )

Hm"Zudem gilt für jedes PEM

IM = { p} ✗ Dyp, 4 / R
"
✗ So}

"" )
. ↳

Zudem gilt für jedes PEN

TPM = { p} ✗ Kern /DPF)
.

Bew : Seien lp.ir/ETpM ,
E > 0 und je :(- E , El > M mit v10) =p Iwie in der

Def . von TPM ) ein C- Weg .

Da f in p ein lokales Extremum annimmt
,
nimmt for in 0

ebenfalls ein lokales Extremum an .
Also folgt mit der Keltenregel

0 = (for)
'

lol =D
,> f-

'

411
= ( ☐ftp.v) .

⇔

Bsp : Bestimme das absolute Max / Min von

Radius f :( × / Y , 2- Ii > ✗2+2 y tcz

: auf SYÖ) = F-
'

{0 } für
F : IX. 4,2-11 > ×

?

tyz + z
?
- 9

.

Gleichungssystem
• rflx

, y , z ) =/%) = 1 /¥! ) = 1. OFH , y, ≥ )

' F / × , y , z )
= ×

>
+

y
> + zz - 9 = 0

.

- ✗ =/ O : 1=1
, y = 1 , 2- = 2

,
✗2=4 → ✗ =

± 2
.

→ Einsetzen : flx.kz ) = 14
3

- ✗ = O : 2- = } = 2 y , 5×2=9 , y
= ±
pg ,

2- = ± 5£
.

→ Einsetzen : flx, y, ≥ / =
± GTF

⇒ Max . 14 in 1+-2,1 , 2) , Min . - 65
'

in / 0
,

-31A
,

- GIFT
.

I
,

_

,

→ Einsetzen : flx, y, ≥ / =
± GTF

⇒ Max : 14 in 1+-2,1 , 2) , Min : - 65
'

in / 0
,

-31A
,

- GIFT
.
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|}
. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALRECHNUNG

Bew : Q ist nach Heine- Borel kompakt und damit ist f- nach 10.64 glm .

stetig .

Sei E > 0 .
Dann ex . ein G > 0 s.cl .

KX . .
× , EQ : II ×

,

- ✗ all = S ⇒ / flx ,
) - flxs.tl = E .

Sei nun Z eine hinreichend feine Zerlegung ( " Maschenweite " - s ) .

Dann gilt
① ( f. Z) - Ulf, Z ) = [

lsuplt-IQN-inflflQND.ro/lQalQxL-Z----=zQa,-zE'KllQo) = E. V01 / Q )
,

womit f nach 13.6 R - intbar ist
.

!

oo

Bew : Sei IN ); eine Folge von Nullmengen im IR
"

und N Nj . Sei E > 0 .

Per Def . ex . für jedes j c- IN eine Folge von offenen Quadern (Qj.de

mit Nj Ee Qjse Und ¥5 Qj, e = %
.

Reihe
> Insbesondere ist jede abzählbare Teilmenge von R

"

(zB
.
Öl Daraus folgt

N = y.IN , ≤ I.Ecke und E.%E0.ie = ?_? : = E .

eine Nullmenge .

Damit ist N auch eine Nullmenge .
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Beü Sei Q OBDA abgs . mit VOIIQI > 0
. Agn . Q ist eine Nullmenge .

Da Q kompakt ist
,
ex . endl . viele offene Quader Q

,
. . .

,
0m mit

kann beliebig gewählt werden
d. h

.

VOIIQI > 0
Q ≤ Küche und E. voll Oel = !- voll .

Konstruiere nun Zerlegung Z von Q, Sid . für jedes l c- { 1, . . .

.
m }

die Quader Qa EZ auch Oer Q zerlegen .

Dann folgt
V01 /Q ) = [

a. [ zvol
/ Qo ) ≤ 2- V01 / Qo) = E-voll OENQ ) ← f- voll Q) . b

e. = , QAEOE

Da dies ein Widerspruch ist
,
ist Q also keine Nullmenge .

Beü Sei M = SUPIFIQII und E > 0 . Da f R - intbar ist
,
ex . eine

Zerlegung Z mit 017,2-1 - Ulf , Z) = E.

Zu jedem Qa [ Z def . Pa ①✗
✗ [infl-IQN.su/olflQaD] .

Dann gilt
Graph / f) ≤ 2Pa U U IJQ✗ ✗ EM.it] )

: und

"

ÄTHER der Zerlegung )

[ voll Pol = Olf, Z) - Ulf, Z ) = E
.

Qa [Z

:

:

Fifa

P
'

⑨

↑

⑨
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I Y

^

Bsp: Berechne [ [ ei.ch/dxF--bini//e'" dxdy ⇔

,

00 -

=/[✗ EY
?

/
✗ = "

⇐◦ dy

^

0

= !
"

ye
" dy

! also für alle
* >

bis auf eine
= ein /

" = '

= ! /e- 1)
.Nullmenge y=o

'

'

T
Vol -13

v0/ = !
Bsp: Berechne den Schwerpunkt (Xs , ys ) von B. = { IX.YIEIR' / y > ×

'

,
✗ 3- Y

' }
.

1

Es gilt VOIIBI = !
.
Nun folgt

I E
i

✗s B) { ✗ dvd :b":3 ! !> ✗ dydx
I

=3 ! ✗ IA- ✗ 2) dx
↑

•

=3 [ ¥+5" - ↳ ✗%
'

= %
.

Aus Symmetriegründen gilt analog ys = :O .

↑

• VOLLE) IKEA

:
•

↑

⑨

>
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"

Bew - Idee: Agn . ✗ ist ein offener Quader . Wähle eine feine Zerlegung Z mit
:

Mittelpunkten ✗
•

C- Qa EZ
. Dann gilt mit der Taylor - Approximation

V-QAL-ZV-xc-Qxi.IN ≈ Ölxa) + ☐ ✗ •
⑤ ( X - ✗ o)

und somit V01 / OIIQOH ≈ vollÖlxa) + ☐ ✗ •
⑤ ( Qin - ✗ o)) Volumen Translationsinvariant

,

= Voll ☐ ✗ • OIIQ)
< Dx

.
Ä linear

=/det /☐✗• 5) 1. voll Qo ) . <

'3.49

: Damit folgt
§ #„ dvd " , = [ / flytdvdl"Qa [ Z ¢ / Qo)

j-I-ffld-lx.D.ro/l0IlQaD--flfooIllxIdetlDx0Illdvollxl
.

Bew : Wegen B. c- B. ≤ . .
≤ B ist /voll Bmllm monoton wachsend und beschränkt

,

also Konv . und es gilt 1mi:bvd /Bm) ≤ voll B) .
oOzudem ist

N :-.# JBM U JB

Eine Lesbegue - Nullmenge .
Also ex . für jedes E > 0 eine Folge (Qele

offener Quader mit

N ≤ eÜQe und ITVOIIQE ) < E .

Nun folgt kompakt !

Ä = B u zB = MÜ
,

Bm u JB

oO ↑

= # Bin U N •

c- Ü Bi u %
,

Qe
E-
offene Überdeckung von B-

Also ex . Mit EIN mit
≤ Bü u EÜ

,

Qe

und voll B) = vollB) ≤ voll Bü ) + ZE
,

voll Qel ← vd IBM) + E
.

÷

Daraus folgt insgesamt mlirg.ro/lBm--vdlBl .

Ist f auf B R- intbar und M suplflxll , so folgt zudem
✗c-B

| / f- dvd - f. f- dvd / ≤ / lfldvol
Bm BIBM

≤ µ . v01 / 13113m)
" '

30
.

Bew: Da für alle l ≥ 1 per Annahme f-He R- intbar ist
, folgt mit f-20 Und

Prop . 13.72

/ fdvol = / im / fdvol ≤ tim / fdvol
,

Al
M -'• t.es Bm m-200 Bm

da Ilten Bmlm eine Ausschöpfung von Ae darstellt
.
Da ( efdvdle monoton

wachsend und nach Obigem beschränkt ist
, folgt

/ im / fdvd ≤ tim / fdvol .

e-IN Ae m-200 Bm

Analog folgt die umgekehrte Ungleichung und somit Gleichheit .
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/4 MEHRDIMENSIONALE INTEGRALSÄTZE

DIVERGENZSÄTZE IN DER EBENE
:

Hauptsatz der Dif. -

und Integralrechnung Fubini

✓

Bew: Sei B-- [a. b) ✗ [c. d) ≤ U . Dann gilt
b d

f. dn {lf, /x.dl-fzlx.cl/dxtflf.lb,yl-fla.yHdy
bd db Hauptsatz

L
= !! Jifilxiyldydx + ftp.flx.yldxdy
= ! / 2¥ + Gf, / du / .

,

Fubini

Sei nun PEU und h > 0 mit Bn :-p + Eh
,
h]
'
≤ U .

Dann gilt
ich. / f. dn - II. f. + 2. f) Ip) /

213h

= / air / 12,7 !- af. / H ) - II. f.
"

+ 2. f) lplldvdlxll
Bin

✗ YO

≤ 14th' / ÄH, +2ft /ptx )
- II. f. + 2. f) IPÄDVOIIHI

ʰ > ?
0
,

Eh
,
h]'

da 2.f, +2h stetig ist
.

Somit gilt

/ im qti / f. dn = (J , f. + Kfz ) Ip)
n -70 213h

d-9")
>Hit

(×
, YH))

Tonne

•= F-
'

{0} .
Ben mittels ähnlichen Methoden wie im

Satz über den konstanten Rang .
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Bew: Wir def.
O {P- ' 101 / PEJB ,

PEONIZ)
,
U ≤ IR

"

mit PIPIEO wie in Def. 14.4 } .
Dies ist eine offene überdeckung von JB

.
Sei Q ≤ IR

"

abgs .
mit B. ≤ ☐

°

und KP
- '

IOIEO : P
- '

10 ) c- Q ? Dann ist

O u { B.
°

,
QIB }

tret . ) offene Überdeckung von Q
.
Da Q kompakt ist

,
ex .

nach 10.54 eine Lesbegue - Zahl %
> 0

,
s
- d .

V-pc-JBJ-p.TO/EO:Bp?lplC-P- '

Ich

⇒ 13%1 PIPI) ≤ 0 .

:

:

:
Bew : Def. g : U > # durch g :-. R

- '

f- =/! d) ( ¥, / =/¥ )
.

Dann gilt / (IEEE) dvd = ! divlgldvd "
B 14.14

=/
2,39

. dn <

Def.

%Raids = f-ds .

Daraus folgt Iwie im Bew. von 14.1 ) nun

|
stetig

Ist f- rotationsfrei loder äquivalent erfüllt f die Integrabilitätsbedingungen ) , rotlfllPI-II.no#z/f.ds--!Iyrrz/l2fz-2fildvd--l2fz-2zf.lIp) .
JBRIPI Bip)

so folgt zB . für Kreis ringe der Form

1-

"
.

⑨

HI ,
dass 0 -_ fsrotl-ldvol-gfjf.ds-I.f.es - Gif - ds

und damit fids = !! - ds gilt .
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DIVERGENZSÄTZE IM RAUM

:

IR
}

:

ÖK
IR
'

⇐
⑤ä

:
"

¥
Bsp: Das Möbiusband | ) ist eine nicht orientiertare Fläche .

:



23

Bew:(nur für eine Karte )

Seien ¢ : V > U
,
Ä : Ü > Ü mit OBDA U - Ü lokale Parametrisierungen

von S
,
K VNIR

'

und Ü - ÜMR' mit OIIKI = ÖIÜ ) und sei

4 : ⑤
" OÖ / ü : Ü > K mit det IDK) > 0

,

d. h .

OI und Ö sind kompatibel . Für ein stetiges Vektorfeld f
folgt dann mit der Substregel 113.561 angewendet auf v1

/ Ifo OI
, Ist ✗ 2.9) dsdt =/Ifo OI

, 2,9 ✗ 2.ÄIOU . # detlDu#ctsdt
K ü 7T

=/ Ifo 504,12s 9- ✗ 2. ¢104.de/-lDut)dsdEKeHenregel+ Lineare Algebra Ü p☐§_
'

=

'

nicht - trivialer Schritt ! )
+

=/* • § ,
js § ✗ 2- Ä) dödt .

Ü

P
'

• Der Laplace - Operator berechnet also die mittlere

Schwankung einer Funktion f- um einen Punkt p .

quadratische Taylor - Approximation III. 251
Bew : Sei OBDA p = OEU und für r > 0 hinreichend klein

"

Llr ) = / ( Fln) - Flotldh
B.101 Hesse - Matrix

=/ Xp -5101
,
h ) + Eh' HÄH + 0111mi ) ) dh

.P
'

• B. 101%5 Ist
Aus Symmetriegründen gilt

• / (DF /01 , hldh = 0
B. 10)

- EHIJIOI / hihjdh = 0 für i # j

Ji
B. 10 )

Also gilt Uri = sina.hn?dh+vdIB.iaiEiIij=lrnt2vollB.I0l
)
→ siehe Skript

n n + 2

Damit folgt
1

n

¥7 rn - Llr) = / im
v01 /B. lol)

2in + 21 ¥72? FIOI = cü ' ¥-2?Flo) .rto

NE



24
Green

Bew - Idee : Seien V. U ER} offen ,
§ : V > U ein Diffeom .

,
KEIVNRY

•
.

" kompakt und glatt berandet mit pos . orientierter Parameter.
G

re
: Ie > 2K

des Randes 2K für 1=1 .
. . .

,
L und ÖIKI = S

.

Def. das zurückgezogene Vektorfeld f- : VNIR
'

> R
'

durch

f- :-. /↳ 0¢ , 2. ¢ )

4- oö
,
2. ¢ ) ) .

Dann gilt rotlfl-J.fi - 2.Ä =/ rotlflo OI
, 2,0T ✗ Köln} .

Damit folgt

frotlfl.cn / ( rotlflo OI
, 2,5 ✗ Köln} droh

K

= / rotlftdvdz
K

= / Ä - ds
<

Green

2K

Def .
= € / (Äogee

,
✗

'e)
"idt

e. =L Ie
Def .
von Ä
= ¥7 !! -9050k , / 2. 4- one ) vi.g.

+ HÄ ☐ He / vi.In} dt

=/ 2,4-0 He
,
2¢ one) . / GÜL ) (⑤ Ore )

'

= € / ( f- Octave
,
/ ⑤ ogeeildt Keltenregel

e-- I Ie

Def .
= / f. ds

.
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Bew : Sei H :[0,1] > U eine glatte Homotopie zwischen geo und µ
.

Def wieder das zurückgezogene Vektorfeld f- :[0,1 ]
'

> IR
'

durch
§ ÷ / lfotl , AH )( f- OH

,
ZH ) ) .

Mit der Keltenregel und 11.6 erhalten wir allg .

Glättung durch
IJ

,
/ fotllls.tl

, 2,170411s.tl)
'

(☐ ist , f- OH / Isst )

Faltung
=

☐ „ „„ f o D
," ,
Hls

,
t ) l

"""Bel

-

12 , HIS.tl ,
2, HIS.tt )

v

=/ DHIs.tiflZHIS.tl)
, DHIs.tiftdztlls.tl))

"

( 22.HIs.tlfltlls.tl) ,
22,1-1 / s.tlfltlls.tl) )

.

Daraus folgt
rot / F) ¥+2

,
lfotl , ZH )

- 2. Ifo H ,
AH )

n n

= 27,71%01-11.2>Hi - 227,71%01-112, Hi
= .EE/-2HfioHI.JzHi) - 2.Hfio H) - 2. Hit )

<

Produkt-regel
=? [2,1%01-11.2, Hi + 1%01-1×7,7:"

Obiges angewendet
- Jzlfio H ) - 2. Hi - ( f.¥2,2 ,

Ä] " - > Satz von Schwarz

± II. [ 1221-1%0 H !? Hi - 122,1-1%01-112 , Hi ]

= [ JE
,

Hifi 01-1121-42, Hi - JE
,

Hifi 01-112,1-42 ,
Hi ]

= € / Jjfi 01-11121-42, Hi - 2.HIGH;) E 0 .

"" '

IE, → lntegrabilitätsbedingungen Terme heben sich

paarweise aufAlso ist f- rotationsfrei und es folgt
<

0 = / rotlfldvd %
"

/ f. ds
ich]
'

21-0,1 ]
'

,

t " ^

I I

= !.fi/s.olds+jfIl1.tIdt-ffils.1lds-ffIl0.tIdt " §

-0%2,1-16,01=0 FÜ 2,1-16,01=0
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= ! /FIHH.tk?Hl1.tHdt-!lfltIgythEYEtHdt-...--fe.f.ds- {f. ds ,
also {f. ds = / f. ds

.

No

v

Beo: : Folgt direkt aus 11.49
.

"

Agn . f erfüllt die Int.bedingungen sei ✗☐EU fest . Da U

als Gebiet per Def. Wegzsmh . ist
,
ex . für alle ✗EU ein

C- Weg gg :[0,1 ] > U von ✗
☐ nach ✗

. Wegen 14.66 ist

damit die Funktion

F : U - IR
,
✗ 1 > Ggf - ds

wohldef . Sei j c- {1 , . . - in} ,
✗ EU und HEIR klein genug .

Für ✗ + hej EU verwenden wir

A- +heilt ) :-. /✗✗
It) für t c- [0,1 ]

✗ + ( t - 1) - hej für + c- [1,2]

÷"
✗ +hej

Daraus folgt
Jjtlx ) = tim ? /Flxthej ) - FH ))

h-so

= tim ! / / f. ds - {
✗

f. ds)
h-so ✗✗+hej

2

=

hi:# / tflxtlt - 1) he, .tn/ejldt
|

"

,

Subst
.

: r = t - 1

=

!:{t.EE#fjlXtrhej) 11.36

= ¥.

/ x )
.

L

Da ¥
.
. . .

. fn per Annahme stetig sind
, folgt aus 11.10

,
dass F diffbar

ist und es gilt * = f. Damit ist F also ein Potential von f,

womit f nach 1149 konservativ ist
.


