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1.0 Mengen

Deln Menge

ZentraleAnnahmendernaiven Mengenlehre Cantorschen Mengenlehre sindfolgende Punkte

1 Mengebesteht aus beliebigen unterscheidbaren Elementen Etwaige Vielfachheiten werden
ignoriert

2 EineMengeist unverwechselbardurchihreElementebestimmt

YEZTYY.ch a ITigedifYYYaGObjekte
Ex1AM diediese Eigenschaft

Bea Manchmal schreiben wirMengendurchkonkrete Auflistungihrer Elementealso
bspw MEx Xu

DieleereMenge istgeschriebenals 3 bzw

Manschreibt EAfalls in derMengeA enthaltenist und Afallsnicht

Deln Teilmenge WirsageneineMenge A isteine Teilmenge einerMenge B falls füralle
EA auch Bgiltmanschreibt ACB beistrikterTeilmenge dh
ACBaber AFB schreibt man AFB

Dehn kartesisches Produkt

IIIZweifängen
kartesische Produkt Y dieMenge alter geordneten Paare

Y xy EXundye9

Wirdefinieren IneinenatürlicheZahl als nfacheskartesisches Produktmit sichselbst dh
XXX X3 Xx X x X undso weiter

1.1 Abbildungen Funktionen
Einführung Abbildungen

EffEYYungyouderMenge
nachderMenge 9 eineZuordnung diejedem EXeinbestimmtes

Wirschreiben 4 9 füreineFunktionvon Xnach Y MAN fürdie Zuordnung wobei
der Definitionsbereich und Yden WertebereichZielbereich von 4darstellt

Oftschreibt man alsokurz bspw 4



Einünühränäntägänduktion

Intuitivkommtmanaufdiefolgenden ZahlenmengenbeachtedassdieskeinemathematischeDefinitionist

LEE 1 54 53
elinition InduktiveTeilmengen
EineTeilmenge MCIRheisstInduktivfallsfolgende zwei Eigenschaften gelten

2EEYapYYLGmg.fi ffYYfMumINbei
beginnen zulassenDiesistKonventionundmathematischunerheblich

Bspw ist IReineinduktive Menge gewissermassen diegrösstediekleinsteinduktiveMengesollINsein

elinition NatürlicheZahlen
Wirdefinieren dieTeilmengedernatürlichenZahlenNERals Durchschnittaller induktiven TeilmengenvonR

Ü induktiv

EsfolgtINist in jederinduktiven TeilmengevonIRenthalten und 1EIN
Lemma KleinsteInduktiveMenge
Dienatürlichen ZahlenINbildendiekleinste InduktiveTeilmengederreellenZahlen

Beweis durch vollständige Induktion
Einführung

Güchmannen LAggageAlu für
alleNENzeigen bspw dass dieSummederersten n natürlichen Zahlen

Aln k 1 27

kannmandiesmit dem Prinzipder vollständigen Induktion tun

Satz Prinzipdervollständigen Induktion
Essei die Aussage Aln füralleNEINzubeweisen Gilt

1 Als istwahr Induktionsanfang

2 AnENAlnwahr Anti wahr Induktionsschritt

sogilt die Aussage ACM für allenein
Manzeigtalsoerstden InduktionsanfangdhdasAln für typischerweise v1 hält
Dannden Induktionsserittnehmen an Achtgiltfürein allgemeines n zeigedassdaraus folgtdasAlnt hält

eweisDefiniere EENGINAlu danngilt folgendes
SEE da Ali aufgrunddes Induktionsanfang gilt
Füralle EINwenn EE dann auch TEEwegendesInduktionsstritt AlsoINCEalsogiltAln füralleMEIN

Beispiel Beweise Erink DIE N

Lösung D.hwirmüssen dieAussage An En k 4
zeigen

11 net All 1 1 p

2 n ntt Induktionshypothese istdasAlu hältdh.EEk damitzeigenwir Alntn

Ei k Eni k Int int Matze M 2



YTm.EYY.li isteinkommutativerKörper

2 R mit 0,1 istein angeordneter Körper d.heinKörperKmiteinerOrdnung diemit
der AdditionundMultiplikation verträglich ist also wenn ab dann atcebtefüralleCER
und wennOcaOcbdannOcab

3 Ristvollständig d.hjedeCauchyFolge konvergiertinR unddieser Grenzwert liegtwiederinR

Jem Dievollständigkeit zeichnetdiehellen Zahlen aus

komplexeZahlen ist nicht angeordnet daes keineOrdnungauf gibtdiemitderMultiplikationverträglichist

Folge Darausfolgt dassjedereelleZahl ERIE03eineindeutigbestimmten Multiplikativen Inverseshat x 1

Axion Vollständigkeit
Seien ABCR nichtleer danngilt füralle atAJEB mita dasmindestens ein existiertmita c b
dh die retten Zahlen haben keine Lücken

4 Supremumund Infimum
Definition ObereUntereSchranke
FürACIR giltdasGEIReineobereSchranke für Aist falls

füralle atA a b

und CEReineuntereSchrankefallsgilt
füralleGEA az

Obere Untere Schranke vonA müssenkeine Elemetevon A seinbspw

istEinEgelnUhh Eählänkt aberbspwauch 2,1T42etc sindobereSchranken dir
diesesindnicht eindeutig

elinition Supremum Infimum
SeiACIRDasSupremum von A istdiekleinste obereSchrankevon A man schreibt supA
Das Infimum von A diegrösste untere Schranke vonA manschreibt in A
Sollte Anach obenbzwunten unbeschränktsein definieren wir Supt D intA D

emerkungen
Während ObereuntereSchrankenichtimmer eindeutigsind sind suptinfAimmer eindeutig

Das Supremumund Infimum müssen aberkeine Elemente von A seinsind sie es aberdoch
also SuptEAbzwinAfA definierendiese dasMaximum bzw Minimumder Menge
Bsp Sup 42,43 Sup4243743 abermax42,43 ex nichtwährend max 4243343 da43 42,43

Beispiel Bestimme Supremm Intimumvon A EINEN 1

ösung Supt1 da 3 1 diekleinste obere Schranke ist gleichzeitig supAEA supt maxA 1
Offenbar konvergiert 11h Zu 0 bleibt zuzeigen das EO diegrössteobere Schrankeist
Angenommen esexistiert c c sd Caucheineuntere Schrankeistdann giltaber
ist n füralleNEIN ns11C KEIN wasimpliziertdassINbeschränktist Widerspruch InAO

eispiel Bestimme supt.intt maxAminAfallsexistent derMenge A InEIN v 11,1

sung A DEN u 11,1 2 0 76 v1711 dh ab n2 liegen alleTerme

In331m im Intervall 11,1 dh Akann geschriebenwerdenals A 23011,1 OffenbaristA nachunten
beschränktmit infA 2 da 2EA istmintexistentund gegebenmitmint 2 DieMengeistnach
obenbeschränktmitsunt1 daaber 1 A existiert das Maximum nicht



Lemma Eigenschaften des Supremums Intimums
Seien ABCR nichtleer sei AtBdefiniertalslatblattbeB sogilt
supA B SupA supB.intAB intAtinfB

supAUB maxlsupA.supB intAvB minlinfAintB
Beispiel Bestimmesupint Maximinfallsexistent der folgenden Menge A 3MtEnnemEIN

ösung FasseMengeals Vereinigungauf dh ABut mit D In nein MEIN

EEEEEE.IEEEEYEine
asun z.mir am man

Offenbar existiertkein Maximum undda 3 A auch keinMinimum

eispiel Berechne suplint Imaximinfallsex derMenge A YI IntNo3
ösung Heriere dieFormeletwasalso A k2nono Ei 7

offenbar giltwiederdaswireine Vereinigung zweierMengen habendie wir separatbetrachtenkönnen
konkret B 3 E offenbargiltsupB E.intBO supiO inkl
TotalnachFormelden EEIEEE.EEB
Da 112und 113 von Aangenommen werden also 112113 AgiltmaxtL mint


