























































































Anal Exercise Session 12
12.0 TA Evaluation shamten plug
12.1 Mittelwertsatz Recap Examsaufgabe

12.2Ableitungund Grenzwerte Satz von Littöspital

12.3 Höhere Ableitungen Monodie Konvexität Kochrezept Extrema

12.4 Taylorapproximation

12.1 Mittelwertsatz Recap Examsaufgabe



Mittelwertsatz Lagrange Skript 4.2.4

Seit ab IRstetig und in Lab dilfbar dannexistiert ein

cecaib mit
µ c

5 42.1 9 0,17k mit4101 0,9111 1 9diffbar
a Definiere g als

9 0,1 R
Glx archant941

Begründen Sie warum auch g dillbaristund bestimmen Sie

glosgut sowiedieAbleitung g Tipp sinkt costa 1

b Zeigen Siedass

3040,1 41111 11 9 c
2

Hinweis Benutzen Sie den Mittelwerstatz und a

Los a 94 istdillbar nach Annahme archan nach Skript Die Komposition

dillbarer Funktionen istdillbar nach Kettenregel

Katy tank certainly µ

Fly 4
Martanigi

Emmi
Esgilt sink costs 1

costaretonly112
SEIT Er
tania franialEF

m



ggf
also hl arctank mithilal 1,12

Daher gilt nach Kettenregel mit hlxtarctank

Glx h 411 gilxt h 411 9 x

1 9 2.94 1

Losb gistdillbar nachA nachMWS muss alsohier
ein CEC

fistfight

In a haben mir gezeigt

gilt
9111 1 1101 0

also gilt 14 4 01 gut glot
arctanceni.fm

soeben

arten 1 auetanto

MIKE IstMay E
0

Also wenn gilt3cefon 9 C 1 9112 3CE 0,1 MIL E11tl1c2 ged



11.3 Ableitungund Grenzwerte Satz von Littöspital

Einführung L'höspital

Bisjetzthatten wir Ausdrücke wie

die Problematisch waren hierbspw bis jetzthaben wir einfache

direkte Möglichkeiten zum lösen gesehen basierend auf Umformungen

EY KEF Es 2

bspw Dominanz Sandwich Theorem Wurzeltisch Variablenwechsel

Jetzt weiteres Kriterium basierend auf der Ableitung

Satz Lhospital Skript4.2.10

Seien 9g ab IR dillbar Ig 1140Axelaib falls

füg94 LüggutO bzw Lily hatlüg gut 0

so gilt

Es

falls der Grenzwert existiert d.h YESEdi existiert

Bern Im Skript ist nur der Fall lügHalgut 0 deliniet der
Fall lüg lkl.ge 7N folgt daraus direkt Reziprokes derFunktion

Bsp 11.3.1 EY ä

Los Form G nach Ihopgilt



Bsp 11.3.2 HE LYLE
Los Form G nach Ihopgit

EE EE EIYHIIT.EE E

Bsp11.3.3 2 layla Vgl Beispielbei Substitution

Los Problem O D könnenaber nur oder berechne stehe um

II a
Er.GE EYEIy YY E Eo x o

o.o

Bsp11.3.4FS fing sinlff1I
Los Form nach Ihop

Ey sinIF.fi EFFEFF
IEEE

Bsp11.3.5FS lüg a3 0 konstant

Los Form nach Ihop gilt

E

4
Bsp11.3.6 Hsg 9004
Los Form hip

w HEY Ein I III 2



12.3 Höhere Ableitungen

Deln Höhere Ableitungen Skript4.3.1

SeiDERollen 9B IR diffbar inD sei 911 9 dieAbleitung von 4
1 9ist n malauf D dillbar falls 9 auf Ddillbar wir nennen

4 die n te Ableitung vone
2 9ist nmalstetigdiffbar in D fallssie nmal dihlbat

ist und 9 in D stetig Wir schreiben 4 C D

3 9 ist glatt falls füralle n21 9 nmal diffbar ist Wir
schreiben ft OCD

Bem DerRaum C istein Vektorraum für alle nzt

Bern Nicht alleFunktionen sindglattbspw

A
sin E to

0 so
damit tix

2 S cost o

0

Fl ist unstetig in0 da der Graph in der Nähe von Nulleine
periodische Funktion mit unendlich grosser Frequenzist

Bem exp sincos Polynome sindGlattauf IR Komposition Addition

Multiplikation von glatten Funktion sind Glatt

Strenge Monotonie und Konvexe Funktionen

SeiDER alten f DIR dillbar aufD so gilt
1 MonatenwachsendHaibED ab Aa 4lb KED 411120
2 Strengmonoton wachsendHabenasb Mal Ab KXED.TK 0
3 Monatenlallend HaibED ab Ha 4lb KED 411 0
4 Strengmonoton lallend Haben a b Mal Mb KED TK 0

Bem Streng monotone Funktionen sind immer injektiv da aus ihrerDelinitin

direkt folgt a Mal Ab dieDelinitionder Injektitikit



Definition Konvexität Skript4.2.13

SeiPCRallen 9D R sogilt
1 Streng Konvex aufDfalls Haben 9 8 gilt

9 da 11 4b c 7Ma 11 11.4b

d.hwenn für beliebigezwei Punkte abed die die Punkte

verbindende Gerade über der Funktion liegt

IGITT uns

1 Streng Konkav aufDfalls Haben 9 8 gilt
9 da 11 1 b 1 7Ma 11 11.9b

d.hwenn für beliebigezwei Punkte abed die die Punkte

verbindende Gerade unter der Funktion liegt

TÄTE
nein

Korollar Konvexität Skript4.2.17

Sei 4 a3 R zweimaldillbar auf Laib so gilt
1 4 konvex 9 1 320
2 4 strengkonvex 4 a 20

3 4 konkav 9 NEO
4 4 strengkonkav 4 a SO



Kochrezept Extremwertaufgaben

1 Notwendige Bedingung

Wenn 9 an der Stelle xo ein Extremum hat so muss gelten

91101 0

Überprüfe also auf potentielle Extrema via 941 0

Bem Diesist eine notwendig aber keine hinreichende Bedingung dh

4 Extremum in yo fho 0

2 Hinreichende Bedingung

Wenn ftCID und 4101 0 überprüfe mittels a auf minmax
Maximum wenn 9 streng konkav ist dh 4 so
Minimum wenn streng konvex ist dh 4120
Falls 4KKO überprüfemittels Vorzeichenwechsel VW dhmiteinem

8 0 überprüfeob 41 0 8 910 8 oder 4 0 8 410 8

für Mots 0

3 Randwertbetrachtung aufkompakten Intervallen

Sollen ausschliesslich globale Extrema gefunden werden undder
Definitionsbereich D von 9D R hat Randwerte soüberprüfe 4dort

9 ab R

BemAuf ab sind zwar cd lokale minima bzw maxima aberab
sind die globalen Extrema Achtung ab lassen sichnichtdurch Platolinden



Bsp12.3.1 11521 Sei9 1 D IR M
Bestimme alle Extrema undbestimme obessichdabei um

lokale resp globale Maxima oder Minima handelt

Los Schritt1 Finde ExtremaµWO

EI
FLNEO

MET
IN 1

e

Einziger Kandidat xu e offenbargilt

9 so auf 11 e striktmonoton fallend

ii µm

4 0 art le.to strutmartenwachend

EG EHE F
Darin

also muss xue lokales Minimum sein

BeinDas es sich um ein Minimum handelt hätteman zeigenkönnen dass 9
konvex istdh 4 lebso

Mixt EIÄ vier 0

aber für Entscheidy ob globales Minimum oder lokal muss die

Grenzwertbetrachly Ivgoben dennoch gemalt wech



12.44Taylor Approximation

Einführung in Taylorreihen

DieAbleitung gibt die Steigung der Tangente am Punkt xo an

die Formel fürdie gesamte Tangente lautete

4 410 9110 Xo 411 sink
In 1 01

FIX Coslx

Wirhabengesagt diesistdiebeste lineare Approximation von9
Idee Benutze Polynome höheren Grades nzz für Approximation der

Funktion an einem Punkt
411 sind
9Ll Coslx

9lol sink

9 xl costa

yillxo Fho x e
1

422
1 4114 Xo 4xd.LY
1.1 0 0 1 2

43 9 0 4 a x x

9KollxII
lol

Ohlenbar approximiert unsere Approximation höheren Grades besseraber nur

lokal um xo Esgibtabereinen Fehler wiebeider Ableitung
wir erwarten aberdas der Fehler beiso gegen 0 strebt



SatzTaylorapproximation Skript 4.4.6

Sei 9 ab IR stetig aufCarb In 11maldihlbar sogilt
es existiert ein SE ab mit

a a an TEÄman
Hast 9 a Ix a 4 lat E 9 a Hyatt 9 Callgirl

man

BemDieStelle a heisst Entwicklungspunkt

Bem Der letzteTerm istderFehlerder Approximation Wie oben erwartet

gehtderFehlerterm bei so gegen 0 fürunsereApprox n terOrdnung

EIFEIFE im
a EE KEELEI

Bem Wirkönnen glatteFunktionen beliebig genau durch die
Taylorapproximation approximian je höherder Grad des
Taylorpolynoms desto besser die Abschätzung

Korollar Abschätzung des Fehlerterm Vorlesung12.5

Wir können den Fehler Abschätzen esgilt

innen.at EE EI af imia EE



Bsp12.4.1 BestimmeTaylorapproxi nterOrden Make Entwicklungsstelle 9 0

Tal 410 41101 0 1

TZU MO 910 6 0 9101LK R 1t

ThW 1 Er

Bsp12.4.2 Bestimme Taylorapprox n herOrdney Alalicoslx Entwickly 9 0

Los 44 Costa 9101 7 Erinnery sin cos

91 7 Sink Mloko
es sin

9 IN costa 01 1

9 a sink 9 01 0

offenbar hattenalleungeraden Ableitungen weg für die geraden Ableitges

alterniert das Vorzeichen

T.IN EHIEKUHEIE.irEIE TEILE
1 E 42,1

Deln Taylorreihe

Sei DCM 4D R und an der Entwicklungsstelle a gilt
IEC D so nennen wir

TKIEINay.IT
die Taylorreihe von 9 am Entwicklungspunkt a

Bern Mit der Taylorreihe können wir Funktion exaktdarstellen

solangdieReihekonvergiert dh aufihremKonvergenradius

Bem Taylorapprox ist die Summederersten n Glieder der Taylorreihe



Substitution für dieTaylorapproximation

Dadie Taylorreiheselbst wieder nur eine Potenzreihendarstelly

ist können wir die Potenzreihendarstelly vonexpsinnlos

für unsere Taylorapprox benutzenFALLS entwicklungstelle 9 0

Bsp12.4.3 Bestimme Taylorapprox beliebiger Ordnung i e Taylorreihe von

4 1 1 2

Los Inder VLhaben wir gesehen Atx Rt

substituial mit 1 x2 so gilt

1
wird zu 2 2

1 Ef to 1 2 4 6

Bsp12.4.4 FS22 Sei9K x.us DieTaylorentwicklung von mit
Entwicklungsstelle

Fr
3Ordnung ist
Is

Berechnen sie α

Los Costa 1 01 4

also costx3 1 1
2
0113

also x costa 04 ÄH TIX ÄÄHÄT FIx7r
also muss der Koehl von 93 0 sein

Bsp12.4.5 HSW DasTaylorpolynen 3Ordnung mit Restglied derFunktion

A explain auf 0.1 um den Punkt O seigegeben durch

UN Ein t wir geeignet socoin

Bestimme az ohne Begründung



LosVorsichtig Substitution funktioniert hier nichtdadie resultierende Taylorreihe

explain nF also expliminE NICHT vonder

gegebenen Form ist an Wirmüssen dendirekten Weg gehen

Mx e 4th 2xe f ze 4 2ex 1

4 0 2 e 4.02
2 Ze

also α e


