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13.1 Einführung in die IntegralrechnungZentrale Sätze

Satz Integrabilitätsbedingung Shirt5.2.7
sei 9 ab IR stetig dann ist 4 integrierbar

Satz Alternative Integrabilitätsbedingung Skript 5.2.8

Seit.cab M Minuten dann ist 4 integraben

Definition Stammfunktion

Sei 4 ab DIR eine Funktion F heisst Stammfunktion von 1 falls
F x 44 füralle tlaib

gilt

Bem Da gilt FW C x Ax trägt F immer eine Integrationskonst C
Bem Nurweil 4 intbar ist impliziert diesnoch nicht dasaucheine

Stammfunktion existieren muss

Definition Fundamentalsatzder Differentialrechnung Skript5.4.3

Sei4als IR F ihre Stammfunktion so gilt

417dx F b Fla

Definition Hauptsatz der Differential und Integralrechnung Skript5.4.1
Sei 119b R stetig Definiere F für a x b als

FLN Htidt

so ist FIX eine Stammfunktion von 9 esgilt F a 1K



13.2 Unbestimmte Integrale

Einführung in unbestimmte Integral

Gegeben sei eine stetige Funktion 9 Wirsuchen F fürdiegilt
F x Maldx

Achtung Jede Stammfunktion trägt die Integrationskonstante ER mitsich

13.2.1 Fundamentalintegrale

Idee Fundamentalintegrale

Integrale beider die Umkehrung zur Ableitung offenbar ist

C In 1

e e

loglx

2 arctank

arisiklx
7

arccos G

Bem Für sincos gilt die Umkehrung des Ableitungskreises mit IntKonstelle EM
Ableiten Integieren mit c

sin cos sin cos

Yin los 9in

Bsp13.2.1.1 Bestimme 1 2 E 42054 dx

los S 2 5 42Cosladx

SEEda Sxsdxt 42 eoskldx
archan x 61

6 42 Sink



13.2.2 Kettenregel Integral
Idee Kettenregel Integrale

Haben wir die Form

4 gl g dx
gegeben giltnach Kettenregel allerben

S91g gl dx F1gal
da für Figl 9 glas g x

Bsp13.2.2.1 Bestimme 1 1 1 Figl
Los S laglag c

41911 g x mit 141 glxklaglal.g.lt

Bsp 13.2.2.2 Bestimme

los E 5 lag d

41g gibt mitent glatt e 1 glatze



13.2.3 Produktregel Inkgrat Partielle Integration

Idee Produktregel Integral Skript5.4.5 mitunbestimmten Integren

Haben wir die Form

Alxt.gl dx

gegeben giltnach Produktregel

Mlxt.gl dx 4lx glx fexl.g'lxldx

da gilt f g t.gtgl.fr
Stags Sei.gg't
eg So gr g t

t.g t.gg Sg 4
Bem Wir versuchen Fals f g zu schreiben dabei integieren wir und

dilleurzien wir g

Bem 1AllynichtIMMER Polynome

wiederholende Funktionen sincos exp
Bem Manchmal künstlich mit 1 multiplizieren

BemWennwirdurch mehrfache part Integration zum ursprünglichen Integragelangen

habenwir eine Gleichung diewir lösen können

Bsp 13.2.3.1 Bestimme Geld
Los Sy da xd St e da e e e 1

y 9 g4 gp

Bsp 13.2.3.2 Bestimme loglaldx

Los logi dx 51 loglalda Kyle da Nagl c

9 9 9g t.gl
Bsp 13.2.3.3 Bestimme Scoslx dx

los cosycosy
sinktcostal sinktCsinktda

sinlxt.wsx Ssinlxl.sinlxldX
2



sin
fingcosy 1 cost

sinktcosy fidx coskidx
sinlalcoslxltx fcosk.RU

Ursprüngliches Integral erhalten aufRHS diesergibt eine Gleichung

coslxndxisinlakosl.at x Costa da ceski dx

2fast dx sinktcost
coslatdx sinkkasten



13.2.4 Substitution

Idee Substitution Skript5.4.6 mitunbestimmten Integrau

Haben wir die Form

AgentGlad
gegeben giltnach Kettenregelmit y gl g Ly

AgentGladx Seydy

da nachderKettenregelgilt

Fog 4 F g g'Ll 91gal g Ix
41ydglad FIGEN Fly Hydy

BemMit ygla gilt y glx g'lx

dy gilxtdx dx 942
D.h ihrsuchteine Substitution bspw 4 2 sodass wenn ihrmit
dem Reziprokender Ableitung multipliziert hier

sichderTerm vereinfacht bspw Zxsinlx dx y x2 MEsingt dg sincyldy

BernFürbestimmte Integrale d.h Integrale aufeinem gegebenem Intervallgilt

1 Entweder wir lassendie Grenzen wie sie sindund rücksubstituiern

2Wir rücksubstikiieren nicht passen stattdessen diegrenzender Substitution an

Bsp 13.2.4.1 Bestimme 2x sin x2de

91791gx

dh y gal hier y x g x2 2x dy 2x dx

damit 2xsink 2xsingt dy
dx dy

sinlyldy Cosly Cosx2 C

Rücksubstitution y x



Bsp 13.2.4.2 Bestimme LEIT dx
Los Subs y Inlinkt darf da Inkl dy

also YETI du Ja xinaldy yay
C

Bsp 13.2.4.3 Bestimme x.in 4

Los Subs y Inkl die dax dy
also Fm4 x.fi Judy Es

Bern Substitution kann aberauch heller wenn wir nicht dieklassische form haben

dh wosich derTermdirekt vereinfacht indem manmit multipliziert

diesistdann nichttriviale Subs aufdie subs zukommen ist schwer
Oftmals gibtes aber immer wiederkehrende Darstellung siehe bsp wurzelunter

dieman lernenkann schauteuchdafüralte Serien ExamentLiteratur an

Bsp13.2.4.2 Bestimme cos A da
Los FürWurzeln iAlly gilt

y P y also 142 Ax
2,5g da 2g dy dx 2gdy

Jetzt cashdx cosy zydy

sinlyl.ly sinlyl2dg

Zysinly Cosly

2A sinkt 20s A
Prücksubs



13.2.5 Partialbruchzerlegung

Einführung

Geeignet für rationale Funktionen wie bspw

5 dx

Bsp 13.2.5.1 Bestimme 1 dx
Lös offenbargilt

2 1 1 136 1 schreibe also

F Mir ABER

haben wir diese Form istdas Integral einlah

S da 1,17 f da A log1 11 B lag 1 11 C

Löse für ABauf

f
1 Alex1 Blxt

Setze nun die Nullstellen von x21 dh 1 0 2 11 in die obige

Gleichung ein

1 1 All 1 311 1 ZB B 112
7 1 Al 1 1 B 1 1 2A A 112

also da E E

Edi 1 E dx
In da Erda

Eloy1 11 lag1 11
wie erwartet lugt Ausdruck oben mit gelösten AIB



Bsp 13.2.5.2 Bestimme ZEITda
Los

Fallsihrdie Faktorisierung bemerkt ist das integral einfach

S a 2122AM
qq.gggygggyggzqgayyy

Ansonsten typische PBZAufgabe

II
3 4 Alxtz B X

4 21 A 2

L2 6 4 2 ZB Bin

dh.GLFd f dxtfEzdx 2.1agllx1ltlegllxt21 C



13.3 Bestimmte Integrale wichtigste Sätze

Einführung in bestimmte Integrale

Bisher haben wir nur iAlly Stammfunktionen bestimmt Nunkönnen

wir diese mittels dem Fundamentalsatz auf einem gewissen Intervall

ausweiten dh

A dx Fibl Fla FIX

Satz Linearität Skript 5.2.10

Seien 4,9 ab IR integrierbar so gilt

A.lk Bgutdx A Max B gwd

Satz Monotonie Skript5.3.1

Seien lig a IR integierbar Mal glx für alle Ela so gilt

Max gklax

BemInsbgiltfür4410 dh Glas 0 das glatdx 20

Korollar Dreieckungleichung Skript 5.3.2

Falls 4 ab IR integierbar sogilt
Halde Illaldx

Satz Cauchy Schwartz Ungleichung Skript5.3.3

eigendx FA FI
Satz Mittelwertsatz Skript 5.3.4

Sei 9 ab IRstetig sogibt es ein CELaib mit

Maldx 91C b a



Satz Cauchy Skript5.3.6

SeienAgLaib IR 4stetig gen 0 integierbar soexistiert ein Elabmit

High dx 91C Gland

Korollar Symmetrisches Intervallübereiner ungeraden funktion

sei 9 a a IR fintbar und ungerade dh 91x Ux füralle ECaa
so gilt

Max 0

Korollar Nullintegral

sei 9 9,3 IR fintbar so gilt füralle CELaib

lktdx O

BemDieFläche aneinem Punkt iststets null

Korollar Grenzverschiebung

sei 9 9,3 IR fintbar und asb sogilt

Max Max

Bsp13.3.1 HSV Bestimme e dx

Stammfunktion

je da
1 da

XII fi dx

E
_x eF

also e da FM Fca E E E



Bsp13.3.2 Bestimme cost dx

Substitution 9 2 day Lg 2x da dy
xcoslxtdx fx.coslyl.LI dy

costyldy

S

L
also cascade Fly Flo Esinty EsinüD Esinly

Bsp13.3.3 HSG Bestimme in

y4dXSubstikrierey
lulx Ifdxix.dyfxnk.inda Ju dy Judy

also T.in ax MIJ muE
Bsp 13.3.4 14520 Bestimme LIEF dx
Lös Substitution beibestimmtem Integral heisst entweder 1 rücksubs oder 2 grenzen subs

siehe Bemerkung bei der Substitution

Substituiere y In Inkl Lee ja de Ink dy
Inlinlee

HEY da FI xinkldy ofydy.IE



13.4 Uneigentliche Integral

Einführung uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale auf einem endlichen Intervall gesehen bspw

9 ab R und Maldx was wenn das Integral unendlich ist

Definition Uneigentliches IntegralSkript 5.8.1

Sei4 ab R und auf allen Intervallen ed Ccab intbar sogilt

und Ema Es enda

Insbesonderegiltalso

1 410 to R Maida Limo Maida

2 9 0,0 R Ilkda Limo Maida

3 46D D R Imax Ein Ego Maldx

Bem Vorsicht in Fall 3 Esbraucht zweilimes der Ausdruck ist nichtgleichzu

E Inda
Bsp 13.4.11H48 Bestimme 1 2 dx Tipp Fundamentalintegral Ligaretental E

Los In da jz da

Ego Carctanxi Ey aretenib k7
Ygaretenb E

Bsp13.4.217320 Bestimme MEIda
los Subs y Ink days da dy

I MEH YEA
Es Sie 5 ey



fing g
100dg

b

Es III i

Bsp 12.4.3.11520 Bestimme e da

Los Part Integration ne alif Ge da

E fies an
a

NEI 1 1

c 1 117 3



ExamsTipps

Schreibt ever Cheat Sheet am besten nachdem ihr ein Thema fertig habtaufdem
CS löstdie entsprechenden Serie Aufgaben alte Examsaufgaben in dem

Themenbereich

Wichtig Aufgaben lösen hilft dabei die Theorie zu verstehen und ist
dasWichtigste in der Analysis

Verstehtzudem die Theorie soweit das ihr ein intuitives Verständnis

für die Sätze Korollar habt d.h wisst was der Satz aussagtundwarum
Versuchtdann damit alleBeweise aus Serien Examen zu lösen

lettmals einfach Belinition gegebene Einschränkung in der Aufgabenstellung

dann noch ein paar Äquivalenzumformungen und ihr seid fertig

Noch sehrunsicher Eventuell PVW wird aber ähnlich sein zu den

Übungsstunden wir werden abernoch mehralle ExumsaufgabenetcLösen

und ihrkönnt Fragen bei Unklarheiten stellen

VielGlück ihr schafft das


