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Recap

Einführung in die Konvergenz von Folgen

Esgibt nunzweiArten KonvergenzeinerFolge zu dalinieren InderVorlesung

D Affe konvergiert falls eine Zahl ERexistiert sodass 320 dieMenge

NEIN an 1 E E3
endlichist Wir bezeichnen 1alsdenGrenzwertderFolge

Alternative Definition

DieFolge an konvergiert gegen ER fallsHEO ein NEEIN existiert also ein von E
abhängiges N sodass füralleNEN gilt Ian LISE

Kurz 20 3NEUN KNIN Ian SE
an

E.in
it

N

Bem Nurwennder Grenzwert existiertdarfman Esan L schreiben

Konvergenzbeweise mittels Definition

Bsp Liz lugtunsereersteÜbungsstunde wirhabenmittels Wiederspruchsbeweis auf
IBgezeigt dass int EinMEIN3 01

Lösung Wähle beliebig kleines 220 wirmüssen zeigendas ein von E abhängigen Nexistiert

sodass füralle nen gilt Ian L 11 n okHMSE
Offenbar haben wir hiermitdirekteine Ungleichung gegeben lösenach n auf

Ian 11 11MtIE n

Wähle N Aufrunden da NEINseinmuss

Nach Konstruktiongiltsomit KESOBNEN.HN N 111n OlsEld.h 1Inkonvgegen0
bzw Lily 0



31 Rechnen mit Grenzwerten

Satz Seien cant Ibn konvergenteFolgen mit Grenzwerten ab danngilt
1 EYlantbn atb

2 Lily anbin ab

3 Es In falls30

Bsp 3.1.1 King

Los Derzeit konvergiatweder Nenner noch Zähler aber da n 1 gilt

E
also Es In a.LY

y
SatzAllgemeines Vergleichsprinzip Sandwich Lemma

Seien an bn en konvergenteFolgenmitankbnsenfüralleNEIN Angenommen

Limoan hingen A dann Lingbn A

BeweisdesAllgemeinen Vergleichsprinzips

Da laut an jeweilskonvergentsind mitGrenzuratA giltnach Definition

i deln Folgenkonvergenz an Eso3NaEINAnNa an A SE A sansAte
ii deln Folgenkonvergenz on 0.3NEINAnNe an A SE A cansAtE

Vereine Bedingungen il il für NaNa alsodefiniereNy maxNaNc danngeltenHuNb beide

Bedingungen alsogilt für NNb
Hero3NEINKnN AScan bin chatte IbnAKE

was der Definition einer konvergenten Folgeentsprichtdh bn istkonvagertmit GrenzwertA
Bern Oftmalskannmandieeigene Folge approximieren um geeignete Folgen an en zubinden

Bsp3.1.2 Gegenwas konvergiert 12
Los Ollenbar gilt o tz Es O



Bsp3.1.3Gegenwaskonvergiert Ft
los 3 20 also FH Pott 5

5 3 also Ft 5TH 552
abermit n L 52 N n 1470 n 1 siehe Bsp2.2.5Skript

also 5 FH King 55 5197 5

Es 5H 5

2 Konvergenzvon beschränkten undmonotonen Folgen
Definition2.2.1 MonotoneFolgen

Folge LanInzn istmonoton wachsend falls

an ants An 1

undmonoton fallend falls

anti an An 1
Mankannanalog strengmanchen wachsendundstrengmonoton fallend mit bzw definieren

Definition Beschränktheit

Folge an na istnachoben beschränktfallses ein ERgibt sodass

anEC An 1

und nachunten beschränkt fallses ein ERgibtsodass

an2C An 1

Korollar

konvergente Folgen sindimmer Beschränkt

Bem Die Umkehrunggiltnicht bspw ist 1 1 Inas beschränktabernichtkonvergst

Beweis Serie 2 Aufgabe2.2

Sak

Ist dieFolge an nachoben bzw unten beschränkt und monoton wachsend

bzw monotonlallend dann ist cant konvergent

Bem Oftmals ist dieser Satzbei rekursiv definierten Folgen nützlich



Bsp3.2.1 Konvergiert die rekursive Folge an 2 ants lantG undfallsjawohin

Los Teleskopiereetwasd.h an L 924 93 5 94 5.5 as 5.75
Schritt1 Monotonie via vollständiger Induktionzeigenalso Knew an ant
Induktions AnfangIn 1 an 2 4 92
Induktionsschitt n ntt Nehmeals Induktionshypothese an dass ankanngilt
an ant an 6 anti 6 FÄHE antizantz

Permathematischer InduktiongiltsomitdassKnew an an gilt

Schritt2 Beschränktheit mittelsvollständiger Induktionzeigen

Induktionsanfang In1 91 2 6
Induktionsschitt n nts Nehmeals Induktionshypothese an dass Knewan b gilt
anti an 6 661 6

Permathematischer InduktiongiltsomitdassKnew an 6 gilt

Schritt Schlussfolgerung überKonvergenzund Bestimmung des Grenzwertes

Da an monoton wachsend und nachoben beschränkt ist konvergiert an
Der Grenzwert entspricht

215261 a Iata a 6

Bsp3.2.3 17520Aufgabe3 Sei lanka dierekursive definierte Folge an Ink

Akt e 1 421
ÜberprüfenSieob LakkonvodernichtFalls Lak kann zeigenSiedies

und berechne seinen Grenzwert Wenndie Folgenichtkonvbegründen Siedie Divergenz

Los Teleskopiere an Inkl az e 1 a e 12 1 3 1
Schritts Monotonie Normalerweise InduktionmansiehthieraberdirektmitKorollar3.6.4

dh et 1 dasfolgende
71 e

Ee 1

anEUR 1



Schritt2 Beschränktheitmittelsvollständiger Induktion

IAIN an 1462 0

IS anti Wirnehmen als1Han an O damit gilt

anti e 1 1 00

Schritt3 Schlussfolgerungund Grenzmt

DaCarl monoton wachsendund nachoben beschränktist konvergiot laut gegen

EHER 1 a e n 9 0

Grenzwert a 0

Bsp3.2.3 14520Aufgabe3 Essei laktkz gegeben durch an In 4

il BeweisenSie dass an kzs monotonwachsend ist akte e 1 k 1

ii Bestimmen Sieob lankas kann für KD Falls dieFolgekann beweisen Siedies

undbestimmen Sieden Grenzwert Andernfalls argumentieren Sie warum laulkz divergit

Lis Versuche die Aufgabeselber zu lösen Lösungen auf examsvis.ethz.ch

3.3 Satzvon Weierstrass

Dehn2.5.7 Teilfolge

Sei an eine Folgeund INeineunendlicheTeilmenge von IN bspw X n NEINnmod2 0

Die Folgenglieder an mitMEXbildeneine Teilfolgevon lang
01214161 3

Bsp Bestimme Teilfolgen von an Edoan.az

Los nNEN nmod 2 03 90 9294 461

EnIn 4mit MEIN3 an as agan
Satz2.5.9 Weierstrass

Jede beschränkteFolge lantnahat mindestenseine konvergente Teilfolge an KEX XGIR unend



34 Limesinferior Limessuperior
DefinitionLimesinferior LimessuperiorvglSkript23
Sei an eine beschränkteFolge Definiere eine Teilfolge Ibn aus an mit

bn in an Kzn int an anti antz 3
etwas teleskopiert

botint aol.hn az az by int an azaz 3 bz int azaz 3

da wir eineimmerkleinereAnzahl an Elemeten fürdas int anschauengiltbnEbnen

Danach Voraussetzung an beschränkt ist und Ibn alsTeilfolge ebenfallsbeschränkt

ist giltnachdem Satzübermonotone Konvergenz das bn konvergiert dh

E bin 3

wirnennen diesen Grenzwert Limes inferior von Cant dh Linn an Egobin 3

Analog definiert man dieTeilfolge en mit

Cn Sup an Kzn sup an anti centz
wobei gilt Cnn Ein nachdemmonoton Konvergenzsatz daauchCent alsTeilfolgevon

an beschränktist dass Cent konvergiert

4 an c

wir nennen diesen GrenzwertLimessuperiorvonCant dh linjen an LYCn
Bsp Bestimme Limsup Limint für lauter 1 1

Los Nach Definition en sup 1 11 Ik n
Teleskopiere cisup anaz az sup 1 1 1 3 1

Czsup azazay sups1 1 1 3 1

1 also bing.jp111 1

NachDefinition In int 1 1 1km3
Teleskopiere b int anaz az 3 intE 1,1 1 3 1

bzint azayay int 1 1 1 1

b 1 also hing 111 1



Lemma2.4.1 Charakterisierung derKonvergenz

EineFolge Lan konvergiert an ist beschränktund linjenan lief an

BeaGilt liminnfgn limngpan D so giltdas an gegenAkom


