
 
Themenübersicht Exercise Session6 StetigeFunktionen

6.0 Anmerkungen zu Serie4 Feedback

6.1 StetigeFunktionen Skript3.1.3.2

6.2 Zwischenwertsatz ZVS Skript3.3
6.3 MinMax Satz Skript3.4



6.0 Anmerkungen Serie 4 Feedback

4.2 Beweis zu konvergentenFolgen

Wiegehtman beweise zu Folgen an Wiegehabt oftmals den straightforwardidee

Gegeben an Un Folgen an.br0 AngenomnalijgY L fürein 120

a Z 3NEIN.VN N Ebnsans2bn

Nach Deln Konvergenz Keno 3NEN n N En L SE
dh lösenwir auf

Anzu folgt En LISE
Es E 1 4

1 Es 97 SEH

1 E bin sans Ebin

Also für L gilt allerbar l Ibn san E bn
Insane bin ged

b z an kann ET bnkann

Wieoftmals in Anal bauen Teilaufgaben aufeinander aufbehaltet also

immer im Hinterkopfwie euch daseben gelöste hierheller könnte

Wir dürfen annehmen an konvergiert Da aber gilt
Insan können wir an als konvergierend Majorante ansehe

nachdemVergleichssatz kann also auch ETbn
Analog

Final Da Konvergenz nie vonendlich vielen Termen abhängt alsoinsbesonde

nicht von ihren ersten N folgt die Behauptung

c Finde zweikonkreteFolgen mit anbenzo G 0 Enankann Enbindir
Einfachste Lösung an bin any E 0

und Entz kann Riemann mit 5 2 aber Ente dir harmon



61 StetigeFunktionen

Funktionen alsVektorraum

In linearer Algebra habtihr Vektorräume VR kennengelernt Esistsehrnützlich

sichFunktionenals Elementeeines Vektorraumes zu betrachten

Sei DER beliebig dann ist
FID 4 DIR

ein VR über IR mit folgenden Eigenschaften

i α4 x 4W
ii In f 4 In x hl
iii 191.92 x lel EK 9211 til kommutativerRing

Nunkönnen wir den Unterraum UR versehenmitdem Namen D

alter stetigen Funktionen betrachten

D 4 D IR I 4stetig
Manschreibt statt CCD auch oftmals OCD Offenbar gilt D C FID

Einführung in Stetigkeit

Intuitiv und mathematisch inkorrektunvollständig kenntman Stetigkeit charachteistert durch

Esgibtkeine SprüngeLücken oder Unendlichkeitsstellen im Graphen

Wenn man sich einem bestimmten Punkt xo aufder x Achse nähert

dannnähertsichauch der Funktionswert 4101 9 demWert an auf
den xo abgebildetwird

Machen wir dies nun mathematisch rigorosund formal kommen wir auf
folgende Definitionen

Definition Stetigkeit Skript3.2.1

SeiDCR xoED Wirnennen eine Funktion stetig beim Punkt OED

fallsgilt
20 3SIE VxED Xo 58 144 Mo SE

Wir nennen 4 aufD stetig falls 4 in jedem Punkt xotD stetigist



Wirnennen CD den Raum alter stetigen Funktionenauf D
GraphischApplet Einsiedler s LinkWebsite

SEHT

D

FTI
o

Hierkannman für E klein genug offenbarkein 8 finden sodassdie obige
Bedingung erfülltist Offenbar können alsoFunktionen die Sprünge enthaltennie

an ihren Sprungstellen stetig sein

Bsp 6.1.1 BeweisedieStetigkeit von 4P IR
Los Wirgehenähnlich wiebeiden E Beweisen beiFolgenvor um Stetigkeit von

4auf D R zu zeigen mussDefinition also fürallexoelRgelten Sei xoalso

beliebig aberliniert Nun wähle beliebigkleines 2 0 Bleibtzu zeigen dassein

8existiert sodass für alle in Ko 8 ots gilt 144 MollsE also

Ill Mo Ʃ

Esx2 02 2

Fallunterscheidung

i x2 02s Etx STE
i Es xd xd Es FE a

für mit FES EF giltalso 1441MollSE Also habenwir

unsere S Umgebung gefunden S Fi E TE o

1 h



Dadas Intervall i Allg nicht symmetrisch istwählen wir das Minimum S min 8 Sz

Für dieses 8gilt also für beliebigen xotD P
E0.38Exo ED Ix xolsS 194 fho Ʃ

damit ist 4auf D IR stetig

Satz Charakterisierung derStetigkeitmittelskonvergenter Folgen Skript3.2.4

SeiDER ED EineFunktion 4D R ist stetig in to genau dannwenn

für alleFolgenmit anED mit Lingan Xo gilt LingAlan 410

Bem DieseCharakterisierung ist in derPraxisoftwichtig weil sie einfacher zum
Überprüfen ist lugt S E Beweisoben

Bsp 6.1.2 BeweisedieStetigkeit von 4P IR
Damit4aufganzIRstetigist seixo beliebigaber fixiert Sei an eine beliebige Folge

mit fingan Xo Bleibt zu zeigen dass Ligzflan fho

EYMan hing an Es an im an xoxo 02 410

Korollar Eigenschaften von stetigen Funktionen Skript 3.2.5

SeiDCR 4DDR gD R zweistetige Funktionen so gilt
i 4 9 iststetig

ii 4g ist stetig
iii 91g ist stetig falls 970
Bem obigesgiltauch für figlio
Bem Hat man 4D R gADI R und sind fg stetig so istgot DIR stetig

Definition StetigkeitvonPolynomen Skript 3.2.63.2.73.2.8

MitdenRechenregeln für Stetigkeit folgt
AllePolynome mitrettenKoellizienten sindstetig
Alle Quotienten von Polynomen sind stetig solange der Nennernicht verschwindet

JedePotenzreihe istaufihremkonvergenzradius eine stetige Funktion da 9 0

für expisinundcos sind dieseFunktionen überall stetig



g
Bsp 6.1.3 1st cxfysinkltx5

L.isAls Komposition stetiger Funktionen Isin exp undda e 320HER also

nicht verschwindet ist sinkt stetig

Bsp6.1.4 Zeige das A explexp1 3 21 auf DIR stetigist

DieFunktionen xD 13 2 und explx sind stetig in DR vglSkript polynewund

exp4kt so istauchdieKomposition diesersteht



6.2 Der Zwischenwertsatz ZVS
Zwischenwertsatz Skript3.3.1

Sei ILIR ein Intervall 4 I IR stetig Füralle abei mit asb undfür

alle yesHat4lb gibt esmindestens ein Elab mit fiel y

Graphisch

ff.LI
3Ceta

Konkret habt ihreinestetige Funktion und wollt von hatnach 9lb müsst

ihr jedenWert y zwischen MalMb mindestens einmal eingenommen haben

dh umgekehrt dass es fürdiesen y ein Cetab gebenmussmit yMc

Bsp 6.2.1 Beweise dass 41N 4 3 6 2 3 2 eine Nullstelle in 1,2 hat

los 4 ist ein Polynom undalssolches stetigalso dürfenwirden Zeus anwenden

Dagilt
4117 4 6 3 2 150 und 4621 32 24 62 1220

nach dem ZWSmuss alle Werte in LU 41213 1,123 annehmen also

mussinsb ein CE 1,2 liegen sodass 91C D EI 1 12 unsere gesuchte Nullstelle



6.3 Der MinMax Satz

Definition kompaktes Intervall Skript 3.4.27

Ein Intervall ICR ist kompakt fallses von der Form

I Laib a b
ist dh abgeschlossen enthält a undb undbeschränkt liegt zwischen ab ist

Satz MinMax Satz Skript 3.4.5

Sei a b in R und 4 aß IR stetig so gilt stetige Funktionen

nehmen aufkompakten Intervallen MinimumundMaximum an
Insbesondere ist 9 beschränkt

Graphisch

min


