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9.1 Trigonometrische Funktionen

Dehn sin und cos als Potenzreihen

Sinus und cos sinddurch ihre Potenzreihendefiniert

sinkt z EE E msn.EE

i.vzedcoslzl1 u t Eotn II Kz

Bem Potenzreihen darstellung von sin es wird bei Taylorapprox relevant

Satz Stetigkeit Skript3.8.1

sin P R sink und cosMIR xDcost sind stetig HER
Bem Ihrsolltet diewichtigsten Werte von sincos können einfachda periodisch phasenverschoben

Exponentialdarstellung Skript 3.8.2

Esgilt
i ei Cosk isinlx
ii Cosk EEE
sinkt

Bem Vor allem beider Integration kann diekomplexe Darstellung nützlich

sein Seit f e Bsp Fouviertransform vgl NumS Sem3



9.2 Grenzwerte einer Funktion

Einführung in Grenzwerte

Bisher haben wir Grenzwerte von Folgen Eso an und Funktionenfolgen

Ezln gesehen Nun betrachten wir für eine Funktion 4D R

den Grenzwert EY 41 wobei xonicht zwingend in Dseinmuss

Dan Häutungspunkt

Ein Häutungspunkt von DCM ist ein Punkt xo sodass alle
offenenIntervalle 1 0 8 xo8 für820 mindestens einen von xo verschiedenen Punkt

YED enthalten

820 1 0 8 0811903 A D

Bsp 9.2.1 Ist D ein Häufungspunkt in D 0,1

Los Ja dennalle allenen Intervalle 10S 0 5 schneiden D 0,1

Bsp 9.2.2 Ist 2 ein Häufungspunkt von D 23W 5,7
Los Nein denn 1m9 40.1

enthält keinPunkt 9 sodass YEAwäre

Definition Grenzwert Skript 3.10.3

Sei DCM 4B R xo ein Häutungspunkt vonD So ist AER
derGrenzwert von 4 an der Stellexo man schreibt

II 4 A

falls

Kao 3820 KED 1 4 8 IHN Als E
dh fürbeliebig kleines 20 existiertein SIE sodass für Elxo f ots

gilt A EIA E Ate



BemVergleiche zur Definition der StetigkeitVero3820VxtD.la rotes 14Molks
Beweise zu Grenzwerten analog

Definition Linksseitigerund Rechtsseitiger Grenzwert

Sei BCR 4D R xo ein Häutungspunkt von D so gilt
1 hat an der Stelle to den linksseitigen Grenzwert LEIR manschreibt

Ihf AN L
falls gilt

20 3870 HXED.ME xo 8 to 144 L Ʃ

2 hat an der Stelle xo den rechtsseitigen GrenzwertREIR manschreibt

lügt E P

falls gilt
20 3870 AXED XE xo 0 8 144 R Ʃ

Graphische Bedeutung von links und rechtsseitigem Grenzwert

3

1
m

L 447 1

42 941 3

Bmk Korollar Äquivalenz
SeiDCIR 4DDR xo ein Häufungspunkt inD so gilt

LizMal A life L A R lüg 4K
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9.3.5 Fundamentallimites expsin

9.3.1 Allgemeine Rechenregeln

Definition Rechenregeln Grenzwerte

SeiDUR ligD R und Lily441 1 Ligogut B sogilt

it HM glatt lügMal ftp.glakAIB

t.EE Matiglall Liyolkt liyoGK1 A B

EE I I.eam agea to

Bsp9.3.1 EY 7
Los Problem Nenner für 1 gleich 0 umformen löstdas Problem

L E 1 2

Anmerkung Problematische Situationen

Obige Regeln darf man nur anwenden sollten beide Grenzwerteexistieren

D.h wir könnenmitobigem Kriterium keineAussagen für Fälle wie

o_0 n 0 o O.o treffen dafür

brauchen wir weitereandere Kriterien Sandwich L'höpital etc



Deln Dominanz

Dominanzbei Grenzwerten sollte aus AnD bekannt seindh

für DUR 9gDIR xo ein Häufungspunkt fing4.9 00 gilt
4 dominiert g falls Ey 4 D alternativ Ey 4 0

Sollte gelten

EY YEAH AER

so sind lig von derselben Ordnung

BemAusAnd sollte bekanntsein 0 GEIR illoyklax sie
ii a six

iii Sex
Bsp9.3.2 Ig 5

554

los EEEE Ea.EE EHE O

9.3.2 Sandwich Theorem

Falls g x 4k gal mitLily g lüg gal A so gilt

EY MIA

Bsp9.3.3 EY F sin

Los Es geht nicht fig x2 Lgsinful da lügsind nichtexistiert

Stattdessengiltaber 1Esin 1 also Asin x und

limno limno 7 0 also limno sind p



Bsp9.3.4 Limo Resin E

Los Da 1 sindM 1 gilt Re Resi Me
duEs Re linke 0 gilt ligResin

Bsp9.3.5 Ego 5724
Los 2 2sink 2 also 5 2 5 2sinkt25 2

E.ws I E EE5EYEE
also auch bis 5 4 2513 nach Sandwich Theorem

9.3.2 22222
III

IDeln Wurzeltick

Bsp 9.3.6 fing Fx
Problem so 00

Lis ELFEN ETIIEEE.FI
S

Bsp 9.3.7 Es
Los Problem Grenzunt wäre umformen

Es EE.IE l EnEEa
Bsp 9.3.8 145211 Ling FEI

Füsilier f Errät t.fiEiE
1 2



In L EE

93.4 Variablenwechsel Substitution

Deln Variablenwechsel

beiBCR AgD R stetig in Yo gstetig in to wobei

Yo EY GEH dann gilt

II 41911 Ging914

Bsp9.3.9 EY Inkl

los 1 Bestimme Substitution y gla
2 Überprüfe Grazweitbeixo go Ey Gl fing 0

3 Substituiere In x f In f
4 Bestimme Grenzwert Lily Inkl lying f In
konkret hier Liz Inkl LI 14 go

Dominant

Achtung wir bestimmen nur glaty My wirdinduziert beider
substitution hier bspw My Eg In insb ist 4 nicht derurspr Term



9.3.5Fundamentallimites

Fundamentallimites Exp

Es gilt ling 11 e also

EY11 Ie alternativ awry 11th e

für xoxo für Xo

muss hl D musshm0

Bsp 9.3.10 4 1 2

los Es 1 31 Lina 117

allerbar gibt Mir N

g Es D

insgesamt

Eng ftp E

Bsp 9.3.11 FIS Bestimme fing 11 2sin f

los Eylitzsinnt Ein

für Ein
mir too
hltt E.nu



Bsp 9.3.12 Hsg Bestimme
Ez III

los im 1 Es E

511
e E da für ne no D

hin MIT α



Fundamentalliniks Sinus

Esgilt Limo 1 also

für 2 0

musshl 20

Bip 9.3.13 Es 924

T.IE

HEIß.IEII


