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1.0 Mengen

Deln Menge

ZentraleAnnahmendernaiven Mengenlehre Cantorschen Mengenlehre sindfolgende Punkte

1 Mengebesteht aus beliebigen unterscheidbaren Elementen Etwaige Vielfachheiten werden
ignoriert

2 EineMengeist unverwechselbardurchihreElementebestimmt

YEZTYY.ch a ITigedifYYYaGObjekte
Ex1AM diediese Eigenschaft

Bea Manchmal schreiben wirMengendurchkonkrete Auflistungihrer Elementealso
bspw MEx Xu

DieleereMenge istgeschriebenals 3 bzw

Manschreibt EAfalls in derMengeA enthaltenist und Afallsnicht

Deln Teilmenge WirsageneineMenge A isteine Teilmenge einerMenge B falls füralle
EA auch Bgiltmanschreibt ACB beistrikterTeilmenge dh
ACBaber AFB schreibt man AFB

Dehn kartesisches Produkt

IIIZweifängen
kartesische Produkt Y dieMenge alter geordneten Paare

Y xy EXundye9

Wirdefinieren IneinenatürlicheZahl als nfacheskartesisches Produktmit sichselbst dh
XXX X3 Xx X x X undso weiter

1.1 Abbildungen Funktionen
Einführung Abbildungen

EffEYYungyouderMenge
nachderMenge 9 eineZuordnung diejedem EXeinbestimmtes

Wirschreiben 4 9 füreineFunktionvon Xnach Y MAN fürdie Zuordnung wobei
der Definitionsbereich und Yden WertebereichZielbereich von 4darstellt

Oftschreibt man alsokurz bspw 4



Einünühränäntägänduktion

Intuitivkommtmanaufdiefolgenden ZahlenmengenbeachtedassdieskeinemathematischeDefinitionist

LEE 1 54 53
elinition InduktiveTeilmengen
EineTeilmenge MCIRheisstInduktivfallsfolgende zwei Eigenschaften gelten

2EEYapYYLGmg.fi ffYYfMumINbei
beginnen zulassenDiesistKonventionundmathematischunerheblich

Bspw ist IReineinduktive Menge gewissermassen diegrösstediekleinsteinduktiveMengesollINsein

elinition NatürlicheZahlen
Wirdefinieren dieTeilmengedernatürlichenZahlenNERals Durchschnittaller induktiven TeilmengenvonR

Ü induktiv

EsfolgtINist in jederinduktiven TeilmengevonIRenthalten und 1EIN
Lemma KleinsteInduktiveMenge
Dienatürlichen ZahlenINbildendiekleinste InduktiveTeilmengederreellenZahlen

Beweis durch vollständige Induktion
Einführung

Güchmannen LAggageAlu für
alleNENzeigen bspw dass dieSummederersten n natürlichen Zahlen

Aln k 1 27

kannmandiesmit dem Prinzipder vollständigen Induktion tun

Satz Prinzipdervollständigen Induktion
Essei die Aussage Aln füralleNEINzubeweisen Gilt

1 Als istwahr Induktionsanfang

2 AnENAlnwahr Anti wahr Induktionsschritt

sogilt die Aussage ACM für allenein
Manzeigtalsoerstden InduktionsanfangdhdasAln für typischerweise v1 hält
Dannden Induktionsserittnehmen an Achtgiltfürein allgemeines n zeigedassdaraus folgtdasAlnt hält

eweisDefiniere EENGINAlu danngilt folgendes
SEE da Ali aufgrunddes Induktionsanfang gilt
Füralle EINwenn EE dann auch TEEwegendesInduktionsstritt AlsoINCEalsogiltAln füralleMEIN

Beispiel Beweise Erink DIE N

Lösung D.hwirmüssen dieAussage An En k 4
zeigen

11 net All 1 1 p

2 n ntt Induktionshypothese istdasAlu hältdh.EEk damitzeigenwir Alntn

Ei k Eni k Int int Matze M 2



YTm.EYY.li isteinkommutativerKörper

2 R mit 0,1 istein angeordneter Körper d.heinKörperKmiteinerOrdnung diemit
der AdditionundMultiplikation verträglich ist also wenn ab dann atcebtefüralleCER
und wennOcaOcbdannOcab

3 Ristvollständig d.hjedeCauchyFolge konvergiertinR unddieser Grenzwert liegtwiederinR

Jem Dievollständigkeit zeichnetdiehellen Zahlen aus

komplexeZahlen ist nicht angeordnet daes keineOrdnungauf gibtdiemitderMultiplikationverträglichist

Folge Darausfolgt dassjedereelleZahl ERIE03eineindeutigbestimmten Multiplikativen Inverseshat x 1

Axion Vollständigkeit
Seien ABCR nichtleer danngilt füralle atAJEB mita dasmindestens ein existiertmita c b
dh die retten Zahlen haben keine Lücken

4 Supremumund Infimum
Definition ObereUntereSchranke
FürACIR giltdasGEIReineobereSchranke für Aist falls

füralle atA a b

und CEReineuntereSchrankefallsgilt
füralleGEA az

Obere Untere Schranke vonA müssenkeine Elemetevon A seinbspw

istEinEgelnUhh Eählänkt aberbspwauch 2,1T42etc sindobereSchranken dir
diesesindnicht eindeutig

elinition Supremum Infimum
SeiACIRDasSupremum von A istdiekleinste obereSchrankevon A man schreibt supA
Das Infimum von A diegrösste untere Schranke vonA manschreibt in A
Sollte Anach obenbzwunten unbeschränktsein definieren wir Supt D intA D

emerkungen
Während ObereuntereSchrankenichtimmer eindeutigsind sind suptinfAimmer eindeutig

Das Supremumund Infimum müssen aberkeine Elemente von A seinsind sie es aberdoch
also SuptEAbzwinAfA definierendiese dasMaximum bzw Minimumder Menge
Bsp Sup 42,43 Sup4243743 abermax42,43 ex nichtwährend max 4243343 da43 42,43

Beispiel Bestimme Supremm Intimumvon A EINEN 1

ösung Supt1 da 3 1 diekleinste obere Schranke ist gleichzeitig supAEA supt maxA 1
Offenbar konvergiert 11h Zu 0 bleibt zuzeigen das EO diegrössteobere Schrankeist
Angenommen esexistiert c c sd Caucheineuntere Schrankeistdann giltaber
ist n füralleNEIN ns11C KEIN wasimpliziertdassINbeschränktist Widerspruch InAO

eispiel Bestimme supt.intt maxAminAfallsexistent derMenge A InEIN v 11,1

sung A DEN u 11,1 2 0 76 v1711 dh ab n2 liegen alleTerme

In331m im Intervall 11,1 dh Akann geschriebenwerdenals A 23011,1 OffenbaristA nachunten
beschränktmit infA 2 da 2EA istmintexistentund gegebenmitmint 2 DieMengeistnach
obenbeschränktmitsunt1 daaber 1 A existiert das Maximum nicht



Lemma Eigenschaften des Supremums Intimums
Seien ABCR nichtleer sei AtBdefiniertalslatblattbeB sogilt
supA B SupA supB.intAB intAtinfB

supAUB maxlsupA.supB intAvB minlinfAintB
Beispiel Bestimmesupint Maximinfallsexistent der folgenden Menge A 3MtEnnemEIN

ösung FasseMengeals Vereinigungauf dh ABut mit D In nein MEIN

EEEEEE.IEEEEYEine
asun z.mir am man

Offenbar existiertkein Maximum undda 3 A auch keinMinimum

eispiel Berechne suplint Imaximinfallsex derMenge A YI IntNo3
ösung Heriere dieFormeletwasalso A k2nono Ei 7

offenbar giltwiederdaswireine Vereinigung zweierMengen habendie wir separatbetrachtenkönnen
konkret B 3 E offenbargiltsupB E.intBO supiO inkl
TotalnachFormelden EEIEEE.EEB
Da 112und 113 von Aangenommen werden also 112113 AgiltmaxtL mint



 

Themenübersicht ExerciseSession2

21 Dierellen Zahlen Nachtrag Archimedischen Prinzip

22 Metrischeund normierteRäume

2.3KomplexeZahlen

24 Einführung Folgenund Reihen

21 RelleZahlen

Satz Archimedischen Prinzip
Fürjedes ER gibtes ein neinsodass man Genauso existiert fürjedes 20 ein NEIN
sodass SE

Bem Eso bedeutet dassmaneinen beliebig kleinen Parameter E nimmt der ganznah
an nullaGefaykommen

kann Fallsman zeigenkann

sogilt ab



2.2 Metrische undnormierte Räume

f TEILTKlumisteineMenge nichtleer miteinerAbbildung diesogMetrik

welchejedemFür aus Xxx einereelleZahl zuordnet SiemussfolgendeEigenschaftenerfüllen

i dlx.gl 0HxiyEXunddlxiylo x y
Positiv

Delinitheit

1 day Ily KayEX Symmetrie

Liii dixz day dlyz gzEX Dreiecksungl

Wirnennendlx.gl Distanzzwischen und y wobei GEX DermetrischeRaumselbstwirdnotiertalsIXd

Einführung normierte Räume
Sei einVektorraumüberIR eineAbbildung

11.11 V R V null

heisst Norm auf V falls die folgenden Eigenschaftenerfülltsind

IFENG.YIIIIY.az Erhängungpositiv
beeinitheit

ii IXvll 1 1 INIfürallever und ER PositiveHomogenität

Die reelleZahl Hullnennen wir Normvon v intuitivdieLängevonv Ein Vektorraum Vzusammen miteiner
Norm11.11 definierteinen normierten Raum wirschreiben IV11.11

JedernormierteRaumkannalsmetrischerRaumbetrachtetwerden indem mandieNorm zur Definitioneiner
Metrikverwendet

wirnennen diese L von11.11induzierte Metrik Es folgtjedernormierteRaumistautomatisch ein
metrischerRaum abernicht umgekehrt

NormenaufV IR IN V1

NormenaufV P um Un Euklidische Norm livin FETT
Maximum Norm MullaMaxi Ivil

pNorm Huhn Will PEN
NormenaufVColab
d.h.VEstetigefunktioncaning

MaximumNorm 9110 Efd
19411

LpNorm 11911 MHP PEIN

MetrischeundnormierteRäume sindwichtig um Strukturen zu verstehen Abstände zumessenundKonvergenz zu delinien



23 Komplexe Zahlen
Darstellung komplexer Zahlen

Komplexe Zahlenkönnenauf drei verschiedenen Artendargestelltwerden

I kartesische Darstellung

komplexeZahl ZE wirddurchihreIrellen Koordinaten inder komplexenebenecharakterisiert dh

Z iy wobei 1mF

Relz RealteilvonZ

y Imlz Imaginärteilvonz

i dieimaginäreEinheitmit i 1 i F

I PolareTrigonometrischeDarstellung

KomplexeZahlZED wirddurch Betrag klar und ArgumentArglztt bestimmt

z r cost isin wobei

Etz Fu Betragvon Z Abstandvon Z zumUrsprung

EEY.EEEEEAEIELaEnE EILEITER
II Eulersche Exponentialdarstellung

komplexe ZahlZE wirddurch Betragtz r und Argument Arglzko bestimmt

2 re ricos isint

Bin Fan Argus
Relz

Umwandlung zwischen den Darstellungen

Kartesisch II zu PolarII Euler II
Gegeben 2 xtig Gesucht Er cosotisino bzw Zreit

r FI 0 aretan

Bsp 2 1 1

Los r FE E aretan also 2 Ee

PolarIII EulerII zu Kartesisch I

Gegeben ErLosotisint bzw z re Gesucht 2 xtig
rausG y rsin

Bsp z Zeit
los 2Costa 2 4 2sindO also 2 2 10 2



Operationen auf Addition komplexe Konjugation Multiplikation

Addition

Manaddiert einfach Realteil und Imaginärteil separat dh Zintig Zz Xztigz
Zitz at ilystyz

Habenwir Z bzwzz inPolarform gegeben transformieren wirdiesein kartesische Form

Bsp Z Hi Zz 2e

Los Z ist bereits in kartesischer Formfür z gilt 2 2cos R 42 25in 52

also Zz Etik total Zitze 1tilt Etik 1 Etillth
Komplexe Konjugation

Fürein Extig reit istdie konjugiertekomplexe Zahldefiniert als

E x ig re.it

Multiplikation Kartesische Form

SeizuzzE mit Zixstig Zixztigz sowie i 1 sogilt

zuZz XstigIlxztigz xnxzgnyztilxnyztxzy.nl
Bemerke ZE xtigllxi.gl tyr ixytixy Rtg ZI also Z FE

Multiplikation EulerscheForm

Seizuzzelmit z ne Zürze danngilt

Zitz rirzeittitz
Division Kartesisch

DurchZEIZRlugtoben gilt fürZrizzel wobei 2270

E EE EE
Division Euler

Division in Eulerschen Form für Z Zzf wobei ZEO sowieZirne Zirzei

2
e oz

Bsp zuzei zue dann 2 freiE E Bei
Potenzen

Potenzen berechnetman am besten in EnterFormfürein Zollgiltdann2 re

z r ein bspw Z R e



Bsp 2 i berechne z3 Eti β
los Schreibe Kart Euler rzFÄLLT 1 f archant also 2 ei

also z3 Eti 3 ei ei Kart z cosE isin 3 1 27i

DerFundamentalsatz der AlgebraGleichungenin

Für Nullstellen des Polynomspl Ʃ O aX aotanxtagt aux

kann höchstens n Lösungen überIRhaben insb für n ungerade mindestens einereelle Lösung

für n gerade kann pl unlösbar sein

Über im vglzu IR gilt AllePolynome vomGrad net haben genau n

komplexe NSTdas istder Fundamentalsatzder Algebra

24 Folgenund Reihen
ETTFÜGT Ehe geordnete Listevon Zahlen

an azazau an

Formal EinerelleFolgeist eine Abbildung vonIN auf IRwobeijeden MEINein antRzugeordnetwirddh
an IN R na aint

wirschreiben an stattaln und bezeichnen annen anaz.az an als die Folge
bzw laminar

MankannFolgen definieren indemmandasn te Folgenglied explizit schreibt dh
Lautner an.azas an bspw nen 1

Alternativkannman Folgen rekursiv definieren mitAnfangswertund Vorschrift um weitere

Folgenglieder aus vorherigen zu bestimmen bspw dieFibonacciFolge

Anfangswerte 91 1 92 7

Vorschrift an an stan 2

damit hat man die Folge 41,12,35,8



Einführung in die Konvergenz von Folgen

Esgibt nun zweiArten KonvergenzeinerFolge zu dalinieren InderVorlesung

D Efze konvergiert falls eine Zahl ERexistiert sodass 320 dieMenge

NEIN an 1 E E3
endlichist Wir bezeichnen 1alsden GrenzwertderFolge

Alternative Definition

DieFolge an konvergiert gegen ER fallsHEO ein NEEINexistiert also einvon E
abhängiges N sodass füralleNEN gilt Ian LISE

Kurz 20 3NEUN KNIN Ian SE
an

E.in
it

N

Bem Nurwennder Grenzwert existiertdarfman Esan L schreiben

Konvergenzbeweise mittels Definition

Bsp Liz lugt unsereerste Übungsstunde wirhabenmittels Wiederspruchsbeweis auf
IBgezeigt dass int EinMEIN3 01

Lösung Wähle beliebigkleines 220 wirmüssen zeigendas ein von E abhängigen Nexistiert

sodass füralle nen gilt Ian L 11 n okHMSE
Offenbar habenwir hiermit direkteine Ungleichung gegeben lösenach n auf

Ian 11 11MtIE n

Wähle N Aufrunden da NEIN seinmuss

NachKonstruktiongiltsomit KESOBNEIN.HN N 111n OlsEld.h 1Inkonv gegen0
bzw Lily 0



 

RecapDefinitionFolgeund FolgenKonvergenzSkript2.1

31RechnenmitGrenzwerten Rechenregeln Allgemeinen Vergleichsprinzip Skript 2 1

32 Konvergenzvon beschränkten undmonotonen Folgen Rekursive Folgen Skript2 2

3.3 Satzvon Weierstrass Skript 2.2 25

34 Limessuperior Limes inferior Skript 23

35 Das Cauchy Kriterium Skript24

Llerhungenzursene
Unterschied zwischen bestimme und zeige

Bei Axiomverwendung benutz ambesten direktdie Nummer der EigenschaftausdemShirt K102

Verwirrung vonINundNo In dieser Vorlesung INWo 0,12,3 3



Recap

Einführung in die Konvergenz von Folgen

Esgibt nunzweiArten KonvergenzeinerFolge zu dalinieren InderVorlesung

D Affe konvergiert falls eine Zahl ERexistiert sodass 320 dieMenge

NEIN an 1 E E3
endlichist Wir bezeichnen 1alsdenGrenzwertderFolge

Alternative Definition

DieFolge an konvergiert gegen ER fallsHEO ein NEEIN existiert also ein von E
abhängiges N sodass füralleNEN gilt Ian LISE

Kurz 20 3NEUN KNIN Ian SE
an

E.in
it

N

Bem Nurwennder Grenzwert existiertdarfman Esan L schreiben

Konvergenzbeweise mittels Definition

Bsp Liz lugtunsereersteÜbungsstunde wirhabenmittels Wiederspruchsbeweis auf
IBgezeigt dass int EinMEIN3 01

Lösung Wähle beliebig kleines 220 wirmüssen zeigendas ein von E abhängigen Nexistiert

sodass füralle nen gilt Ian L 11 n okHMSE
Offenbar haben wir hiermitdirekteine Ungleichung gegeben lösenach n auf

Ian 11 11MtIE n

Wähle N Aufrunden da NEINseinmuss

Nach Konstruktiongiltsomit KESOBNEN.HN N 111n OlsEld.h 1Inkonvgegen0
bzw Lily 0



31 Rechnen mit Grenzwerten

Satz Seien cant Ibn konvergenteFolgen mit Grenzwerten ab danngilt
1 EYlantbn atb

2 Lily anbin ab

3 Es In falls30

Bsp 3.1.1 King

Los Derzeit konvergiatweder Nenner noch Zähler aber da n 1 gilt

E
also Es In a.LY

y
SatzAllgemeines Vergleichsprinzip Sandwich Lemma

Seien an bn en konvergenteFolgenmitankbnsenfüralleNEIN Angenommen

Limoan hingen A dann Lingbn A

BeweisdesAllgemeinen Vergleichsprinzips

Da laut an jeweilskonvergentsind mitGrenzuratA giltnach Definition

i deln Folgenkonvergenz an Eso3NaEINAnNa an A SE A sansAte
ii deln Folgenkonvergenz on 0.3NEINAnNe an A SE A cansAtE

Vereine Bedingungen il il für NaNa alsodefiniereNy maxNaNc danngeltenHuNb beide

Bedingungen alsogilt für NNb
Hero3NEINKnN AScan bin chatte IbnAKE

was der Definition einer konvergenten Folgeentsprichtdh bn istkonvagertmit GrenzwertA
Bern Oftmalskannmandieeigene Folge approximieren um geeignete Folgen an en zubinden

Bsp3.1.2 Gegenwas konvergiert 12
Los Ollenbar gilt o tz Es O



Bsp3.1.3Gegenwaskonvergiert Ft
los 3 20 also FH Pott 5

5 3 also Ft 5TH 552
abermit n L 52 N n 1470 n 1 siehe Bsp2.2.5Skript

also 5 FH King 55 5197 5

Es 5H 5

2 Konvergenzvon beschränkten undmonotonen Folgen
Definition2.2.1 MonotoneFolgen

Folge LanInzn istmonoton wachsend falls

an ants An 1

undmonoton fallend falls

anti an An 1
Mankannanalog strengmanchen wachsendundstrengmonoton fallend mit bzw definieren

Definition Beschränktheit

Folge an na istnachoben beschränktfallses ein ERgibt sodass

anEC An 1

und nachunten beschränkt fallses ein ERgibtsodass

an2C An 1

Korollar

konvergente Folgen sindimmer Beschränkt

Bem Die Umkehrunggiltnicht bspw ist 1 1 Inas beschränktabernichtkonvergst

Beweis Serie 2 Aufgabe2.2

Sak

Ist dieFolge an nachoben bzw unten beschränkt und monoton wachsend

bzw monotonlallend dann ist cant konvergent

Bem Oftmals ist dieser Satzbei rekursiv definierten Folgen nützlich



Bsp3.2.1 Konvergiert die rekursive Folge an 2 ants lantG undfallsjawohin

Los Teleskopiereetwasd.h an L 924 93 5 94 5.5 as 5.75
Schritt1 Monotonie via vollständiger Induktionzeigenalso Knew an ant
Induktions AnfangIn 1 an 2 4 92
Induktionsschitt n ntt Nehmeals Induktionshypothese an dass ankanngilt
an ant an 6 anti 6 FÄHE antizantz

Permathematischer InduktiongiltsomitdassKnew an an gilt

Schritt2 Beschränktheit mittelsvollständiger Induktionzeigen

Induktionsanfang In1 91 2 6
Induktionsschitt n nts Nehmeals Induktionshypothese an dass Knewan b gilt
anti an 6 661 6

Permathematischer InduktiongiltsomitdassKnew an 6 gilt

Schritt Schlussfolgerung überKonvergenzund Bestimmung des Grenzwertes

Da an monoton wachsend und nachoben beschränkt ist konvergiert an
Der Grenzwert entspricht

215261 a Iata a 6

Bsp3.2.3 17520Aufgabe3 Sei lanka dierekursive definierte Folge an Ink

Akt e 1 421
ÜberprüfenSieob LakkonvodernichtFalls Lak kann zeigenSiedies

und berechne seinen Grenzwert Wenndie Folgenichtkonvbegründen Siedie Divergenz

Los Teleskopiere an Inkl az e 1 a e 12 1 3 1
Schritts Monotonie Normalerweise InduktionmansiehthieraberdirektmitKorollar3.6.4

dh et 1 dasfolgende
71 e

Ee 1

anEUR 1



Schritt2 Beschränktheitmittelsvollständiger Induktion

IAIN an 1462 0

IS anti Wirnehmen als1Han an O damit gilt

anti e 1 1 00

Schritt3 Schlussfolgerungund Grenzmt

DaCarl monoton wachsendund nachoben beschränktist konvergiot laut gegen

EHER 1 a e n 9 0

Grenzwert a 0

Bsp3.2.3 14520Aufgabe3 Essei laktkz gegeben durch an In 4

il BeweisenSie dass an kzs monotonwachsend ist akte e 1 k 1

ii Bestimmen Sieob lankas kann für KD Falls dieFolgekann beweisen Siedies

undbestimmen Sieden Grenzwert Andernfalls argumentieren Sie warum laulkz divergit

Lis Versuche die Aufgabeselber zu lösen Lösungen auf examsvis.ethz.ch

3.3 Satzvon Weierstrass

Dehn2.5.7 Teilfolge

Sei an eine Folgeund INeineunendlicheTeilmenge von IN bspw X n NEINnmod2 0

Die Folgenglieder an mitMEXbildeneine Teilfolgevon lang
01214161 3

Bsp Bestimme Teilfolgen von an Edoan.az

Los nNEN nmod 2 03 90 9294 461

EnIn 4mit MEIN3 an as agan
Satz2.5.9 Weierstrass

Jede beschränkteFolge lantnahat mindestenseine konvergente Teilfolge an KEX XGIR unend



34 Limesinferior Limessuperior
DefinitionLimesinferior LimessuperiorvglSkript23
Sei an eine beschränkteFolge Definiere eine Teilfolge Ibn aus an mit

bn in an Kzn int an anti antz 3
etwas teleskopiert

botint aol.hn az az by int an azaz 3 bz int azaz 3

da wir eineimmerkleinereAnzahl an Elemeten fürdas int anschauengiltbnEbnen

Danach Voraussetzung an beschränkt ist und Ibn alsTeilfolge ebenfallsbeschränkt

ist giltnachdem Satzübermonotone Konvergenz das bn konvergiert dh

E bin 3

wirnennen diesen Grenzwert Limes inferior von Cant dh Linn an Egobin 3

Analog definiert man dieTeilfolge en mit

Cn Sup an Kzn sup an anti centz
wobei gilt Cnn Ein nachdemmonoton Konvergenzsatz daauchCent alsTeilfolgevon

an beschränktist dass Cent konvergiert

4 an c

wir nennen diesen GrenzwertLimessuperiorvonCant dh linjen an LYCn
Bsp Bestimme Limsup Limint für lauter 1 1

Los Nach Definition en sup 1 11 Ik n
Teleskopiere cisup anaz az sup 1 1 1 3 1

Czsup azazay sups1 1 1 3 1

1 also bing.jp111 1

NachDefinition In int 1 1 1km3
Teleskopiere b int anaz az 3 intE 1,1 1 3 1

bzint azayay int 1 1 1 1

b 1 also hing 111 1



Lemma2.4.1 Charakterisierung derKonvergenz

EineFolge Lan konvergiert an ist beschränktund linjenan lief an

BeaGilt liminnfgn limngpan D so giltdas an gegenAkom
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40 Anmerkungen zur Serie2

Aufgabe2.2 SeiCanteinekann relleFolge ZeigenSiedassCan beschränktist dh
ein ERexistiert sodassIan für alle MEIN

PerDefinition folgtaus an konvergent Esau A dass
320.3N Ann Ian Als

also können wir sagen dreiecks

laut Ian A Al E Al 1 11 für 1

dh alleFolgenglieder ab N sindbeschränkt da 171Aeineobere Schrankedarstellt

Fürdieersten N Folgengliedermuss diesabernichtzwingend gelten essindaber

endlichviele wählealso einfach

max tail laal laut 1 1A

Aufgabe2.1 MC

a W F Jedemonotonevonoben beschränkteFolge ist konvergent

Falsch wenn nachoben beschränkt aber monoton fallendsagt Satznichtaus

Aufgabe 24 Grenzwertel Wurzeltrick

Ihrsolltet inAndgesehenhaben Grenzwert D o istnichtdirektentscheidbar oftmals höpital
anwenden aber bei Wurzelngehtdas folgende denkean drittebinomische Formel

n TEN FH.EEIlatbla b a2b2

IEEE



4.1 Das Cauchy Kriterium

Einführung in CauchyFolgen

Mitdem CauchyKriterium könnenwir zeigendaseine Folge konvergiert oder Divergiert ohne

ihren Grenzwert zu kennen Insb könnenwirdenGrenzwert derFolgehiermitnichtbestimmt

Intuitivsagtdas Cauchy Kriterium dasbeieiner CauchyFolge die Folgenglieder immer

enger zusammenliegen dahersind offenbarallekonvergentenFolgen CauchyFolgen

Satz2.4.2 CauchyKriterium

Eine FolgeaufR an konvergiertgenaudann wenn

V20 3NEIN n MIN Ian am SE

Bsp Ist an 2 konvergent

EineFolge ist konvergent falls sieeine Cauchy FolgeistWir überprüfen anhandderDeln

desKriteriumslugtSatz2.4.2 wobei o.B.d.A.mn seinsoll

Ian am E E 2min22 Ein
Em is

Für D ist an eine Cauchy Folge setzealso N



42 Folgen in

Einführung in komplexe Folgen

EinekomplexeFolge an kannmanalszweireelleFolgen interpretieren

Bisauffolgende Eigenschaften geltendieEigenschaftenvon FolgenaufIRauchfürsolcheauf
i Sei Bn einerelle Folge undlaut eine komplexe Folge wenngilt

Ian bin füralleNEIN

undhing In 0 sogilthing an b

ii Limintlimsup existierennicht fürkomplexeFolgen da nicht angeordnetist

Satz2.6.3

EinekomplexeFolge an konvergiatgenaudannwenn Rean nz Ilm an na konvergieren

Satz2.6.3 verallgemeinert aufdimension d in sindwir im Spezialfall 1 2

Korollar aus 2.6.3 Satz 266

Das Cauchy Kriterium und Bolzano Weierstrassgeltenauchauf bzwallgemein in Dimension d



43 Reihen

IDeln Reihe2 7

Füreine gegebeneFolgeCantz können wireine neueFolgeSnna definieren durchdie
Summation derersten n Glieder von an also

Sn antanzt an ok
Teleskopieren wiretwas Sa an Sz antaz Sp antazt tan

Dehn Partialsumne

Wir bezeichnen Sn an als die Partialsumnederunendlichen Reihe 9k

IDeln Konvergenz vonRehen Dehn 2.7.1

Wirsagen dassdieReihe an konvergentist falls dieFolge Sulnis der
Partialsummen konvergiert wir schreiben

5 Es Sn EsE an Ean
Satz Summenregel für Reihen Satz2.7.4

Seien Eran Ekbkkonvergente Reihen so giltdasauch diefolgenden Reihen
konvergentsind es gilt

i Eran br Evan Erbk
ii Er an 3k Eran Ekbk
iii Er A an A Enare mit AEC

SatzCauchyKriterium fürReihen Satz 275

DieReihe Einar konvergiert genaudannwennVESO.INEIEIN.HmznzNtEfak sE

BemBeachte dassdieses Cauchy Kriterium andersistals bei Folgen

SatzMonotone Partialsummen Satz2.7.6
seien an O die ReiheE ankonvergiert gdw3CER.VNEN.EEaKEC



44Konvergenz von Reihen

Im Folgenden schauen wir einigeKriterien an anhand derer wirentscheiden

können obeine Reihe konvergiert und falls ja wohin

Konvergenzbeweis mittels Definition

Mansuchtnach einer explizitenForm fürdie PartialsummeSnundbildetdenGrenzwet

Bsp4.4.1 EIKE
Los offenbar gilt an bEl KEI LEE n E
Teleskopieren ergibt S a

52 91 92 1 E
53 91 92 taz 1 2

Sn antaut an 11 E t.it h E 1

Bilden wir alsoden Grenzwert folgt

Enka Issn EzlnE
dh Effet ist konvergent mit Wert 1

Bsp 4.4.2 Skript2.7.2 E9k
los Ohlenbar gilt an g
Teleskopieren ergibt So 9 1

Sy art 92 1 g
52 91 92 93 1 g 92

antat an 1 9 g 7
gSn 997 g
Sn 95m 1 994 g Cgt92 g 1 9
1 g Sn 1 9
So



Bildenwir den Grenzwert folgt

99 Essays Eg 191

D 19121

FolgerungDiegeometrischeReihe 9k konvergiertgehe 191 1 danngilt

E Iq
Satz Majoranten und MinorantenkriteriumVergleichssatz Korollar 2.7.7
Es sei 0 anSk mit akebk abeinen K danngilt
i Erben konvergiert EEan konvergiert Majorantenkriterium

ii an divergiert bis divergiert Minorantenkriterium

Bem Schätzedie Folge an für das Majorantenkriterium nachobendurchCbnab

undzeige dass die Majuvante KonragutErbte ist woraus folgtdassErankann
ist Lansky für das Minorantenkikium

Bem offenbar braucht an b erstab einem REIN zu gelten falls diesalso

er endlich viele ER nicht giltkönnen wir Eh KÄGIaufteilen
Summenicht Majoranten
relevantfürkann Minorantenkeiten

Bem Zwei wichtige Reihen fürdasVergleichskriterium

i GeometrischeReihe E 9 konvergent gdw 19151

ü Riemmansche ZetaFunktion E konragent gelw 521

Bsp4.4.3 Skript2.7.8 Z EE 2 konvergiert

Los Sei an bei danngilt Otakar für alle kzk 2

WirzeigenCanalog zum Bsp 441 das Er E konvergiertmittels Definition

snE.br EE E E E 1

Eben



VglTermoben
also Eibring Sn Est
da die Majorante br konvergiert giltnachdem Satzdas an konvergif

Bem Wir hättenauchdirektdarauf schliessenkönnen das taz konvergiert warum
ZELLYEL

Bsp4.4.4 ER konvergiert

Los Sei anzutun und br ja offenbar gilt

esgiltalso beiEn 2 also ist E 312 eine Majoran

die wegen Riemann mit 5 31221 konvergiv von EILE also

Konv nachdem MajorantaMinorantenkritim auchEnjoy
Bsp4.4.5 Konvergiert oder Divergiert

Los Offenbar gilt 3 123 also

1P
offenbar kanndie Majorente Ef f alsSumme zweiergeom Rein

mit g213 92113 womit auch die Minerante Es2311 kann ist
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5.0 Anmerkungen zur Seie

Für Induktionsbeweise mitzweiVariablenwie Fibonacci braucht ihr zwei

Verankerungen Baserlases und zwei Induktionshypottern



5.1 Absolute Konvergenz von Reihen
IDelinition Nullfolgenkriterium

Sei laut eineFolge sogilt

Ey and 0 an divergiert

beziehungsweise äquivalent

Enar konvergiert hing laut o

dh wenn dieReihe Er an konvergiert somüssen die Gliedereine Nullfolge

bilden bzw umgekehrt wenn lüglaut nichtNullist kannErannichtkann
DasKriterium isthinreichend d.hwenneine Reihekannmuss es erfülltsein

aber nicht notwendig dh esexistieren divergente Reihen dieeineNullfolge

als Glieder haben vglEr
Bsp 5.1.1 Konvergiert 113 k

los 111 K divergiert da tank n fürginglaut 1 0

Definition AbsoluteKonvergenz Skript 2.7.91

DieReihe Eran heisst absolut konvergent falls
Erlaut

konvergiert

Satz Absolute Konvergenz Skript2.7.10
Jede absolut konvergente Reihe istkonvergent Zudemgilt

Er an Erlant
Bern Absolute Konvergenz impliziertKonvergenz kannman also absoluteKonvergenzeiner

Reihenachweisen was alt leichter ist kannmandirekt KonvergenzderReihe

folgern

Bem Die Umkehrungdes Satzes ist falsch warum vgl En1 11 kann

nach Leibniz trotzdem istdie Reihenichtabsolut konvergent

k



Bsp 5.1.2 Konvergiert 1 n 3k72

los Betrachten wir den AbsolutbetragderReihe erhalten wir die Reihe

EHI
es giltoffenbar 32
damit konvergiert der absolutBetragder Reihe da dieMajorante als
Geometrische Reihe mitge213 1 konvergiert nach Satz2.7.10 über
absoluteKonvergenz konvergiertalsoauchdie ursprüngliche Reihe

Bsp5.1.3 Konvergiert 2
Los offenbar wechselt das VZ permanent wegen sink du sinkt 1 ist

Er eine Majorante der Absohrtbertragsreihe dieReihe konvergiert nach

dem Quotienkritiium siehe Bsp später damitalsoauch dieursprünglich Reite



5.2 Leibnizund Dirichlet auf Reihen

Satz Leibniz Skript2.7.12

sei eine alternierende Reihe Ent 1 an gegeben falls
i an20 ii hingan 0 iii art an monoton fallend

gilt so konvergiertdieReihe Er 1 1 an
Ben Wennwir die Konvergenz einer Majoranten einer Abschutreihe zeigenwolln

aber bestenfalls auf 111 an Sbk 1in kommen dann habenwir
durchdas eliminieren des 113 Terms zu grob abgeschätzt

g HarmonReihe Er dir aber alternierende Harmon ReiheEr 1 1 kken

hierkann das Leibnizkriterium helfen

Bsp 5.2.1 KonvergiertE 111
Los i an 20 ii häng2 0 in

damit folgt dass diealternierende kamen Reihe nachdem Leibnizkritiium konv.it

Bsp 5.2.2 Konvergiat 04H
Los Offenbargilt cosenit 1 1 alsohaben wir E 9 2 111
i an 220 häng22 0 i

antijn Ez 22 9

nach dem Leibnizkeit istdie Reihe alsokann

Bem Man hättekann in diesem Fall auch schneller als mit dem Leibnizkit

Zeigen können warum die Absolutbetragsreihe kann als Riemannmit5 2

Del Umordnung

EineReihe Enakisteine Umordnung derReihe an falls eine

bijektive Abbildung

0 N N

existiertmit an doch

Bern Daeine Permutation genaueine bijektive Abbildung einerMengeaufsichselbstist

folgtdaraus dass jede Umordnung der Reihe einePermutation dernatürliche Zahlenist

Wir permutieren also die Glieder dh



an 92 93 94 95

ai aTT.amai aoFast aoin
Umordnungssatz Dirichlet Skript 2.7.16

Falls Ean absolut konvergiert dannkann jede Unordnungder Reihe undes gilt
an E90cm

Bem Wegen dieses Satzes wollenwir hauptsächlichmitabsolutkonvergenter Reihen arbeiten



5.3 Quotienten und Wurzelkriterium

Satz Quotientenkriterium Skript2.7.17

sei Enan mit an40 sogilt

pur II Ist En an konvergiat

ii lügt auf an Enan divergiert

Bern InderVorlesungwurdedasKriteriummitlimsupLimint definiert falls

konvergent ist sindobige Aussagen äquivalentmitLim

Kriteriumeignet sich bei Polynomen ExponentialtermenundFakultäten in an

Bsp5.3.1 Konvergiert lugt Bsp5.1.3

1 4 1 FEILE b
alsokann die Reihenach dem Quot Krit

Bsp5.3.2 Konvergiat

EH L III
Bsp5.3.3 Konvergiert 2

QR hing f Ey 221 also chirergiet dieFolge

Bsp5.3.4Rom E
an Es EE EYE
BemWas wenn fing 1 1 Dannkönnen wir i Allg keine Aussagemachen

undmüssendie Konvergenzanders charachteisim



Satz Wurzelkriterium Skript 2.7.20

sei Enan mit an40 sogilt
lip P Tat se En an

konvergiotiillimmingPlant 1 Enan divergiert

Bern Kriterium eignet sich bei Gliedernmit Potenzen in Abhängigkeit von n

Bsp5.3.5 Konvergiert E n 1

los WR GingTal Ey 1 091

also kann die Reihe nach demWk

Bsp5.3.6Konvergiot 12 1

WR Lingnau hing 24 2 1

also dir die Reihe nach dem WM



54 Potenzreihen

Definition Potenzreihe

Eine Potenzreihe ist gegeben als

EEerzk
mit z einer Variablen in R oder und er eine rolle oder komplexeFolge

Det Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist definiert durch ihre Potenzreihe die gegebenist als

et explz für Zt

Satz konvergenzradius g
Esgibt drei Möglichkeiten füreine Potenzreihe Euch z
i Für z 0 divergiert Enenz wirsagen der Konvergenzradius ist9 0
ii FüralleZEIR bzw ze konvergiertErenz absolutwirsagen gzdlbspw.explz.tl

iii Es gibtein gt10,01 sodass

EinZ kann absolut für

lzkr.uscnz divergiert für Izlar

Für 2 9 hat man keine Aussage
Satz Bestimmung des Konvergenzradius g
Sei Eine eine Potenzreihe so gilt für den Konvergenzradius 9

9 5 1_LEE



Bsp5.4.1 Bestimme den Konvergenzradius 9von E.sn Efff2fiZER
Los 5 Es E f Ey 4 Eben_
alsokann die Potenzreihe ZUR

Bsp5.4.2 Bestimme gvon Ist z wobei ath ZER

541am ftp Ea e

also kann die Potenzreihe KZER 171st unddir.kzR.Iztze



 
Themenübersicht Exercise Session6 StetigeFunktionen

6.0 Anmerkungen zu Serie4 Feedback

6.1 StetigeFunktionen Skript3.1.3.2

6.2 Zwischenwertsatz ZVS Skript3.3
6.3 MinMax Satz Skript3.4



6.0 Anmerkungen Serie 4 Feedback

4.2 Beweis zu konvergentenFolgen

Wiegehtman beweise zu Folgen an Wiegehabt oftmals den straightforwardidee

Gegeben an Un Folgen an.br0 AngenomnalijgY L fürein 120

a Z 3NEIN.VN N Ebnsans2bn

Nach Deln Konvergenz Keno 3NEN n N En L SE
dh lösenwir auf

Anzu folgt En LISE
Es E 1 4

1 Es 97 SEH

1 E bin sans Ebin

Also für L gilt allerbar l Ibn san E bn
Insane bin ged

b z an kann ET bnkann

Wieoftmals in Anal bauen Teilaufgaben aufeinander aufbehaltet also

immer im Hinterkopfwie euch daseben gelöste hierheller könnte

Wir dürfen annehmen an konvergiert Da aber gilt
Insan können wir an als konvergierend Majorante ansehe

nachdemVergleichssatz kann also auch ETbn
Analog

Final Da Konvergenz nie vonendlich vielen Termen abhängt alsoinsbesonde

nicht von ihren ersten N folgt die Behauptung

c Finde zweikonkreteFolgen mit anbenzo G 0 Enankann Enbindir
Einfachste Lösung an bin any E 0

und Entz kann Riemann mit 5 2 aber Ente dir harmon



61 StetigeFunktionen

Funktionen alsVektorraum

In linearer Algebra habtihr Vektorräume VR kennengelernt Esistsehrnützlich

sichFunktionenals Elementeeines Vektorraumes zu betrachten

Sei DER beliebig dann ist
FID 4 DIR

ein VR über IR mit folgenden Eigenschaften

i α4 x 4W
ii In f 4 In x hl
iii 191.92 x lel EK 9211 til kommutativerRing

Nunkönnen wir den Unterraum UR versehenmitdem Namen D

alter stetigen Funktionen betrachten

D 4 D IR I 4stetig
Manschreibt statt CCD auch oftmals OCD Offenbar gilt D C FID

Einführung in Stetigkeit

Intuitiv und mathematisch inkorrektunvollständig kenntman Stetigkeit charachteistert durch

Esgibtkeine SprüngeLücken oder Unendlichkeitsstellen im Graphen

Wenn man sich einem bestimmten Punkt xo aufder x Achse nähert

dannnähertsichauch der Funktionswert 4101 9 demWert an auf
den xo abgebildetwird

Machen wir dies nun mathematisch rigorosund formal kommen wir auf
folgende Definitionen

Definition Stetigkeit Skript3.2.1

SeiDCR xoED Wirnennen eine Funktion stetig beim Punkt OED

fallsgilt
20 3SIE VxED Xo 58 144 Mo SE

Wir nennen 4 aufD stetig falls 4 in jedem Punkt xotD stetigist



Wirnennen CD den Raum alter stetigen Funktionenauf D
GraphischApplet Einsiedler s LinkWebsite

SEHT

D

FTI
o

Hierkannman für E klein genug offenbarkein 8 finden sodassdie obige
Bedingung erfülltist Offenbar können alsoFunktionen die Sprünge enthaltennie

an ihren Sprungstellen stetig sein

Bsp 6.1.1 BeweisedieStetigkeit von 4P IR
Los Wirgehenähnlich wiebeiden E Beweisen beiFolgenvor um Stetigkeit von

4auf D R zu zeigen mussDefinition also fürallexoelRgelten Sei xoalso

beliebig aberliniert Nun wähle beliebigkleines 2 0 Bleibtzu zeigen dassein

8existiert sodass für alle in Ko 8 ots gilt 144 MollsE also

Ill Mo Ʃ

Esx2 02 2

Fallunterscheidung

i x2 02s Etx STE
i Es xd xd Es FE a

für mit FES EF giltalso 1441MollSE Also habenwir

unsere S Umgebung gefunden S Fi E TE o

1 h



Dadas Intervall i Allg nicht symmetrisch istwählen wir das Minimum S min 8 Sz

Für dieses 8gilt also für beliebigen xotD P
E0.38Exo ED Ix xolsS 194 fho Ʃ

damit ist 4auf D IR stetig

Satz Charakterisierung derStetigkeitmittelskonvergenter Folgen Skript3.2.4

SeiDER ED EineFunktion 4D R ist stetig in to genau dannwenn

für alleFolgenmit anED mit Lingan Xo gilt LingAlan 410

Bem DieseCharakterisierung ist in derPraxisoftwichtig weil sie einfacher zum
Überprüfen ist lugt S E Beweisoben

Bsp 6.1.2 BeweisedieStetigkeit von 4P IR
Damit4aufganzIRstetigist seixo beliebigaber fixiert Sei an eine beliebige Folge

mit fingan Xo Bleibt zu zeigen dass Ligzflan fho

EYMan hing an Es an im an xoxo 02 410

Korollar Eigenschaften von stetigen Funktionen Skript 3.2.5

SeiDCR 4DDR gD R zweistetige Funktionen so gilt
i 4 9 iststetig

ii 4g ist stetig
iii 91g ist stetig falls 970
Bem obigesgiltauch für figlio
Bem Hat man 4D R gADI R und sind fg stetig so istgot DIR stetig

Definition StetigkeitvonPolynomen Skript 3.2.63.2.73.2.8

MitdenRechenregeln für Stetigkeit folgt
AllePolynome mitrettenKoellizienten sindstetig
Alle Quotienten von Polynomen sind stetig solange der Nennernicht verschwindet

JedePotenzreihe istaufihremkonvergenzradius eine stetige Funktion da 9 0

für expisinundcos sind dieseFunktionen überall stetig



g
Bsp 6.1.3 1st cxfysinkltx5

L.isAls Komposition stetiger Funktionen Isin exp undda e 320HER also

nicht verschwindet ist sinkt stetig

Bsp6.1.4 Zeige das A explexp1 3 21 auf DIR stetigist

DieFunktionen xD 13 2 und explx sind stetig in DR vglSkript polynewund

exp4kt so istauchdieKomposition diesersteht



6.2 Der Zwischenwertsatz ZVS
Zwischenwertsatz Skript3.3.1

Sei ILIR ein Intervall 4 I IR stetig Füralle abei mit asb undfür

alle yesHat4lb gibt esmindestens ein Elab mit fiel y

Graphisch

ff.LI
3Ceta

Konkret habt ihreinestetige Funktion und wollt von hatnach 9lb müsst

ihr jedenWert y zwischen MalMb mindestens einmal eingenommen haben

dh umgekehrt dass es fürdiesen y ein Cetab gebenmussmit yMc

Bsp 6.2.1 Beweise dass 41N 4 3 6 2 3 2 eine Nullstelle in 1,2 hat

los 4 ist ein Polynom undalssolches stetigalso dürfenwirden Zeus anwenden

Dagilt
4117 4 6 3 2 150 und 4621 32 24 62 1220

nach dem ZWSmuss alle Werte in LU 41213 1,123 annehmen also

mussinsb ein CE 1,2 liegen sodass 91C D EI 1 12 unsere gesuchte Nullstelle



6.3 Der MinMax Satz

Definition kompaktes Intervall Skript 3.4.27

Ein Intervall ICR ist kompakt fallses von der Form

I Laib a b
ist dh abgeschlossen enthält a undb undbeschränkt liegt zwischen ab ist

Satz MinMax Satz Skript 3.4.5

Sei a b in R und 4 aß IR stetig so gilt stetige Funktionen

nehmen aufkompakten Intervallen MinimumundMaximum an
Insbesondere ist 9 beschränkt

Graphisch

min



 
Exercise Session 8
8.1 Umkehrabbildung Skript 3.6
8.2 Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen Skript37

8.3 GleichmässigeKonvergenz von Funktionenfolgen Shift37
8.4 Punktweiseund 61mKanu von Reihen stetiger Funktin Shift3.73



81 Umkehrabbildung

Deln Funktion

EineFunktion 4 9 isteineTeilmenge der Relation Xxy sodass jedem
EX genau einyellzugeordnetist namentlich 494 lugtWohldefiniertheit ausDiskMath

Bsp Funktionen

YEEREEEENNYE.EE
Deln Injektiv

EineFunktion 9 9 istinjektiv falls
91 1 912 Kz oder 4K 412

dh verschiedene Werte EX dürfennicht auf denselbenWertyayabgebildet werden

Bsp Injektiv EIER LI axz E

9111 4 1 4 aber 1 2 2 2

BemMankanninjektivität vonezeigenindemman strengemonotoniezeigt
strengemonotoniesagt Xy 4 fly wachsend oder ey Axt Ag lallend

Dehn Surjektiv

EineFunktion X 9 ist surjektiv falls
VytY 3xEX.TK

yd.h.jedesgtYwirdmindestens einmal angenommen

Bsp surjektiv EIER nifty
c sodass My 1

Deln Bijektiv

EineFunktion istbijektiv falls sieinjektivund surjektiv ist



Satz Umkehrabbildung Skript 3.5.3

Sei ICIR ein Intervall 4 R stetigundstrengmonoton d.hinjektiv Dann ist nach
dem Zwischenwertsatz ALI CIRein Intervall sodass I stetigundstrengmonoton ist

BeimWir können nur danneine Umkehrabbildung erstellen wenn 9 injektivist
nichtmehrwohldel

da sonst die Eindeutigkeit verletzt ist

f 5 fi
Bsp Bilde Umkehrfunktion rot F0 to

9 1 44

Los 4 ist stetig und strengMonaten wachsend 2 e 20 KEUR also

injektivDamitkönnen wir die Umkehrabbildung bilden

9 y e Inlyl
alsoist 9 K Ink dieUmkehrabb mit 4 1000 R

Ink

Bsp Bildefalls ex die Umkehrfunktion von 410D 0,0 4 2

Los ist i stetig alspolynom ii strengmonoton da 2 2 2 20KEIO D

alsoinjektiv alsoexistiert die Umkehrabbildung mit

M y x

also 91 1 P mit 10,0 10.0

9 0 0 0 to

4 0,101 0 D analogfalls9 1 0,0 10 D
9
1
10 071 0,0



Bsp F5211 Analysiere folgendeFunktion 9auf strenge Monotonie und bestimme falls

möglich eineInverse gebe Deln Wertebereich von 4 an

417 In1 17 2 117 D 411700 IR
los 4 ist strengmanchen wachsend da 2 770 txt 17 0 alsoisthinjektiv
und 4iststetig In polytionst also ex eine Umkehrabb Inverse gegebenals

947 4 In 171 2 y 2 Inlx 17

e p 17

e 717
gegebenals f 4 e 17 R 117 d



8.2 Punktweise Konvergenz

Einführungin Funktionenfolgen

Anstattwieim vorherigen Kapitel Folgen von Zahlen inIR oder zu betrachten wie

Lautner an az Az Ani

1 an 1

oder Folgen von Partialsummen

Sn na Satan Siantaz Sn antanzt tan

betrachten wir nun Funktionen als Folgengliederbspw

nggf na 41s42 __ 9h

na 140,13M

Dehn Punktweise KonvergenzSkript3.7.1

EineFolge Funktion AnD IR konv Punktureite gegeneineFunktion 4D R falls

hingIn11 44 alternativ ED KEN 3N E EINAnN Ink LINKE

Bsp8.2.1 Skript3.7.1 In 0,17 IR DX

EyenktLimo 04 41 vglShipi223

p

ein

IIJa

SKI 4

Bem Inkl ist stetig 4 abernicht Begriffder punktweise Stetigkeit
offenbar zuschwach brauchen stärkeren Begriff Einführung von gleichmässig

Stetigkeit



Delinition Gleichmässige Konv Alternative Deln zumSkriptvgl Vorlesung

EineFolge stetiger Funktionen InDDRkannglm gegen 9 falls gilt

Limo ER Ink e 0 alternativ Hao 3NEIENV.vnN.KxED.Ilnklflxl1sE

Korollar Skipt3.7.7 KonvAn FolgestetigerPktslm zu 4soistMal life Ink stetig
Bem 61m StetigkeitE

Punktweise Stetigkeit

Bem 4unstetig keine glm Rohr

Rezept für 61m Konvergenz
1 Bestimme zuerst Funktion gegendie In konvergiert also

42Inkl
wenn 4 wohldefiniert ist dannkann In punktweise gegen 4

2 Für glmKam Zeige

Es pHula all 0
Fallsdiesgilt sagtman dassen bzgl der Suprenumsnorm konvergentist
Dies ist äquivalent zu Deln3.7.3 Weierstrass E Deln da Konragaz bzgl
allenNormenauf R äquivalent ist

Bsp8.2.2 Untersuche Inkk E aufgleichmässigeKonvergenz auf D 1,0
Lös 1 Wirhaben Punktweise Konvergenzgegebenda

Ebenlahing x2

2 FürglmKanu müssenwir zeigen

Ed B Inkl hallo

wir haben

p Antihalt pHten x2

Lp tiny
N



Ign e te und lüg e 0 alsokannIn gion

gegen x2

Bsp8.2.2 Ronv.tn wieoben auf D 0 a

Los Nein dagilt

p le p e 1 1

alsoEgo Syfy Inkl e 1 0

Bsp8.2.3 Ron Inkkx für D O glm
Los 1 Esgilt pling 0 Ida OExan FED

2 Fürglmkann gegen Grenzwertfunktion MalO muss gelten

Es p lenkt hallo also

Yan tut
4411
c 01 E

also Es L In a all L 121 0

Bsp8.2.4 Zeige dassdie folgende Funktionenfolge aufdem gegebenen Bereich

glon Konvergent ist Finden Sie die Grenzwerte

Ink 1 ECO1

Los 1 Lingen LL
also istIHM punktweise stetig zu A xD

2 Z EY P Hula hallo

mit EE 1 txtal cxtal E.ua E

gilt hing 12 0 also istfuld glm Stetig zu e



8.4 PunktweiseUm Konvergenzvon Funktionenfolgen bei Reihen

Dehn Partialsumme

SeiDCR In D IR eineFolgestetiger Funktionen Wirdelinien
Snb ET

als die Folgeder Partialsummen Da Snk eine Summe stetiger Funktionenist

kann man von Punktweiser bzw Gleichmässiger Konvergenzsprechen

LDeln Punktweise Kanu von Partialsummen

sei erDIR DER eine Funktionenfolge betrachteFolgeder PartialsummenSnk 4K

Snk bildeteine Folgestetiger Funktionen warum Sn kann punktweise auf D falls

EySnl li fEoklal E trk

füralle ED existiert

IDeln 61m Konv Skript3.7.8
sei erDIR DER eine Funktionenfolge betrachteFolgeder PartialsummenSnk 4kW

Snk bildeteine Folgestetiger Funktionen warum Sn kann glm auf D falls

Ed ES Ein E.nu o

d.h falls dievon Snk deln Funktionenfolge gimkonv
Vergleichssatz Skript3.7.9

Sei In D R DER eineFolge stetiger Funktionen betrachtelilySnk Eohnkl gilt
i lenk Een füralle EDNEIN

ii Ein kont
Dann kann dieReihe E nk glm.inD und die Grenzwertfunktionsreihe

Ux Ink

ist eine in D stetige Funktion

Bem Damit können wir zeigendassalle Potenzreihen inihrem Konvergenzradius

glm konv



Bsp8.4.1 Untersuche dieKonvergenz von auf D 0,3

Los Esgilt
Inkl E en KED

t.EE 3
EEJKEmim

Ischezetalunktionmit 52
also istE Er glm Kanuauf Dundda In stetigist ist auch

d

sp8.4.2 Zeigen SiedassShim gegebenen Bereich glmkenn FindenSieden Grenzwert

SnlEE.EE COM

is Esgilt

III er CON

i FEI EFE 1 el 1

alsokonv.sn a gim zu LingSalat EY Ed 1 0 1 Sex

Alternativ perDahn

i EEI FJEE.IE p
alsoLiz B E ein Enlai EsEdi.ee o

also ist Snl gim kam zu Suned



 
Exercise Session 9

9.1 Trigonometrische Funktionen Skript 3.8

92 DefinitionenGrenzwerte von Funktionen Skript 3.10

93 RechnenmitGrenzwerten

94 Stetigkeitüberdie Grenzwertdelinition



9.1 Trigonometrische Funktionen

Dehn sin und cos als Potenzreihen

Sinus und cos sinddurch ihre Potenzreihendefiniert

sinkt z EE E msn.EE

i.vzedcoslzl1 u t Eotn II Kz

Bem Potenzreihen darstellung von sin es wird bei Taylorapprox relevant

Satz Stetigkeit Skript3.8.1

sin P R sink und cosMIR xDcost sind stetig HER
Bem Ihrsolltet diewichtigsten Werte von sincos können einfachda periodisch phasenverschoben

Exponentialdarstellung Skript 3.8.2

Esgilt
i ei Cosk isinlx
ii Cosk EEE
sinkt

Bem Vor allem beider Integration kann diekomplexe Darstellung nützlich

sein Seit f e Bsp Fouviertransform vgl NumS Sem3



9.2 Grenzwerte einer Funktion

Einführung in Grenzwerte

Bisher haben wir Grenzwerte von Folgen Eso an und Funktionenfolgen

Ezln gesehen Nun betrachten wir für eine Funktion 4D R

den Grenzwert EY 41 wobei xonicht zwingend in Dseinmuss

Dan Häutungspunkt

Ein Häutungspunkt von DCM ist ein Punkt xo sodass alle
offenenIntervalle 1 0 8 xo8 für820 mindestens einen von xo verschiedenen Punkt

YED enthalten

820 1 0 8 0811903 A D

Bsp 9.2.1 Ist D ein Häufungspunkt in D 0,1

Los Ja dennalle allenen Intervalle 10S 0 5 schneiden D 0,1

Bsp 9.2.2 Ist 2 ein Häufungspunkt von D 23W 5,7
Los Nein denn 1m9 40.1

enthält keinPunkt 9 sodass YEAwäre

Definition Grenzwert Skript 3.10.3

Sei DCM 4B R xo ein Häutungspunkt vonD So ist AER
derGrenzwert von 4 an der Stellexo man schreibt

II 4 A

falls

Kao 3820 KED 1 4 8 IHN Als E
dh fürbeliebig kleines 20 existiertein SIE sodass für Elxo f ots

gilt A EIA E Ate



BemVergleiche zur Definition der StetigkeitVero3820VxtD.la rotes 14Molks
Beweise zu Grenzwerten analog

Definition Linksseitigerund Rechtsseitiger Grenzwert

Sei BCR 4D R xo ein Häutungspunkt von D so gilt
1 hat an der Stelle to den linksseitigen Grenzwert LEIR manschreibt

Ihf AN L
falls gilt

20 3870 HXED.ME xo 8 to 144 L Ʃ

2 hat an der Stelle xo den rechtsseitigen GrenzwertREIR manschreibt

lügt E P

falls gilt
20 3870 AXED XE xo 0 8 144 R Ʃ

Graphische Bedeutung von links und rechtsseitigem Grenzwert

3

1
m

L 447 1

42 941 3

Bmk Korollar Äquivalenz
SeiDCIR 4DDR xo ein Häufungspunkt inD so gilt

LizMal A life L A R lüg 4K



93 Rechnen mit Grenzwerten

9.3.1 Allgemeine RechenregelnDominanz

9.3.2 Sandwich Theorem

9.3.3 Wurzeltrick

9.3.4 Variablenwechsel

9.3.5 Fundamentallimites expsin

9.3.1 Allgemeine Rechenregeln

Definition Rechenregeln Grenzwerte

SeiDUR ligD R und Lily441 1 Ligogut B sogilt

it HM glatt lügMal ftp.glakAIB

t.EE Matiglall Liyolkt liyoGK1 A B

EE I I.eam agea to

Bsp9.3.1 EY 7
Los Problem Nenner für 1 gleich 0 umformen löstdas Problem

L E 1 2

Anmerkung Problematische Situationen

Obige Regeln darf man nur anwenden sollten beide Grenzwerteexistieren

D.h wir könnenmitobigem Kriterium keineAussagen für Fälle wie

o_0 n 0 o O.o treffen dafür

brauchen wir weitereandere Kriterien Sandwich L'höpital etc



Deln Dominanz

Dominanzbei Grenzwerten sollte aus AnD bekannt seindh

für DUR 9gDIR xo ein Häufungspunkt fing4.9 00 gilt
4 dominiert g falls Ey 4 D alternativ Ey 4 0

Sollte gelten

EY YEAH AER

so sind lig von derselben Ordnung

BemAusAnd sollte bekanntsein 0 GEIR illoyklax sie
ii a six

iii Sex
Bsp9.3.2 Ig 5

554

los EEEE Ea.EE EHE O

9.3.2 Sandwich Theorem

Falls g x 4k gal mitLily g lüg gal A so gilt

EY MIA

Bsp9.3.3 EY F sin

Los Es geht nicht fig x2 Lgsinful da lügsind nichtexistiert

Stattdessengiltaber 1Esin 1 also Asin x und

limno limno 7 0 also limno sind p



Bsp9.3.4 Limo Resin E

Los Da 1 sindM 1 gilt Re Resi Me
duEs Re linke 0 gilt ligResin

Bsp9.3.5 Ego 5724
Los 2 2sink 2 also 5 2 5 2sinkt25 2

E.ws I E EE5EYEE
also auch bis 5 4 2513 nach Sandwich Theorem

9.3.2 22222
III

IDeln Wurzeltick

Bsp 9.3.6 fing Fx
Problem so 00

Lis ELFEN ETIIEEE.FI
S

Bsp 9.3.7 Es
Los Problem Grenzunt wäre umformen

Es EE.IE l EnEEa
Bsp 9.3.8 145211 Ling FEI

Füsilier f Errät t.fiEiE
1 2



In L EE

93.4 Variablenwechsel Substitution

Deln Variablenwechsel

beiBCR AgD R stetig in Yo gstetig in to wobei

Yo EY GEH dann gilt

II 41911 Ging914

Bsp9.3.9 EY Inkl

los 1 Bestimme Substitution y gla
2 Überprüfe Grazweitbeixo go Ey Gl fing 0

3 Substituiere In x f In f
4 Bestimme Grenzwert Lily Inkl lying f In
konkret hier Liz Inkl LI 14 go

Dominant

Achtung wir bestimmen nur glaty My wirdinduziert beider
substitution hier bspw My Eg In insb ist 4 nicht derurspr Term



9.3.5Fundamentallimites

Fundamentallimites Exp

Es gilt ling 11 e also

EY11 Ie alternativ awry 11th e

für xoxo für Xo

muss hl D musshm0

Bsp 9.3.10 4 1 2

los Es 1 31 Lina 117

allerbar gibt Mir N

g Es D

insgesamt

Eng ftp E

Bsp 9.3.11 FIS Bestimme fing 11 2sin f

los Eylitzsinnt Ein

für Ein
mir too
hltt E.nu



Bsp 9.3.12 Hsg Bestimme
Ez III

los im 1 Es E

511
e E da für ne no D

hin MIT α



Fundamentalliniks Sinus

Esgilt Limo 1 also

für 2 0

musshl 20

Bip 9.3.13 Es 924

T.IE

HEIß.IEII



 
ExerciseSession 10
10.1 Stetigkeit überdie Grenzwertdefinition

10.2 Differenzierbarkeit Die Ableitung Skript4.17



10.1 Stetigkeitüberdie Grenzwertdefinition

AnmerkungZusammenhang Stetigkeit und Grenzwert

Grenzwaldeln EY4kt A falls Haso 38 0 ED Ix ok 8 19ktAlsE

Stetigkeit 4 stetigin xo falls Hero3830 ED Ixxolss 19kt fho

Offenbargilt EineFunktion DUR9D IR ist an der Stelle xo stetig gdw

II 94 410

dh der Grenzwert Lg44 existiert undist gleich dem
Wertvon an Xo

BemVorallem dannoft angewendet wennStetigkeitbisauf vereinzelte Punkteklar ist
Stückweise definierte Funktionen hiermüssen bspw nur diepotentiellen Problemstellengeprüftwerden

Bsp10.1.1 1st 4 1 40 stetig
20s FO

Los Für 0 ist 4kt als Komposition stetiger Funktionen stetig lediglich

0 0 muss separat untersucht werden Benutzen wir die
Grenzwaldeln bleibt zu zeigen Ling4K existiertundistgleich 410

Mal y osf 0 4401 also ist 4 stetig

FürTheoren
Bsp10.1.2.17519 SeitPSIR AN ff

Zeigen Siedas 4stetigist
1 O

Los e ist stetig für 0 1 e ist steht
für SO bleibt o_0 zu überprüfen und zu zeigen Lilyhat 1 401410

ging life 1 Wirwissenlüg Inkl O ughoben



gnot not not

dadie Funktion gerade ist gilt Lily 1 alsodamit fingMal1 ged

Satz Stetigkeitund Grenzwert Skript 3.10.6

SeiDECR 4 D E g IR und Lgof gill DIR
Falls yo find 44 und gstetig in yo so gilt

EY 919111 9 Ey 4 9140

Intuitiv wirdürfen den Grenzwert in stetige Funktionen ziehen

Bsp10.1.3 Bestimme fing sin Ex

los fing sin Ex sin EY Ex sindE 1

9



10.2 Differenzierbarkeit Die Ableitung

Definition Ableitung

Sei DER 4D R xo Häufungspunkt vonD DieFunktion 9 ist in Xo
dillbarfalls der Grenzwert

II YET alternativ hingehe
existiert Man bezeichnet den Grenzwertals 9No
Bem Notation Für9D B ist 9 xo fho dasselbe

Geometrische Interpretation

Intuitiv ist die Ableitung das Differenzial die Steigungder Tangenten

derFunktion 94 am Punkt 0.910 Esistalso die beste lineare

approximation derFunktion am Punkt xo

Ux

Allgemeine Tangentenformel y 410 x x 910 lugt y mxte

Bsp 10.2.1 Berechne Ableitung AN 2x 1

Los 4111 hing Mahim L 411441

Lif

MHHIHIT
Limo 1 244 2412 17ÄH L 4 4



Bsp 10.2.2 Berechne Ableitung A e bei xo O Tippsubstitution

los 9101 LimoMathieu L ES
L

Substitution 1 Bestimme subs y geh eh 1 h loglity
2 Grenzwertbei xu yo L gibt hing loge 1 0

3 Substituiere dj lofty

IFgstys logFty

4Grenzwert Emo1Ity logfy.FI logF

also Axte hat 91111 1 bemerke 911 941 bei 0 0

Definition DifferenzierbarkeitaufganzD Skript4.1.7
SeiDCIR 9D R Wir sagen 9ist auf D diktban falls 9 für
jeden Häufungspunkt xotD differenzierbar ist

Bem Um zu zeigen dass fDIR aufganz D diffbarist zeige eine für jeden
Häutungspunkt lüg MEI existiert

Bsp10.2.3 Bestimme Ableitung von Aa x2 fiR R
Los Sei xo beliebiger Häulungspunkt so gilt

Plo his EIS fing kothfx

n.ly y2o2
nliyo 20412 Lüg 4th 2 0

alsogilt MH 2x HER



Bsp10.2.4 Berechte Ableitung von 947 Tipp xtys E k y

Los 4 x Ging Mahlzeit lüg lxthin

I.IEEl xnYi

FjffI
na ENTHÄUTET

alsogilt 911 X hat Plat nix als Ableitung

Anmerkung Stetigkeit und Dillbarkeit

Esgilt iAlly 4 Diffbar 4 stetig dieUmkehrung giltnicht

bsp.lk KI 9 ist stetig lug Vorlesung aber bei to 0

Es EHE L EE Emil
Raum C C

Recap CID D 49D IR I stetig CID FID ElD R Der
CID EtD IR I dilfbarauf D und 9 stetig cent D

Wir sagen TEC D sprich 9 ist von der Klasse c 9 dillbar und

stetig nennt sich stetig differenzierbar



 
Anal Exercise Session 11

11.1 Die Ableitung Definition Kettenregelund Umkehrsatz

11.2 Zentrale Sätze Satz von Rolle Mittelwertsatz

Herleitung Dillbar Stetigkeit

Dan DillberLing 2 4 940

d.h.VE 0.3f0 KxeD 1x xok8A 1101 EA

DelnStetigkeitbeixDEy411 910
dh Kapo3830 xD Ix als87 19k AxelkEs

Beweis Idillbar 4stetig
Wirdürfen annehen Hexe38120KatD K alsSEI HIT 44 SEA

HEI 44154 11 701

1911 Axel 9lxo x x SEA Xo 11

für KxokSA
1411 9101 911 110 Alxol.lxxol.tt xol.uxxo3

917 110 Plo x do 4Lxollx Xo
EA Ix xo 19 Kollx o

At Moll Ix xo Es

mit min Fifa giltsomit

1 101 8 194 Axel Es
die Delnder Stetigkeit beiXo



11.1 DieAbleitung Definition understeFolgerungen
Satz Ableitungsregeln Skript 4.1.9
SeiDER 9gDIR xo Häufungspunkt von D l.gdillbar.inXo sogilt
1 9 g 101 911 0 g lxo
2 9gl lxol 9lxoglxultllxog'lxo
3 f Kol tlxolgkgfj.glolg'lxc

Bern Wichtige Ableitungen die ihr bereits gesehen habt

94 e Tl e sink costa

A Platin Costa Site
917 Int TK

Bsp 11.1.1 Bereche Ala von Pkk 5 7 3 2x 3
Los Ix 5 4 21 2 2

Bsp 11.1.2 Bestimme MKvon4K e

Los Achtung wir haben die FormBIN.TN mit flak Blake also
also 4kt hilal fzlalthlal.li x

1 ex e et 1 x

Bsp11.1.3 Bestimme 9K vonMal tank Tipp tank

an E www.E.EEE
eE Y



IDeln Kettenregel Skript 4.1.11
Sei DEUR 9D E g EDR also gutD R Sei hin
diffbar mit yoMo ein Häufungspunkt so ist g in Yo dullbaresgilt

9091110 g 9103 910

Bsp 11.1.4 ICH 3x.fiR iR glxl explxl g iR 0 00

also got IR 0 00 got exp3 1

Los got Xu g 4101 Plo gilxt explxl.pk 3

expl3x 3
e

Bsp 11.1.5 Ma 5 3 4 RtIR ga sinkt g B 1,1

also gal IR 0,17 Gaf X sin 5 3

Los gal 91911 x gilxkcoslx Plat 15 2

cos 5 3 15 2

Korollar Umkehrsatz Skript4.1.12
Sei DER 9 DIE bijektiv xD ein Häufungspunkt Seil zudem
in dillbar 9 D bei yozflau stetig so ist so ein Häufungspunkt von

E d.h 9 bei Go dillbar Esgilt

1911901 9 1 4 1yd

Bsp11.16 Mitt.IR 10 ro Make berehne Ableitung von IYER
Los Wir haben bereits gesehen dass 9 bijektiv ist auf IRT10 N

injektiv da Make 20KEUR surjektiv da Liga e 0

EY so

Sei min Axley e logly y und 941 y e



also 91141 Eng Jg
e

exFloglyl

f
Bsp 11.1.7 sei 9 E E 1,1 Mal sinkt berecheAbleitung von

1,17 Ei E 9 1 1 aresinlx Tipp costsin 1

Los Zeige dass 9 bijektiv
4 y sinlx aresinly Fly 44 costa

also 4 191
y FFsing

cosatsinlyl

sina.E.FIarcsii
Bsp 11.1.8 Sei 4H elf gut 5

Angenommen 4172 glas 1 ii 9 g g
iii g bijektiv

zeige die Ableitung von g

los 9141 p Mfg

Äh



11.2 Zentrale Sätze Satz von Rolle Mittelwertsatz

Satz MaximumundMinimum Skript4.2.2

Seit ab IR xotlaib und 4 in so diffbar so gilt
i Falls

also

Ifffdann gibt es 830 sodass

4101 94 Eko ots 3
Mo 44 Vxtlxo 8 to

Ii Falls

dann gibteine aus

g9101 94 Eko ots
Mok.tk Kxtlxo 8ixo

in Falls 4in so ein lokales Extremum hatgilt9 v10

Satzvon Rolle Skript4.2.3

Sei4 ab R stetigund in Laib didbar
GilltMalHb dann ex ein Elab mit

9 c 0

MIT
BemIntuitivwennfund gstetig sind alsokeine Sprung oder

unendlichkeitsstellen besitzen sindsie gezwungen ein lokales

Extremum anzunehmen



Mittelwertsatz Lagrange Skript 4.2.4

Seit ab IRstetig und in Lab dilfbar dannexistiert ein

cecaib mit
µ c FW

Bern Intuitiv Es gibteineAbleitung an einem Punkt die genau
durchdie Tangentensteigung des Funktionsgraphen gegebenist

Beweis Seidig ab R stetig auf Laib diffbar

sei glx Ax f a für eLaib dann gilt

glas gib Mal Gla Ila E 157 Aa
geb Mb efI.lk 91bl Hb 1cal Mai

Da g ab R stetig diffbar auf ab und gla gib ex nach

Satzvon Rolle ein Celab sodass

g c mit g c 91k 921
folgt

gilt O 9 c Mc EY
Bsp 11.2.1 Sei lilab SIR stetig auf ab diffbar Beweise

aib 9141 0 94 konstant aufLaib

Los Seien in xzelab beliebig wende MWS an da4stetigundauf Ksk dillbar
Esmuss ein e geben sodass

910 72 11
ber ch



aber nach Voraussetzung HEab 4 x 0 alsoinsb.TK o also
0 44 44 Az Min

für zeCab beliebig muss 9 auf Laib konstant sein

Bsp11.2.2 Beweise Isinla sinlb a b
Los Sei A sink wende MWS an da4aufganzIR diffbar wobei

aber beliebig so muss ein CElab existien sodass gilt
Met EE

offenbar gilt alla costa dh 14K 21 also

14101 9114 1 14 4 9
also

14lb ÄHM 1 Isintal sinib la 3


























































































Anal Exercise Session 12
12.0 TA Evaluation shamten plug
12.1 Mittelwertsatz Recap Examsaufgabe

12.2Ableitungund Grenzwerte Satz von Littöspital

12.3 Höhere Ableitungen Monodie Konvexität Kochrezept Extrema

12.4 Taylorapproximation

12.1 Mittelwertsatz Recap Examsaufgabe



Mittelwertsatz Lagrange Skript 4.2.4

Seit ab IRstetig und in Lab dilfbar dannexistiert ein

cecaib mit
µ c

5 42.1 9 0,17k mit4101 0,9111 1 9diffbar
a Definiere g als

9 0,1 R
Glx archant941

Begründen Sie warum auch g dillbaristund bestimmen Sie

glosgut sowiedieAbleitung g Tipp sinkt costa 1

b Zeigen Siedass

3040,1 41111 11 9 c
2

Hinweis Benutzen Sie den Mittelwerstatz und a

Los a 94 istdillbar nach Annahme archan nach Skript Die Komposition

dillbarer Funktionen istdillbar nach Kettenregel

Katy tank certainly µ

Fly 4
Martanigi

Emmi
Esgilt sink costs 1

costaretonly112
SEIT Er
tania franialEF

m



ggf
also hl arctank mithilal 1,12

Daher gilt nach Kettenregel mit hlxtarctank

Glx h 411 gilxt h 411 9 x

1 9 2.94 1

Losb gistdillbar nachA nachMWS muss alsohier
ein CEC

fistfight

In a haben mir gezeigt

gilt
9111 1 1101 0

also gilt 14 4 01 gut glot
arctanceni.fm

soeben

arten 1 auetanto

MIKE IstMay E
0

Also wenn gilt3cefon 9 C 1 9112 3CE 0,1 MIL E11tl1c2 ged



11.3 Ableitungund Grenzwerte Satz von Littöspital

Einführung L'höspital

Bisjetzthatten wir Ausdrücke wie

die Problematisch waren hierbspw bis jetzthaben wir einfache

direkte Möglichkeiten zum lösen gesehen basierend auf Umformungen

EY KEF Es 2

bspw Dominanz Sandwich Theorem Wurzeltisch Variablenwechsel

Jetzt weiteres Kriterium basierend auf der Ableitung

Satz Lhospital Skript4.2.10

Seien 9g ab IR dillbar Ig 1140Axelaib falls

füg94 LüggutO bzw Lily hatlüg gut 0

so gilt

Es

falls der Grenzwert existiert d.h YESEdi existiert

Bern Im Skript ist nur der Fall lügHalgut 0 deliniet der
Fall lüg lkl.ge 7N folgt daraus direkt Reziprokes derFunktion

Bsp 11.3.1 EY ä

Los Form G nach Ihopgilt



Bsp 11.3.2 HE LYLE
Los Form G nach Ihopgit

EE EE EIYHIIT.EE E

Bsp11.3.3 2 layla Vgl Beispielbei Substitution

Los Problem O D könnenaber nur oder berechne stehe um

II a
Er.GE EYEIy YY E Eo x o

o.o

Bsp11.3.4FS fing sinlff1I
Los Form nach Ihop

Ey sinIF.fi EFFEFF
IEEE

Bsp11.3.5FS lüg a3 0 konstant

Los Form nach Ihop gilt

E

4
Bsp11.3.6 Hsg 9004
Los Form hip

w HEY Ein I III 2



12.3 Höhere Ableitungen

Deln Höhere Ableitungen Skript4.3.1

SeiDERollen 9B IR diffbar inD sei 911 9 dieAbleitung von 4
1 9ist n malauf D dillbar falls 9 auf Ddillbar wir nennen

4 die n te Ableitung vone
2 9ist nmalstetigdiffbar in D fallssie nmal dihlbat

ist und 9 in D stetig Wir schreiben 4 C D

3 9 ist glatt falls füralle n21 9 nmal diffbar ist Wir
schreiben ft OCD

Bem DerRaum C istein Vektorraum für alle nzt

Bern Nicht alleFunktionen sindglattbspw

A
sin E to

0 so
damit tix

2 S cost o

0

Fl ist unstetig in0 da der Graph in der Nähe von Nulleine
periodische Funktion mit unendlich grosser Frequenzist

Bem exp sincos Polynome sindGlattauf IR Komposition Addition

Multiplikation von glatten Funktion sind Glatt

Strenge Monotonie und Konvexe Funktionen

SeiDER alten f DIR dillbar aufD so gilt
1 MonatenwachsendHaibED ab Aa 4lb KED 411120
2 Strengmonoton wachsendHabenasb Mal Ab KXED.TK 0
3 Monatenlallend HaibED ab Ha 4lb KED 411 0
4 Strengmonoton lallend Haben a b Mal Mb KED TK 0

Bem Streng monotone Funktionen sind immer injektiv da aus ihrerDelinitin

direkt folgt a Mal Ab dieDelinitionder Injektitikit



Definition Konvexität Skript4.2.13

SeiPCRallen 9D R sogilt
1 Streng Konvex aufDfalls Haben 9 8 gilt

9 da 11 4b c 7Ma 11 11.4b

d.hwenn für beliebigezwei Punkte abed die die Punkte

verbindende Gerade über der Funktion liegt

IGITT uns

1 Streng Konkav aufDfalls Haben 9 8 gilt
9 da 11 1 b 1 7Ma 11 11.9b

d.hwenn für beliebigezwei Punkte abed die die Punkte

verbindende Gerade unter der Funktion liegt

TÄTE
nein

Korollar Konvexität Skript4.2.17

Sei 4 a3 R zweimaldillbar auf Laib so gilt
1 4 konvex 9 1 320
2 4 strengkonvex 4 a 20

3 4 konkav 9 NEO
4 4 strengkonkav 4 a SO



Kochrezept Extremwertaufgaben

1 Notwendige Bedingung

Wenn 9 an der Stelle xo ein Extremum hat so muss gelten

91101 0

Überprüfe also auf potentielle Extrema via 941 0

Bem Diesist eine notwendig aber keine hinreichende Bedingung dh

4 Extremum in yo fho 0

2 Hinreichende Bedingung

Wenn ftCID und 4101 0 überprüfe mittels a auf minmax
Maximum wenn 9 streng konkav ist dh 4 so
Minimum wenn streng konvex ist dh 4120
Falls 4KKO überprüfemittels Vorzeichenwechsel VW dhmiteinem

8 0 überprüfeob 41 0 8 910 8 oder 4 0 8 410 8

für Mots 0

3 Randwertbetrachtung aufkompakten Intervallen

Sollen ausschliesslich globale Extrema gefunden werden undder
Definitionsbereich D von 9D R hat Randwerte soüberprüfe 4dort

9 ab R

BemAuf ab sind zwar cd lokale minima bzw maxima aberab
sind die globalen Extrema Achtung ab lassen sichnichtdurch Platolinden



Bsp12.3.1 11521 Sei9 1 D IR M
Bestimme alle Extrema undbestimme obessichdabei um

lokale resp globale Maxima oder Minima handelt

Los Schritt1 Finde ExtremaµWO

EI
FLNEO

MET
IN 1

e

Einziger Kandidat xu e offenbargilt

9 so auf 11 e striktmonoton fallend

ii µm

4 0 art le.to strutmartenwachend

EG EHE F
Darin

also muss xue lokales Minimum sein

BeinDas es sich um ein Minimum handelt hätteman zeigenkönnen dass 9
konvex istdh 4 lebso

Mixt EIÄ vier 0

aber für Entscheidy ob globales Minimum oder lokal muss die

Grenzwertbetrachly Ivgoben dennoch gemalt wech



12.44Taylor Approximation

Einführung in Taylorreihen

DieAbleitung gibt die Steigung der Tangente am Punkt xo an

die Formel fürdie gesamte Tangente lautete

4 410 9110 Xo 411 sink
In 1 01

FIX Coslx

Wirhabengesagt diesistdiebeste lineare Approximation von9
Idee Benutze Polynome höheren Grades nzz für Approximation der

Funktion an einem Punkt
411 sind
9Ll Coslx

9lol sink

9 xl costa

yillxo Fho x e
1

422
1 4114 Xo 4xd.LY
1.1 0 0 1 2

43 9 0 4 a x x

9KollxII
lol

Ohlenbar approximiert unsere Approximation höheren Grades besseraber nur

lokal um xo Esgibtabereinen Fehler wiebeider Ableitung
wir erwarten aberdas der Fehler beiso gegen 0 strebt



SatzTaylorapproximation Skript 4.4.6

Sei 9 ab IR stetig aufCarb In 11maldihlbar sogilt
es existiert ein SE ab mit

a a an TEÄman
Hast 9 a Ix a 4 lat E 9 a Hyatt 9 Callgirl

man

BemDieStelle a heisst Entwicklungspunkt

Bem Der letzteTerm istderFehlerder Approximation Wie oben erwartet

gehtderFehlerterm bei so gegen 0 fürunsereApprox n terOrdnung

EIFEIFE im
a EE KEELEI

Bem Wirkönnen glatteFunktionen beliebig genau durch die
Taylorapproximation approximian je höherder Grad des
Taylorpolynoms desto besser die Abschätzung

Korollar Abschätzung des Fehlerterm Vorlesung12.5

Wir können den Fehler Abschätzen esgilt

innen.at EE EI af imia EE



Bsp12.4.1 BestimmeTaylorapproxi nterOrden Make Entwicklungsstelle 9 0

Tal 410 41101 0 1

TZU MO 910 6 0 9101LK R 1t

ThW 1 Er

Bsp12.4.2 Bestimme Taylorapprox n herOrdney Alalicoslx Entwickly 9 0

Los 44 Costa 9101 7 Erinnery sin cos

91 7 Sink Mloko
es sin

9 IN costa 01 1

9 a sink 9 01 0

offenbar hattenalleungeraden Ableitungen weg für die geraden Ableitges

alterniert das Vorzeichen

T.IN EHIEKUHEIE.irEIE TEILE
1 E 42,1

Deln Taylorreihe

Sei DCM 4D R und an der Entwicklungsstelle a gilt
IEC D so nennen wir

TKIEINay.IT
die Taylorreihe von 9 am Entwicklungspunkt a

Bern Mit der Taylorreihe können wir Funktion exaktdarstellen

solangdieReihekonvergiert dh aufihremKonvergenradius

Bem Taylorapprox ist die Summederersten n Glieder der Taylorreihe



Substitution für dieTaylorapproximation

Dadie Taylorreiheselbst wieder nur eine Potenzreihendarstelly

ist können wir die Potenzreihendarstelly vonexpsinnlos

für unsere Taylorapprox benutzenFALLS entwicklungstelle 9 0

Bsp12.4.3 Bestimme Taylorapprox beliebiger Ordnung i e Taylorreihe von

4 1 1 2

Los Inder VLhaben wir gesehen Atx Rt

substituial mit 1 x2 so gilt

1
wird zu 2 2

1 Ef to 1 2 4 6

Bsp12.4.4 FS22 Sei9K x.us DieTaylorentwicklung von mit
Entwicklungsstelle

Fr
3Ordnung ist
Is

Berechnen sie α

Los Costa 1 01 4

also costx3 1 1
2
0113

also x costa 04 ÄH TIX ÄÄHÄT FIx7r
also muss der Koehl von 93 0 sein

Bsp12.4.5 HSW DasTaylorpolynen 3Ordnung mit Restglied derFunktion

A explain auf 0.1 um den Punkt O seigegeben durch

UN Ein t wir geeignet socoin

Bestimme az ohne Begründung



LosVorsichtig Substitution funktioniert hier nichtdadie resultierende Taylorreihe

explain nF also expliminE NICHT vonder

gegebenen Form ist an Wirmüssen dendirekten Weg gehen

Mx e 4th 2xe f ze 4 2ex 1

4 0 2 e 4.02
2 Ze

also α e
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13.1 Einführung in die IntegralrechnungZentrale Sätze

Satz Integrabilitätsbedingung Shirt5.2.7
sei 9 ab IR stetig dann ist 4 integrierbar

Satz Alternative Integrabilitätsbedingung Skript 5.2.8

Seit.cab M Minuten dann ist 4 integraben

Definition Stammfunktion

Sei 4 ab DIR eine Funktion F heisst Stammfunktion von 1 falls
F x 44 füralle tlaib

gilt

Bem Da gilt FW C x Ax trägt F immer eine Integrationskonst C
Bem Nurweil 4 intbar ist impliziert diesnoch nicht dasaucheine

Stammfunktion existieren muss

Definition Fundamentalsatzder Differentialrechnung Skript5.4.3

Sei4als IR F ihre Stammfunktion so gilt

417dx F b Fla

Definition Hauptsatz der Differential und Integralrechnung Skript5.4.1
Sei 119b R stetig Definiere F für a x b als

FLN Htidt

so ist FIX eine Stammfunktion von 9 esgilt F a 1K



13.2 Unbestimmte Integrale

Einführung in unbestimmte Integral

Gegeben sei eine stetige Funktion 9 Wirsuchen F fürdiegilt
F x Maldx

Achtung Jede Stammfunktion trägt die Integrationskonstante ER mitsich

13.2.1 Fundamentalintegrale

Idee Fundamentalintegrale

Integrale beider die Umkehrung zur Ableitung offenbar ist

C In 1

e e

loglx

2 arctank

arisiklx
7

arccos G

Bem Für sincos gilt die Umkehrung des Ableitungskreises mit IntKonstelle EM
Ableiten Integieren mit c

sin cos sin cos

Yin los 9in

Bsp13.2.1.1 Bestimme 1 2 E 42054 dx

los S 2 5 42Cosladx

SEEda Sxsdxt 42 eoskldx
archan x 61

6 42 Sink



13.2.2 Kettenregel Integral
Idee Kettenregel Integrale

Haben wir die Form

4 gl g dx
gegeben giltnach Kettenregel allerben

S91g gl dx F1gal
da für Figl 9 glas g x

Bsp13.2.2.1 Bestimme 1 1 1 Figl
Los S laglag c

41911 g x mit 141 glxklaglal.g.lt

Bsp 13.2.2.2 Bestimme

los E 5 lag d

41g gibt mitent glatt e 1 glatze



13.2.3 Produktregel Inkgrat Partielle Integration

Idee Produktregel Integral Skript5.4.5 mitunbestimmten Integren

Haben wir die Form

Alxt.gl dx

gegeben giltnach Produktregel

Mlxt.gl dx 4lx glx fexl.g'lxldx

da gilt f g t.gtgl.fr
Stags Sei.gg't
eg So gr g t

t.g t.gg Sg 4
Bem Wir versuchen Fals f g zu schreiben dabei integieren wir und

dilleurzien wir g

Bem 1AllynichtIMMER Polynome

wiederholende Funktionen sincos exp
Bem Manchmal künstlich mit 1 multiplizieren

BemWennwirdurch mehrfache part Integration zum ursprünglichen Integragelangen

habenwir eine Gleichung diewir lösen können

Bsp 13.2.3.1 Bestimme Geld
Los Sy da xd St e da e e e 1

y 9 g4 gp

Bsp 13.2.3.2 Bestimme loglaldx

Los logi dx 51 loglalda Kyle da Nagl c

9 9 9g t.gl
Bsp 13.2.3.3 Bestimme Scoslx dx

los cosycosy
sinktcostal sinktCsinktda

sinlxt.wsx Ssinlxl.sinlxldX
2



sin
fingcosy 1 cost

sinktcosy fidx coskidx
sinlalcoslxltx fcosk.RU

Ursprüngliches Integral erhalten aufRHS diesergibt eine Gleichung

coslxndxisinlakosl.at x Costa da ceski dx

2fast dx sinktcost
coslatdx sinkkasten



13.2.4 Substitution

Idee Substitution Skript5.4.6 mitunbestimmten Integrau

Haben wir die Form

AgentGlad
gegeben giltnach Kettenregelmit y gl g Ly

AgentGladx Seydy

da nachderKettenregelgilt

Fog 4 F g g'Ll 91gal g Ix
41ydglad FIGEN Fly Hydy

BemMit ygla gilt y glx g'lx

dy gilxtdx dx 942
D.h ihrsuchteine Substitution bspw 4 2 sodass wenn ihrmit
dem Reziprokender Ableitung multipliziert hier

sichderTerm vereinfacht bspw Zxsinlx dx y x2 MEsingt dg sincyldy

BernFürbestimmte Integrale d.h Integrale aufeinem gegebenem Intervallgilt

1 Entweder wir lassendie Grenzen wie sie sindund rücksubstituiern

2Wir rücksubstikiieren nicht passen stattdessen diegrenzender Substitution an

Bsp 13.2.4.1 Bestimme 2x sin x2de

91791gx

dh y gal hier y x g x2 2x dy 2x dx

damit 2xsink 2xsingt dy
dx dy

sinlyldy Cosly Cosx2 C

Rücksubstitution y x



Bsp 13.2.4.2 Bestimme LEIT dx
Los Subs y Inlinkt darf da Inkl dy

also YETI du Ja xinaldy yay
C

Bsp 13.2.4.3 Bestimme x.in 4

Los Subs y Inkl die dax dy
also Fm4 x.fi Judy Es

Bern Substitution kann aberauch heller wenn wir nicht dieklassische form haben

dh wosich derTermdirekt vereinfacht indem manmit multipliziert

diesistdann nichttriviale Subs aufdie subs zukommen ist schwer
Oftmals gibtes aber immer wiederkehrende Darstellung siehe bsp wurzelunter

dieman lernenkann schauteuchdafüralte Serien ExamentLiteratur an

Bsp13.2.4.2 Bestimme cos A da
Los FürWurzeln iAlly gilt

y P y also 142 Ax
2,5g da 2g dy dx 2gdy

Jetzt cashdx cosy zydy

sinlyl.ly sinlyl2dg

Zysinly Cosly

2A sinkt 20s A
Prücksubs



13.2.5 Partialbruchzerlegung

Einführung

Geeignet für rationale Funktionen wie bspw

5 dx

Bsp 13.2.5.1 Bestimme 1 dx
Lös offenbargilt

2 1 1 136 1 schreibe also

F Mir ABER

haben wir diese Form istdas Integral einlah

S da 1,17 f da A log1 11 B lag 1 11 C

Löse für ABauf

f
1 Alex1 Blxt

Setze nun die Nullstellen von x21 dh 1 0 2 11 in die obige

Gleichung ein

1 1 All 1 311 1 ZB B 112
7 1 Al 1 1 B 1 1 2A A 112

also da E E

Edi 1 E dx
In da Erda

Eloy1 11 lag1 11
wie erwartet lugt Ausdruck oben mit gelösten AIB



Bsp 13.2.5.2 Bestimme ZEITda
Los

Fallsihrdie Faktorisierung bemerkt ist das integral einfach

S a 2122AM
qq.gggygggyggzqgayyy

Ansonsten typische PBZAufgabe

II
3 4 Alxtz B X

4 21 A 2

L2 6 4 2 ZB Bin

dh.GLFd f dxtfEzdx 2.1agllx1ltlegllxt21 C



13.3 Bestimmte Integrale wichtigste Sätze

Einführung in bestimmte Integrale

Bisher haben wir nur iAlly Stammfunktionen bestimmt Nunkönnen

wir diese mittels dem Fundamentalsatz auf einem gewissen Intervall

ausweiten dh

A dx Fibl Fla FIX

Satz Linearität Skript 5.2.10

Seien 4,9 ab IR integrierbar so gilt

A.lk Bgutdx A Max B gwd

Satz Monotonie Skript5.3.1

Seien lig a IR integierbar Mal glx für alle Ela so gilt

Max gklax

BemInsbgiltfür4410 dh Glas 0 das glatdx 20

Korollar Dreieckungleichung Skript 5.3.2

Falls 4 ab IR integierbar sogilt
Halde Illaldx

Satz Cauchy Schwartz Ungleichung Skript5.3.3

eigendx FA FI
Satz Mittelwertsatz Skript 5.3.4

Sei 9 ab IRstetig sogibt es ein CELaib mit

Maldx 91C b a



Satz Cauchy Skript5.3.6

SeienAgLaib IR 4stetig gen 0 integierbar soexistiert ein Elabmit

High dx 91C Gland

Korollar Symmetrisches Intervallübereiner ungeraden funktion

sei 9 a a IR fintbar und ungerade dh 91x Ux füralle ECaa
so gilt

Max 0

Korollar Nullintegral

sei 9 9,3 IR fintbar so gilt füralle CELaib

lktdx O

BemDieFläche aneinem Punkt iststets null

Korollar Grenzverschiebung

sei 9 9,3 IR fintbar und asb sogilt

Max Max

Bsp13.3.1 HSV Bestimme e dx

Stammfunktion

je da
1 da

XII fi dx

E
_x eF

also e da FM Fca E E E



Bsp13.3.2 Bestimme cost dx

Substitution 9 2 day Lg 2x da dy
xcoslxtdx fx.coslyl.LI dy

costyldy

S

L
also cascade Fly Flo Esinty EsinüD Esinly

Bsp13.3.3 HSG Bestimme in

y4dXSubstikrierey
lulx Ifdxix.dyfxnk.inda Ju dy Judy

also T.in ax MIJ muE
Bsp 13.3.4 14520 Bestimme LIEF dx
Lös Substitution beibestimmtem Integral heisst entweder 1 rücksubs oder 2 grenzen subs

siehe Bemerkung bei der Substitution

Substituiere y In Inkl Lee ja de Ink dy
Inlinlee

HEY da FI xinkldy ofydy.IE



13.4 Uneigentliche Integral

Einführung uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale auf einem endlichen Intervall gesehen bspw

9 ab R und Maldx was wenn das Integral unendlich ist

Definition Uneigentliches IntegralSkript 5.8.1

Sei4 ab R und auf allen Intervallen ed Ccab intbar sogilt

und Ema Es enda

Insbesonderegiltalso

1 410 to R Maida Limo Maida

2 9 0,0 R Ilkda Limo Maida

3 46D D R Imax Ein Ego Maldx

Bem Vorsicht in Fall 3 Esbraucht zweilimes der Ausdruck ist nichtgleichzu

E Inda
Bsp 13.4.11H48 Bestimme 1 2 dx Tipp Fundamentalintegral Ligaretental E

Los In da jz da

Ego Carctanxi Ey aretenib k7
Ygaretenb E

Bsp13.4.217320 Bestimme MEIda
los Subs y Ink days da dy

I MEH YEA
Es Sie 5 ey



fing g
100dg

b

Es III i

Bsp 12.4.3.11520 Bestimme e da

Los Part Integration ne alif Ge da

E fies an
a

NEI 1 1

c 1 117 3



ExamsTipps

Schreibt ever Cheat Sheet am besten nachdem ihr ein Thema fertig habtaufdem
CS löstdie entsprechenden Serie Aufgaben alte Examsaufgaben in dem

Themenbereich

Wichtig Aufgaben lösen hilft dabei die Theorie zu verstehen und ist
dasWichtigste in der Analysis

Verstehtzudem die Theorie soweit das ihr ein intuitives Verständnis

für die Sätze Korollar habt d.h wisst was der Satz aussagtundwarum
Versuchtdann damit alleBeweise aus Serien Examen zu lösen

lettmals einfach Belinition gegebene Einschränkung in der Aufgabenstellung

dann noch ein paar Äquivalenzumformungen und ihr seid fertig

Noch sehrunsicher Eventuell PVW wird aber ähnlich sein zu den

Übungsstunden wir werden abernoch mehralle ExumsaufgabenetcLösen

und ihrkönnt Fragen bei Unklarheiten stellen

VielGlück ihr schafft das


