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1A, Supemum wnd | InLiwiuwn

S AcR , LelR sk eine okee  Schvanke Gulls 3.’“‘:
Yae A, a<d

/\vw«\b?f W e eme wakue,  Schranke  alls gilk:

VueA. a2¢

dem: - Die Schravken missen Rent  Slemtle von A sin
- Die Sdwankcen sind - nioht ezv\o{mhg,

A A
350 Begrimwn  Ober Schranken von A= ¢ A nelT= 4, i,%, ’.1“__3
|5y. Obere Schiankem: 4, T, 42, ...

Das  Supemum emer Meage A (man skl sop A) ik ohie
\(\{LY\S\Q. ohere Yohranke |
Av\ou\o\&, das iy Von A (mun Soweb  ind A) st ohe
Srﬁss\t wnkee  Schramke

b A=2 Su(\/\=g A= Gu(
o |

Cmr\kisc\n : — ,| t i )

N

Bom: -Ingimum, Supwam  sind G vl 2u Sohranken) v Emdmh‘g,
I, Sup migen nicht in dor Menge enthallen gen
Ik die Mengt nach obon (nkon) unkeschiankch, dafn. wir: SupA=+o0 (infA = -0 )

14 das fupenum in dor Monge A anthutln (supAeA), o gilk
dog cher clon  Mauimum due Mengn itk Mun el maxA.
Avaloy, gt wlAeA 5o i hien dus Miniwmum, Wun schedeh inf A



Dop: Betimme  supy it wndd  Gulls ewislent) mox, min von
A:i C}\ \V\éMiO;S ”24' illl /._‘3' g

les: supA=1,  muxA=1
nbA=0, win A= NA

Rsp: Reshwwt,  3ap b, Galls 2 mox, i vim
A= 22 lnenniay 3 v o)
Loy Tc,\mkup\m don extvon Teaw
i% ne iy * 2-1'-%'0' ’a'-b'i' %ﬁ» i
dh ch =2 by ale T im kel 1M, A
aio  aquvivalond formubied durd)
A= 43 y-11)

Sup A =1 ey Rltinge doue Schrunle, aler supA-dl EA alss maefl= NAA
il A= <L ol gatle unkee Schank, nd A=-2 €A, ulgo min A= -2
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1.2.1 olgn Delinilipn

Se Folye ik ome %CUTJV\M Liste vem  2uhlan

Q,, U, Q3 )y an, -

—

fomal: G Folge sk e Ablilcung
oy IN =218

N - Gn

mon Schreill ot @n)new & (Qn\n21 2§ ey, G3).-. }

Wlioenweise Jbk & 2w Aden  Telyun  anaugoken:

A ‘E_pu&'\\'; Mon soverbk  cus  n-te 'Fol%mvlm) ex(\m,.'f‘

LQV\)(\Z/] = $aa, Uy, Q... 3

11
55(\\&;.(.46\“24:{4' IR

2. Rdewsiv: Mon g ) Anfangsutde , i) Vorschife Gy

Esnw. V) Awquv\gjwku u,c, ey
i) Vorsehulf (n2): G = Qn-q +Hon -

dowib: £4.4,2,3, 5,913, ..3 wid ohie Fbovees felte includu



12,2 oy Konvespazdeliniowy

Die Tolge (un) konveginh Gl cn b (el exiiol, sodos Y220 olie Menge

{nel < 0, & (-5, (+$)3
endlith st Wir Sezerchun [ als den Genzovuk olec TFelge

3‘170‘%& (on) ‘Qonwuih} Geggon (eR | Gulls V2>O em Nils)enN exssliut (ako ein von ¢

abhingiyn N, wolagy dac ol a2N gt Jag-LISE
Kwz: Yg20. 3NeW , ¥azN : la,-(I<¢

Q“’\O
]
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e
| W
2 4 C § 1o /;L"'L\ 4'1,\ r‘\)
N

Bom: Mar wean des  Grentwed exisliuh dud men UM oay o schiabw

RN

85(\-' uwm A o
1))

Losung: Wakle Ee):kl,aa kling €20 , Wit massem Rigem oy en Vo € o.%angigm N ecislicd,

sodaty  laralt n2N gl lan-C ) = Mw-ol= 0] < €

OMenboy hoben wir Wieiwmil  clirder  eity Umjlu‘dtth aegebq,,, [ nach 0 aul:

low-Ul = Mmi<s 50>t
Wahle N’JAE'] [ Adrandim da New  sein M\MS].

Noch Ronstaivion gtk sowd Y0 ZNeN. ¥ n2 N : Mp-0|<s  dh M Ry, WY 0

low. ¥ 5 °0)



[.):5[\ © m ﬁ?;- =1
nN200 n2~+’\

Les:  Wahle belidsig Rlewes &, den Livll @n Nel  soolass ar ol nzpy gk
o

N !
el [ 251l
(A 2 !
aw | ob el =)t gia)e | A A Gy
n% 41 nH n*+ nEda |t
A 2
= - +
g S nl

Seen (anl « ha)  konvoguie Tolger Wit Gemzwaln o b denn gill:
) Uw (g, +ba) = a+y

NP

1\ Uwm Qan’ Bnt U't

w3
Um 2 =2 oy b

n
Bs(\ VN

(& Demwil hmvcy]'«k weder  Newwr nech  2shlur, obu  du n21 gl

n(AY _ A
n(a¥d )y T 2
n k/l n) A
A W0 W 4 A_ -9
ako Wm — = Uwm A= BN = 140
w1 A Uwm 4, G 2

wa R wR 0



Seion  (aw) , (bn), (en) kenvegente Felgon wmit anebnze, larall neV | Angenominen
\i‘N\ QUn = l&\N\ Ch = A ‘ oo h‘N\ kn:A

2R no N nWaAN
Beweis doy Allgemeinem  Veigleicks Nz
Do @, (cn) Joweis konget sindd Onik Grengut A) gtk nach  Delinilion
) ddu, Tolgonkonverguz (o) Voo 3NaeN . Yz Ny |an~Al<E [© A-£can<A+£)
W du, Folgkomeuz (@a: V60 3NeeN. W2l a-Al<E (& A- 5 can<A+E)
Vewine Bedinguagn i) e Mo, abso debinert Ni:= mox(My,Ne) s dann golbon ¥az Ny Lede
Bedinquaggam , also gilt  bar N=Nb
Yoo 3N N ¥n:l - A-scansbn € ca<Ast (€ [ba- Al<g)
wis des Debaifon einex eontrquabon Tk oy b [u) i Rowvayad it bez o A
Bom: Obtwals kawn wan die etgemt Tl appoximiermn um geegnek  Tlgon  (an), (cn) 2u finda

A
&P C+ begon e \(zonij'\u} 2
les.  OMemler gk 0€ [z £'}\ S

WR -
B lon wes leonvogek M 3es"
log: 3720 asp AT 2 s = Ve =S
37 o Mg < Y = W]
et ook n2l V26N =0 (W w21, sehe B 225 Skah)
o § < Nahst ¢ lyi:z;“oog(r :S—\W ~g
/_/—t/'\

D Uwm N et = §
woN



ALY Monotene wnd  Resdhanlele %\BQM

Tolge  (tmdnza  ish monglon  wachsend Gl
An & Onya  ¥n24

wnd monolon  allemd  daulls
anpr Sy ¥n29

(Mowt ko ovindogy Shw% morlen  touehiondl el Sht.vn% mondon dallenol Wit < baw > cbliniee

?otg‘t (Qw)nza ik vach cben &X’)f\FRVIH‘ dodls es ein C eiR 975},50010 |
an S c Vn21
wnd ot uaton  beachrinkh falls e ein CeR gl Soolayy

an2C ¥n21

Konvexgente  Folgon  sindd iy Reschianhb .
Bewm: Die UW\VQE)I\N.V\% ﬁil} itk Bspw isk ((-1)“),,\2,, beschianhtl eber nicht l%w\/ub,i.

Sesie L, Aulgatr 2.2.

bt die Folge (an) nacth olen (Yew. unton) beachubl und monolon  \odnsond
(2. monotow qfﬂ‘km‘“ donn  isk Caw) vzoww?,w}.

Jom: Obmalg ok olieser Salp bei reiiv gebininkn  Folgm  naklich

Sen (an) e relowsiv  debiniove TG, um don Grutwed 2w beplimuan 2390
(0. Tlesesqioe wm Vehalon + Gronznak 24 "ralen”)

A Lag: Folye g wionolon  wadhtend  (lallendd) o4k v Indukvion

2. Yoo Toge 1ok noch e (wden)  betchranid, ok v Inclulelion

2 Aws A 2. Togen vie ok Wetisios: Tolge kony, egon ein Agiy

U, Verwendt. Iooholdiondoide: W auns U cyyq =



R%p: Ronvogik die Tolde  (un) unet dalls je wehin.,  (an) ik Geeben als;

=3 |, dpzi{3dn 2 n22)

b Tdeice: diz), dye (3ana = {92 - [ z2s
0‘3:' Jgdl‘l = Wﬁ{l&l =’r5—-19'v2_2

es y)-hvw womotn  Jalygd  + unleryy bertuak ki 2

1. teige Monolon lallned  Gux  inclialelion ), o b, &1n 2 ang
InowRVions Anknwa, =1): @,=3%= W > Q=Ql

Indwkhonssdhitk ('n2n41") Nente el ncludhions hypotuse e, dug
bac ein nell gl 0 ap2 G, Wi v.-uw Bnan 20y

aH)

Pex wothh. nclklicn St ohe Auxsway ol b ol nelN ,'aan‘.

2 k«dz: Nedr unlen sk (Inclzlin, Yenuhne enclue. 2),dl. an 22 borall 02
\An=n): ap=322
1S ("t ") Wit nehwm  als 1K an,  dass bor en (elen  nel aiﬂ
AN 22, W g Gnea 22

IH-
VN TUPIUR AFFEE R PRE

Pex modheevsdy  Inclmithiay il olie )nge lar ey nedV geM

Y ?dgme reth | Watghoo
(wnlnza 35k mondon Lelnd umdd noch wnlen hesdnoanler

“Weitghes
= ¢s emshiul &n Grovavmed AelR . kv-‘)’\m an= A&

L, In duk Vonghelg
s 'fl"ﬂ &3\,\00 U= A D T eole Tellop Hw) oJill v;ld_';/!oo a“,n:A

wole  HWnl=wi, So ﬁu’”i VW' an> \“""‘ S Gy A

m_ @_—1\' D A= FAL > A-3A) 2@Q-NA2) =0
SA 2A

o At oty A2, dlo cn2l s A2 ol



BS‘\‘- | Komwaiul die chwgie TG @22 Qpeq = '%lu.,.-xé) unol alls ju wehin
loc: Teleshopier ehwos ,obh. 4422, ;34 0338, Ay =58, (= 5K, .
Schilt 1 - Monslonie, via - volldBnchy Indulelion  2egtm , clto Unet): an¢ angy
Indwions  Anlang (n=1) © ay =2 ¢4=q,
Indwleims selgtt ("nonat”] o Newg als Inclebionshyno these an dasS an e gitt.
an s Gngqg D Gptb & anmth @elmg Unsy £ang,
S

T=0aty Tantl

P matremabisdy — IndleVicn  eglt owt, dug Vnel): ang wniq  gilk

Sohatt 2 Besehi@nlthal - mitkelt voldin digor  Inclulehion Feigom
Ihduk\/iumcmhmt& =2 4226/
ndulckonsccribt ("noni1”) + Nowme als tnobildns hypobhese an | olog Ve -an €6 il

1H.
taer= 4 (an +06) €73 (646) = b
Pec mothemabischr  InoluleVion  eglt Somit, olust Ynen: a2 b gil

Sohik 2 SJA\\Nkl%M\m% Ghex VOV!W&«/\% und chmmu.vug oes  Gemawtin
Do o) wionchn  wuchsend und  nech obon beschianht s, konvugt o
Dex GWV\M bﬂhrfiomf

| @nwq|” %(@Hﬂ 3 6= 4 (att) = u=l
>a >



1.2.4% Tu\%\%ﬂ”\

Se  (an) G Tolge und XCWN ane unendlich Telmengt von IV Jhyw. X=§nlne,nmel 207

Die "Folgzm@WdM (aw) mit neX Lilden e Teillolge von  (ay).
BQ(‘" RCSMWMQ Tﬁ‘%\gw von  Gn* E“o;mvab-"a
Les: X=fnlneiN, nmad 2 =p3: fap) Gy, Qo by 3

X=tnlnz4m#, mend: ¢ o, o, Gg,lay,. . )

i {OIZI L’/ GI ‘;

lede hesohnhle Folgs o), hol mindestons eine  leonvayule  Tailldg (i), ke X (KSR, X unent )
Bom: Wehth, Toige 1t kenehdleh  chor nichk Ronvegub2 Was st die ey, Tallolge  hu?

Sei lan) eine beschrande Py, oelinire (ha) ols Teillelye ven (ay)

bz § G | k2n3 = n¢ ¢ &n, Qnia ncWNQ.-'-z

k&‘\W\ l)/r‘ .W\,’ iQ’h QA’)_,Om” L 3
by =k Sog, @z, Q.. }

by= ik Sy, Gy dg,

es 3’»\3- Ln .‘_Em,r] | 2acom 5l um) Lc-%cykr'&m(.l’ (du (o) nwc)n AMVWLVW kﬁthr?MM 5})

Nadh  \Weiersirss qilt  bn ik kowwgu}zu antw  BeR.

Delinie  Limen Inlwyior ol

bmink o, = W b, =@

a0 "N

755p= Beshwwne  Lwint  lar lawdpaqz (-1)"
Nadh Delinhon b= sek ¢ (-1)® 2w}

7oy heptor: b,- wd fanay, 03,32 b £ -1,2,-1, 3= -1

EL:'IV\1’ ((Qz;ubx C!q...\.‘ :'\th'ﬁ -0, 4.5 -1

bo==1 , ol m [ = -1

na R



Sei (wn) eine beschradde Tolge ,  delinine () ols Teillelye ven (ay) :
Cpz sup§ G | R203 = Suap Tan, anin Gy, 2
‘c&p\m <yr Supias, b 00 3
¢,z Sag, ag, ay.. )

Ca2luptay, Gy ae- )

£ gt €2 Cuyyy 2vdom gk (G)  begehygnldh (ol Gun) nah Brvohin knchianld B )
Nodh Weiersiuss  qill bn 6 eonvagul au antw C e R,
RNeliviee  Limen Inleyior  als:
U Swy = Uw ¢ [
vg\;o(\ Ap e L C
%‘)p: fks\dwxm \A‘M\AY\ oV QQV\\“a:J‘(."I}V\
lss:  Nach Delinibion c,"-supi(;-nk 1R2n}
‘(Q‘\%hpﬂ(ut,i Cq= \SU-[\ tan,, ay, 3= su t-1 WM =1 %: 1

Co= S Qbziby, Gy, ) 2w 4,-1,4,..32
wm=1 ., el \Amwx [-" =1
n4

G Tolge lan)  kenvogiul @ (o) st beschcguleh wad Uiwa sup oy, = lﬁw;‘\;\: on
W

N30

e Gilk uwr&\}mgm >ump an= A, So wilb olof [uy) %gom A ey .



L2 Cauchy Kl
(Soky | Comthyy Wi thivwm )
Gae Tolge aid R (ow) eonvugioh, goram douwn e
Ve20 3INelN . Mo, m2 N lap-aml < ¢

Bopt It ap= —3;—4- Ronceogert?
Gt Felge 18k Ranvorgaal, ballg sie ew Conchy Folge itk . Wir Rbypriafu onhand oltr  Pen.
don Wivviuws lueh. Sahr 142) wini oBd A m2n Sen soll:

lan-om b= | 220 B2 | < | 2minct] =~ 2nlmet) | < ot
in ™ LUwn 2nm
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Waoken  Folaw

J

A MC %&m

Mehwere o (&Q AN’NUIFME‘&WMMM]

(a) Fiir eine Folge (an)neny mit a,, € R fiir alle n € N, ist die Aussage lim,, o 6, = —00
dquivalent zu

OVKeNdNeN,sodassVn>N: a, <-—K.
OVe>03INeN, sodassVn>N: |ay| <e.
OVNeNIJKeN, sodassVn>N: a, < —K.
OVNeNIe>0 sodassVn>N: |a,] <e.

o IR

(e) Seien (an)nen und (by,)nen zwei Folgen mit a,,, b, € R fiir alle n € N. Welche der
folgenden Antwortmoglichkeiten sind korrekt?

O Wenn a,, < b, fir alle n € N und (a,)nen konvergent ist, dann ist auch (b, )nen
konvergent.

0O Wenn 0 < b, < a2 fiir alle n € N und a,, — 0 fiir n — oo, dann konvergiert auch
(bn)neN .

O Wenn |a, — b,| < % fiir alle n € N, dann konvergieren beide Folgen (a,)neny und
(bn)nEN .

0O Wenn (b2),en konvergiert, dann konvergiert auch (b,)nen-
e (Y A R A A R

(d) Es gilt z,, — zo genau dann wenn,

Ve >0, AN >1, Vn> N, |z, — zo| <e.

Wahr O Falsch O

+1s

4




(d) Seien (ag)k>1, (br)k>1 und (cx)x>1 drei Folgen. Sei (di)k>1 definiert durch

(ax)? + sin(bg)

di = .
k= 1T explr)

Geben Sie fiir jede folgender Aussagen an, ob sie wahr oder falsch ist.
(i) [2 pkt] Wenn Zak, Z by, und Z ci absolut konvergieren, gilt kll)n;o di = 0.

k=1 k=1 k=1
(A) wahr.

(B) falsch.

(ii) [2 pkt] Wenn (di)x>1 beschrankt ist, muss mindestens eine der Folgen (ak)x>1, (bk)k>1
und (cx)r>1 beschrénkt sein.
(A) wahr.
(B) falsch.

1.MC1 [1 Punkt] Sei (a,) eine reelle Folge. Was ist die konkrete Bedeutung der folgenden Aussage?
VT >1,IN > 1,¥n> N,a, < —T. 623

(A) im0 @y = —00.
(B) limy, 100 an, existiert nicht.
(C) limy—y 400 an > 0.

(D) limp—to0 |an| = +o0.

1.MC2 [1 Punkt] Sei (a,) eine reelle Folge. Welche mathematische Aussage bedeutet, dass (a,) %52‘3
das Cauchy-Kriterium erfillt?
(A) Je > 0,3AN > 1,Yn > N,Ym > N, |a, — an| < .
(B) Ve >0,3IN >1,Vn > N,3Im > N, |a, — an| < e.
(C) Ve > 0,3IN >1,Yn > N,Ym > N, |a, — an| < €.
(D) Ve > 0,VN >1,¥n > N,Vm > N, |a, — an| > €.

1.MC5 [1 Punkt] Sei (a,) eine Folge von positiven reellen Zahlen, die das Cauchy-Kriterium :FSZ ;
erfiillt. Welche der folgenden Aussagen trifft zu?

(A) Die Reihe 3,5, a,, ist konvergent.

(B) Die Folge (a,) konvergiert gegen 0.

(C) Die Folge (1/a,) ist beschrankt.

(D) Die Folge (a,) hat eine konvergente Teilfolge.

AAYL | (VW Homgds-on 2)
Ceit @2y CIR wik: QP@ i+ Qo= lonth (¥>1)
Dntusughe, — Folye el Konwn wid boslimme  Grenpuat  (Jalk ethJ



Lesungen: Ongmebm Folum

A/l 4 .Ot\ (a) Fir eine Folge (a,)neny C R ist die Aussage lim,,_, a, = —00 dquivalent zu
MVKeNdNeN, sodassVn>N: a, < —K.
OVe>03INeN, sodassVn>N: |a, <e
OVNeNdKeN, sodassVn>N: a, < —K.
OVNeNIe>0,sodassVn>N: |a, <e

(e) Seien (an)nen und (bn)nen zwei Folgen mit a,,b, € R fiir alle n € N. Welche der
folgenden Antwortmoglichkeiten sind korrekt?

O Wenn a, < b, fir alle n € N und (a,),en konvergent ist, dann ist auch (b, )nen & QV\."U, bVl': 4]
konvergent.

3
90
M Wenn 0 <b, < a3 fir alle n € N und a,, — 0 fiir n — oo, dann konvergiert auch "Mc‘:r Vgﬂb’wwm‘%—) O’ | ' L[/I N 0

( n)nEN-

O Wenn |a, — b,| < + fiir alle n € N, dann konvergieren beide Folgen (ay)nen und& Qﬂ(bV\‘ D N-WTH

( n)nEN l ‘
laa Q A
O Wenn (b2),en konvergiert, dann konvergiert auch (b,)nen- 0 ﬂ|b\/\
K

=" kowy. nivht
Pex (deln.

(d) Es gilt z,, » xo genau dann wenn,
Ve >0, AN >1, Vn> N, |z, — 20| < €.

Wahr Falsch O

(d) Seien (ak)k>1, (be)k>1 und (cx)r>1 drei Folgen. Sei (di)r>1 definiert durch
_ (ar)? + sin(by) 1. , L
e = 1+exp(cy) WV\{\W.\U‘T VI\A')V;D Ove loh. IQ\"O

Geben Sie fiir jede folgender Aussa,gen an, ob sie wahr oder falsch ist.

(i) [2 pkt] Wenn Z ar, Z by, und Z ¢y, absolut konvergieren, gilt hm di, =0. N

@ k=1 k=1 k=1 4+ 60
wahr.
(B) falsch. a 'b (= k ) OlU-V\V\
(ii) [2 pkt] Wenn (di)k>1 beschrankt ist, muss mindestens eine der Folgen (ax)k>1, (bk)k>1
und (ci)k>1 beschrankt sein. dO/V\iV\-!} elt (.AM(’
(A) wahr.

(B) falsch. dk komm}idr, also

Solution: (A), (B).

1.MC1 [1 Punkt] Sei (a,) eine reelle Folge. Was ist die konkrete Bedeutung der folgenden Aussage? " “ Q‘Q MWM
VT >1,3N > 1,Yn > N, T '“23
21,3N21,Yn2 N,a, < -T. ..I_g

lim, 400 @y, existiert nicht.

(A) limy, 4o an = —00.
(B)
(C) lim,— 400 an > 0.
D)

D) limy 4o |an| = +o0.
Losung:

L@ |

1.MC2 [1 Punkt] Sei (a,) eine reelle Folge. Welche mathematische Aussage bedeutet, dass (a,)
das Cauchy-Kriterium erfiillt?

(A)@ 0,3IN >1,Vn> N,Vm > N, |a, — anm| < e.
(B) Ve >0,3N > 1,Vn > > N, |a, — am| < e.
(C) Ve > 0,3N > 1,Vn > N,Vm > N, |a, — an| < €.
(D) Ve > 0,YN > 1,¥n > N,Ym > N,|an — anlG)-

Losung:

| ©

1.MC5 [1 Punkt] Sei (a,) eine Folge von positiven reellen Zahlen, die das Cauchy-Kriterium

erfiillt. Welche der folgenden Aussagen trifft zu? . R CML\“A he&ss" “u' B R&L\L mmaw
(A) Die Reihe 3,5 ay, ist konvergent. Q new, aV\‘ 4 V{W\V
(B) Die Folge (an) konvergiert gegen 0. C V\OV\. (VIVS =1

(C) Die Folge (1/a,) ist beschrinkt. & gua=A/N RNV m,\gol 4/('”\ =N ;SI' ";d/\\_ krSdNaV“J

(D) Die Folge (a,) hat eine konvergente Teilfolge.
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