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2.1.1 Definition Grenzwert

Einführung in Grenzwerte

Bisher haben wir Grenzwerte von Folgen an tun man gesehen

Nein betrachten wir für eineFunktion 4D R dasVerhalten von 4

für 2 0

Dern Häutungspunkt

Ein Häutungspunkt von DCM ist ein Punkt xo sodass alle
offenenIntervalle 1 0 8 xo8 für820 mindestens einen von xo verschiedenen Punkt

YED enthalten

820 1 0 8 0811803 A D

Bsp Ist D ein Häufungspunkt in D 0,1

Los Ja dennalle allenen Intervalle 10S 0 5 schneiden D 0,1

Bsp Ist 2 ein Häufungspunkt von D 23W 5,7
Los Nein denn 1m9 40.1

enthält keinPunkt 9 sodass YEAwäre

Definition Grenzwert

Sei DCM 4B R xo ein Häutungspunkt vonD So ist AER
derGrenzwert von 4 an der Stellexo man schreibt

II 4 A

falls

Kao 3820 Hxedxo 1 41 8 IHN Als E
dh fürbeliebig kleines 20 existiert ein SIE sodass für Elxo f ots

gilt A EIA E Ate



BspBeweisemittels Definition Im 4 2 2 4 3 2 4p IR

Los Esgiltzu zeigen Eso 3830 KEINE13 1 11 8 4 2 21 2
Sei Ʃbeliebig nun versuchen wir ein 8 zu binden sodassgilt

14 27 21 E

41 11SE
2 41 1

Dh entweder 4 1 Xslt

oder ES41 1 1

somitgiltfüralle mit 1 4 517 das1441 2 SE
Dh mit S gilt

1 11 8 194 21 2

die Definition von Ling 4 2 2

Definition Linksseitigerund Rechtsseitiger Grenzwert

Sei BCR 4D R xo ein Häutungspunkt von D so gilt
1 4hat an der Stelle to den linksseitigen Grenzwert LEIR manschreibt

lügAN L

falls gilt
20 3870 AXED XE xo 8 to 144 L Ʃ

2 hat an der Stelle xo den rechtsseitigen GrenzwertREIR manschreibt

47g E P

falls gilt
20 3870 VxeD.ME xo 0 8 144 R Ʃ

Bmk Korollar Äquivalenz
SeiDCIR 4DDR xo ein Häufungspunkt inD so gilt

LizMal A life L A R lüg 4K



2.1.2 Rechnenmit Grenzwerten

Definition Rechenregeln Grenzwerte

SeiDUR AgDIR und Lily441 1 Ligogut B sogilt

it HM glatt LingHat ftp.glakAIB

t.EE Matiglall Liyolkt liyoGK1 A B

a Es IE GI E.eam ageatO

Bsp9.3.1 EY 7
Los Problem Nenner für 1 gleich 0 umformen löstdas Problem

EY Es III E 1 2

BemWirwerden später Stetigkeit definieren als Liz441 410
Wirwerden auch sehen dass alle Polynome stetigsind
daher können wir beiLim xt direkt 2 folgernund
müssen hierkeinen E S Beweis machen

Anmerkung Problematische Situationen

Obige Regeln darf man nur anwenden sollten beide Grenzwerteexistieren

D.h wir könnenmitobigem Kriterium keineAussagen für Fälle wie

o_0 n 0 o O.o treffen dafür

brauchen wir weitereandere Kriterien Sandwich L'höpital etc



Deln Dominanz

Dominanzbei Grenzwerten sollte aus AnD bekannt sein dh

für DURAgD IR xo ein Häufungspunkt lüg4g 00 gilt
4 dominiert g falls Ey 4 D alternativ Ey 4 0

Sollte gelten

EY YEAH AER
so sind lig von derselben Ordnung

BemAusAnd sollte bekanntsein D GEIR illoyklax sie
ii a six

iii

Bsp9.3.2 Eg 5
554

los EEEE Ea.EE Ein E O



2.1.3 SandwichTheorem

Dan SandwichTheorem

Falls g x 4k gal mitLily g lüg gal A so gilt
EY MIA

Bsp9.3.3 EY F sin

Los Es geht nicht Liz Lgsinful da fingsind nichtexistiert

Stattdessengiltaber 1Esin 1 also x2 Asin x und

limno limno 7 0 also limno sind p

Bsp9.3.4 Limo Resin E

Los Da 1 sinda Es gilt Re Resi Me
duEs Re linke 0 gilt ligResin

Bsp9.3.5 Egg 5724
Los 2 2sink 2 also 5 2 5 2sinkt25 2

SIEH
51 4 5 ELSE

also auch bis 5 4 2513 nach Sandwich Theorem



2.1.4 Wurzeltrick

Deln Wurzeltick

DirekteAnwendung derdritten Binomischen Formel a b 9 3 a b

Bsp 9.3.6 fing Fx
Problem so 00

iii ELFEN ELENI

Bsp 9.3.7 Es
Los Problem Grenzunt wäre umformen

Es EE.IE l EnEEa
Bsp 9.3.8 1H52 Liga FIT

TETTEH f Es Hä t.fiEE
EEE

In L EE



2.1.5 Variablenwechsel

Deln Variablenwechsel

beiBCR AgD R stetig in Yo gstetig in to wobei

Yo EY GEH dann gilt

II 41911 Ey914

Bsp9.3.9 EY Inkl

los 1 Bestimme Substitution y gla
2 Überprüfe Grazweitbeixo go Ey Gl fing 0

3 Substituiere In x f In f
4 Bestimme Grenzwert Lily Inkl biz f In f
konkret hier Lg Inkl LI 14 go

Dominant

Achtung wir bestimmen nur glaty My wirdinduziert beider
substitution hier bspw My Eg In insb ist 4 nicht derurspr Term



2.1.6 Fundamentallimites

Fundamentallimites Exp

Es gilt ling 11 e also

Yo11
alternativ awry 11th e

für xoxo für Xo

muss hl D musshalt0

Bsp Es 1

los Es 1 31 Lina 117

allerbar gibt Mir N

g Es D

insgesamt

Eng ftp E

Bsp FIS Bestimme fing 11 2sin f

los Eylitzsinnt Ein

für Ein
mir too
hltt E.nu



Bsp Hsg Bestimme
Ego III

los Ein 1 Es E

515
e E da für ne no α

hin MIT α

Fundamentallinies Sinus

Esgilt Limo 1 also

für 2 0

musshlu20

Bip YEE

EEIJ.IEII



2.1.7 L'höspital

Satz Lhospital Skript4.2.10

Seien 9g ab IR dillbar Ig 1140Axelaib falls

fing94 LüggutO bzw fing lukliggut 0

so gilt

falls der Grenzwert existiert d.h YESFür X existiert

Bern Im Skript ist nurder Fall lügHalgut 0 deliniet der
Fall lüg lkl.ge N folgt daraus direkt ReziprokesderFunktion

Bsp EY ä

Los Form nachIhopgilt
1

Bsp E

Los Form G nach Ihopgit

EE EE EIYHIIT.EE E

Bsp 2 layla Vgl Beispielbei Substitution

Los Problem O D könnenaber nur oder berechne stehe um

egal Es 4 L E 7 7 O

o.o
Ö



Bsp Fs fing sinlff1I
Los Form nach Ihop

Ey siezt EFFEFF
IEEE.tw T

Bsp FSF lüg a3 0 konstant

Los Form nach Ihop gilt

4
Bsp Hsg 7 04
Los Form hip

es E Es Ein I III 2

EE.EE
3.19fing

HanlanIxEp
31b 410 logEE
3.1d Lima 17

2

31

EE 4



Lösungen Hands on 3

3.19fing
Hanlan1 212

tank

Los ImHankDKETEYgsif.EE 8

3.131410flog

los 410 lag E L EFE
überprüfe ob log e gegen strebt

Es legte 171
legstetig

Ein log Es E lagen0

Also ist dieForm G gegeben werde hör an

E f 4
Es x.EE
s 1
I

Es 1
Es



3.1d Lima 17
2

Los Sei Waka so gilt ftp.lethlal und Ego hlx 0

also ist es derexp Fundamentallinen Lily 17 2 e

21.4 4 5 1

2 1212 Dominanzloyal4 2

mit hlxt Yf giltljy hklEO.also können wir
Fundamentallimes LimoSingff anreden

4
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2.2.1 Definitionen von Stetigkeit

Motivation

Betrachte Mal d.h E

EsgiltLiz917 0 da perDefinition geltenmuss

Hero 3820 KERIM 1 8,1 8 1 591 5
aber für GIRI03 ist 4K immer konstant 0 dh 10 01SE ist
immer wahr Somit giltalsofing413 0 obwohl 401 1

Wir hätten gerne Ling 4 Exo wann giltdies

Definition Stetigkeit

SeitD R DER 9 ist stetig in xo fallsgilt

7 4 410

0
Bsp 1st 441 Los stetig

Los Für 0 ist 4ktals Komposition stetiger Funktionen stetig lediglich

0 0 muss separat untersucht werden Benutzen wir die
Grenzwaldeln bleibt zuzeigen Ling4K existiertund ist gleich 410

Mal osf 0 4401 alsoist 4 stetig

Eüninearen

Bsp17519 SeitPSIR AN zeigen Siedas 4stetigist



Los e iststetig für 0 1 e iststeht
für SO bleibt o_0 zu überprüfen und zu zeigen Lilyhat 1 4101410

Ey Life 1 WirwissenlügNull O ughoben

dadie Funktion gerade ist gilt fing 1 alsodamit fingMal1 ged

AlternativeStetigkeits Definition Folgenstetigkeit

Sei4DDMDER eineFunktion so sinddiefolgendenKriterien äquivalent
1 4B R ist an der Stelle to stetig

2 Ey 4 fho dh mit Grenzwertdelinition fallsgillt

0 38123 0 HxEDIExo Ix Xo s E 144 Mol SE

3 Für jede Folge in D mitLingan10 gilt eiligMan Ilo

Bem Vorsichtbei 3 dasmuss füralle Folgen gelten nicht nur eine

Bsp Beweise die Stetigkeit von 4P IR
Damit4aufganzIRstetigist seisobeliebigaber fixiert Sei an eine beliebige Folge
mit fingan Xo Bleibt zu zeigen dass Ligzflan fho

EYMan fing an Es an im an xoxo 02410



2.2.2 Rechenregeln

Korollar Eigenschaften von stetigen Funktionen

SeiDCR 4DDR gD R zweistetige Funktionen so gilt
i ttg ist stetig

ii 4g ist stetig
iii 91g ist stetig falls 970
Bem obigesgiltauch für figlio
Bem Hat man 4D R gADI R undsind fg stetig so istgot DIR stetig

Definition Stetigkeitvon Polynomen

Mitden Rechenregeln für Stetigkeit folgt
Alle Polynome mitreellenKoeffizienten sind stetig
Alle Quotienten von Polynomensind stetig solange derNennernicht verschwindet

JedePotenzreihe istaufihremKonvergenzradius eine stetige Funktion da 9 0

für expisinundcos sind dieseFunktionen überall stetig

Bsp ist Coäfysinaltil tk stetig ausDIR

LosAls Komposition stetiger Funktionen Isin exp und da e 320HER also

nicht verschwindet ist 44 stetig

Bsp Zeige das A explexp1 321 auf DIR stetigist

DieFunktionen xD 13 2 und explxt sindstetig in D R vglSkript polynowund

exp4kt soistauchdie Komposition diesersteht



Satz Stetigkeitund Grenzwert

Sei DECR 4 D E g E IR und Lgof gill DIR
Falls yo find 44 und gstetig in yo so gilt

Es 919111 9 Ey 4 g yo

Intuitiv wirdürfen den Grenzwert in stetige Funktionen ziehen

Bsp Bestimme fing sin Ex

los fing sin Ex sin EY Ex sinE 1

Bsp Bestimme c
mg
2571

Los Da die exp funktion stetig ist gilt

Lüge e
5271

Rom L
2318



2.2.3 Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz

Sei ILIR ein Intervall 4 I IR stetig Füralle abei mit asb undfür
alle yesHat4lb gibt esmindestens ein Elab mit fiel y

Graphisch

Äffälen
3Ceta

konkret habt ihreinestetigeFunktion und wollt vonHalnach 9lb müsst

ihr jedenWert y zwischen MalMb mindestens einmal eingenommen haben

dh umgekehrt dasses für diesen y ein Cetab gebenmuss mit yMc

Bsp 6.2.1 Beweise dass 41N 4 3 6 2 3 2 eine Nullstelle in 1,2 hat

los 4 ist ein Polynomundalssolches stetig also dürfenwirden Zeus anwenden

Dagilt
4117 4 6 3 2 150 und 4621 32 24 62 1220

nachdemZWSmuss alle Werte in LU 41213 1,123annehmen also

mussinsb ein CE 1,2 liegen sodass 91C D EI 1 12 unsere gesuchte Nullstelle



2.2.4 Satz zur Umkehrabbildung

Satz Umkehrabbildung Skript 3.5.3

Sei ICIR ein Intervall 4 R stetigundstrengmonoton d.hinjektiv Dann ist nach
dem Zwischenwertsatz AI CIRein Intervall sodass I stetigundstrengmonoton ist

BeimWir können nur danneine Umkehrabbildung erstellen wenn 9 injektivist
nichtmehrwohldel

da sonst die Eindeutigkeit verletzt ist

f 5fiii x ̅ 9 9

Bsp Bilde Umkehrfunktion von FRIO 01 ne

los

istilstetigundilstrenggnoten

wachsend 2 so Kerl also
injektivDamitkönnen wir die Umkehrabbildung bilden

9 y e Inlyl
alsoist 9 K Ink dieUmkehrabb mit 4 10,100 R

Bsp F5211 Analysiere folgendeFunktion 9auf strenge Monotonie und bestimme falls

möglich eineInverse gebe Deln Wertebereich von 4 an

417 In 17 2 117 D 4 117,100 IR
los 4 ist strengmanchen wachsend da 2 770 txt 17 0 alsoisthinjektiv
und 4iststetig In polytionst also ex eine Umkehrabb Inverse gegebenals

947 4 In 171 2 y 2 Inlx 17

e p 17

e 717
gegebenals f 4 e 17 R 117 a



2.2.5MinMax Satz

Definitionkompaktes Intervall Skript 3.4.27

Ein Intervall ICR ist kompakt fallses von der Form

I Laib a b
ist dh abgeschlossen enthält a undb undbeschränkt liegt zwischen ab ist

Satz MinMax Satz Skript 3.4.5

Sei a b in R und 4 aß IR stetig so gilt stetige Funktionen

nehmen auf kompakten Intervallen MinimumundMaximum an
Insbesondere ist 9 beschränkt

Graphisch

min
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2.3.1 Definition Funktionsfolge

Einführungin Funktionenfolgen

Anstattwieim vorherigen Kapitel Folgen vonZahlen inIR oder zu betrachten nie

Lautner an az Az Ani

1 na 1

oder Folgen von Partialsummen

Sn na Satan Szfantaz Sn antanzt tan

betrachten wir nun Funktionen als FolgengliederSpur n

f na 41s42 __ 9h
1mn21 It a n

s

Definition Funktionenfolge

Analog zur Definition einerFolgeKellerZahlen ist eine reellwertige

Funktionenfolge eine Abbildung SeiBCR sogilt
In IN DNR

In n 9in

manschreibt einFolgenglied als In statteint unddie gesamte
Funktionenfolge als In n O

Bem Fürjedes ER erhältman eine Folgereller Zahlen Ink n O



Dehn Punktweise KonvergenzSkript3.7.1

EineFolge Funktion AnD IR konv Punktureite gegeneineFunktion 4D R falls

lügIn11 44 alternativ ED KEN 3N E EINAnN Ink LINKE

Bem Graphisch

d.h wir könneneinen beliebigen Punkt to auswählen undschauen

nunobdie Funktionenfolge hierkonvergiert lokaler E Bereich

Bsp In 0,17 IR Man

EyenktLimo 0 04 1 vglShipi22.3

1 p

EEX

IIJ

Bem Inkl ist stetig 4 abernicht Begriffder punktweise Stetigkeit
offenbar zuschwach brauchen stärkeren Begriff Einführung von gleichmässig

Stetigkeit



Delinition Gleichmässige Konv Alternative Deln zumSkriptvgl Vorlesung

EineFolge stetiger Funktionen InDDRkannglm gegen 9 falls gilt

Yg B Ink e 0 alternativ Hao 3NIEIENV.vnN.KxED.IlnklflxlIsE

Korollar Skript3.7.7 KonvAn FolgestetigerPktslm zu 4soistMal life Ink stetig
Bem 61m StetigkeitE

Punktweise Stetigkeit

Bem 4unstetig keine glm Rohr

Bem Graphisch dargestellt

VI

d.hwir fixierenerstdas Eundnun muss fürdieses E diegesamte

Funktionenfolge abeinem NE im Schlauch liegen

Rezept für 61m Konvergenz
1 Bestimme zuerst Funktion gegendie In konvergiert also

42Inkl
wenn 4 wohldefiniert ist dannkann In punktweise gegen 4

2 Für glmKam Zeige

Es pHula all 0
Fallsdiesgilt sagtman dassen bzgl der Suprenumsnorm konvergentist
Dies ist äquivalent zu Deln3.7.3 Weierstrass E Deln da Konragaz bzgl
allenNormenauf R äquivalent ist



Bsp8.2.2 Untersuche Inkk E aufgleichmässigeKonvergenz auf D 1,0
Lös 1 Wirhaben Punktweise Konvergenzgegebenda

Eintrathing x2

2 FürglmKanu müssen wir zeigen

Ego B Inkl hallo

wir haben

E Anti all pAxten x2

Lp EY

Ign e te und lüg e 0 alsokonverglan

gegen x2

Bsp8.2.2 Ronv.tn wieoben auf D 0 a

Los Nein dagilt

p le p e 1 1

alsoEgo Syfy Inkl e 1 0

Bsp8.2.3 Ron Inkl für D O glm
Los 1 Esgilt pling 0 Ida OExan FED

2 Fürglmkann gegen Grenzwertfunktion MalO mussgelten

Es p lenkt hallo also

Yan Hulatall p 01 E

also Es L In a all L 121 0



Bsp8.2.4 Zeige dassdie folgende Funktionenfolge aufdem gegebenen Bereich

glon Konvergent ist Finden Sie die Grenzwerte

Ink 1 ECO1

Los 1 Lingen Es 7
also istIHM punktweise stetig zu A XD

2 Z Ef Ef Inlet hallo

mit EY 11 til 4th p E

gilt hing 12 0 also istfatal glm Stetig zu e

EE.EE
konvergieren die lunktion In 0,13 R punktweise Fallsja bestimme
4 unduntersuche auf gleichmässige Konvergenz

2.29 Inlitz 117912

2.2b 9mW n 1 02 4

1



Hands on 2 Lösungen

2.29 Inlitz 11 512
Los 1 Ling Inkl Liga11755 1

0 für ECO1
dh Ink kann punktweise zu glatt

2 Es zu 11 45 1

Es 11212 1 Es 1 2 12 1

Yu 22 0

2.2b 9mW n 1 0 X

1

Los Fallunterscheidung für Punktweise und Olm Konvergenz

1
i O Ink 1 Ling 1 1

ii 0 Inkl 1 An daanklet burfax fing 1 1

Also konv Ink punktweise zu 1411

2 Sei nie beliebig Esgilt In f n 1 1 ntl

Eso Yan enn a Es Yang ent n Egon 0 0

also ist 4nicht glm konvergent


