Alte Priifungsaufgabe - Induzierte Lie Algebra (FS22)

Sei ¢ : SL(2,C) — SO,(1,3) die doppelte Uberlagerung, definiert durch

- < To+ T3 Ty — T2

¢(A).T = AzA ) T = T + ixz Ty — T3 > ) T = <x07x17'r27x3)

Insbesondere gilt fiir die Standardbasis e, ...,e3 von R* dass €; = o;. Wir schreiben
¢s 2 61(2,C) — s0(1,3) fiir den dazugehorigen Lie-Algebra-Homomorphismus.

a) Berechnen Sie die reellen 4 x4-Matrizen ¢ (01), 9. (02), ¢«(03) sowie ¢, (i01), ¢4 (i02), P«(i03).
(Hinweis: Verwenden Sie, dass die k-te Spalte von ¢.(c;) durch ¢.(o;)ey gegeben ist)

b) Bestimmen Sie eine Basis der Lie-Algebra so(1,3) von SO, (1,3). Zeigen Sie, dass
¢s : 8l(2,C) — s0(1,3) ein Isomorphismus von reellen Lie Algebren ist.

Pauli Matrizen. Die Pauli-Matrizen sind gegeben durch

(01 (0 —i (1 0
=\ 10) 27\ i 0o ) T \0 -1 )
Sie erfiillen o} = oy, und fir j, k = 1,2,3 gilt

3

[O'j,O'k] = QiZijlUl

=1
Weiterhin gilt fir 5,k =1,2,3

10
00k + 0,0 = 20,00, O0¢ = ( 01 ) .

Alte Priifungsaufgabe - Heisenberg Darstellungen (FS18)

Die Heisenberg Lie-Algebra b ist die Lie-Algebra mit Basis X, Y, C' und Lie Klammer gegeben
durch
X,Y]=C, [X,C]=0, [¥,C]=0.

a) Zeigen Sie, dass es genau eine Darstellung p : h — gl (C3) gibt, sodass
0
0
0

010 000
p(X)=(000], pY)=1001
000 000

b) Zeigen Sie, dass p und die (ebenfalls dreidimensionale) adjungierte Darstellung ad:
h — gl(h) nicht dquivalent sind.

c) Ist p irreduzibel?



Alte Priifungsaufgabe - Polynomdarstellungen (FS21)

Betrachten Sie die Matrix

I
oo
— o o
oo

und die Lie Gruppe
G={Ae€GLB,R)|A"MA=M}

a) Bestimmen Sie die Lie-Algebra g = Lie(G) von G. Geben Sie dazu eine Basis von g
an und driicken Sie die Lie Klammer von je zwei Basiselementen wieder durch Basise-
lemente aus.

b) Die Gruppe G hat eine Darstellung p auf dem Raum der Polynome V' = R [z1, x9, 23]
durch die Formel
(p(A)f)(z) = f (A_1$) T = ($1,$2,$3)T
mit A € G und f € V. Bestimmen Sie die zugehorige Darstellung 7 der Lie Algebra.
Geben Sie dazu fiir jedes Ihrer Basiselemente e; € g eine Formel fiir den Differential-
operator 7 (e;) an.

c) Zeigen Sie, dass g ® C isomorph ist zur Lie Algebra sl(2, C).



