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Lie Gruppen

Den Gruppen kann man zusatzliche Strukturen verleihen, wie z.B.
Topologien (d.h. deklarieren, welche Mengen offen sind etc.).

Beispiel: Wir definieren auf der Matrixgruppe GL(n,R) die Metrik

d(A,B)* = Z |Ai; — Bij|?,
ij=1
wobei die Topologie durch die offenen Balle bzgl. dieser Metrik
beschrieben wird. Wenn man zusatzlich noch eine C°-Struktur auf

die Gruppe definiert (und e, 00! glatt) und sie dadurch zu einer
glatten Mannigfaltigkeit macht, ist es eine Lie Gruppe.

Die endlichen, diskreten Gruppen D,,, S,, Z, sind tatsachlich auch 0
dimensionale Lie Gruppen - und als solche nicht spannend.
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Beispiele von (Matrix) Lie Gruppen

GL(n,R) = {A € R"*" | det(A) # 0}
SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) = 1}
On)={AeR™" | ATA=1}

SO(n) ={A € O(n) | det(A) =1}

U(n )—{AeC”X"\ATA—I}

SU(n) = {A € U(n) | det(A) =1}

Sp(2n) = {A € GL(2n,R) | ATJA = J}, mit

0 I
7= (5 5)

0(1,3) = {A € R™* | ATpA = n}, mit

1 0 0 0
o -1 0 o
o 0o -1 o0

00 0 -1
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@ Zeige, dass SL(n,R) C GL(n,R) und O(n,R) C GL(n,R) resp.
geschlossen ist.



Linksnebenklassen

Definition. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Menge
G/H der (Links-) Nebenklassen von H in G ist die Menge der
Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation

g1~ g2 <= 3dh € H mit g2 = g1h

G/H mit dem Gruppenprodukt [g1] [g2] = [g192] ist in der Regel keine
Gruppe, aber falls H ein Normalteiler ist, schon.

Definition. Ein Normalteiler von G ist eine Untergruppe H mit der
Eigenschaft, dass ghg~! € H fiiralle g € G,h € H.

Satz von Lagrange
Fiir eine Gruppe G mit beliebiger Untergruppe H gilt

|G/H| = |G|/|H|
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Alte Prifungsaufgabe zu Normalteiler

Welche der folgenden Untergruppen ist kein Normalteiler?
Die geraden Permutationen in der symmetrischen Gruppe Sig.
Die oberen Dreiecksmatrizen in GL(10, R).

Cho C Dnp.
7' c R19, wobei die Gruppenoperation "+ ist.

Follow-up Frage:

Sei (G eine abelsche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Zeige,
dass G/H eine abelsche Gruppe ist. Gib ein Beispiel einer
nicht-abelschen Gruppe G mit einer echten Untergruppe H (H C G),
sodass G/ H eine abelsche Gruppe ist. Du darfst nur

G € {Dy,Zy, Sy} wahlen.

Zuletzt: Zeige mit dem Satz von Lagrange, dass eine Gruppe G mit
|G| = 5 abelsch sein muss.
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Isomorphiesatz und Bahnensatz

Isomorphiesatz (Satz 1.1.5)
Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt

G/Ker(p) = Im(yp),
mit dem Isomorphismus [g] — ¢(g).

Definitionen. Eine Gruppe G operiert auf einer Menge X, wenn eine
Abbildung G x X — X, (g,z) — gz gegeben ist, welche die
Eigenschaften g1(gox) = (g192)x und ex = x erfiillt. Wir definieren
auserdem fiir ein x € X die Bahn von z als

Gr:={gx|geG}C X
und den Stabilisator von z als
Stab, :={g € G| gz =2} CG.
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Darstellungen

Definition Darstellung (Def. 2.1.1)

Eine (reelle bzw. komplexe) Darstellung einer Gruppe G auf einem R-
(bzw. C)-Vektorraum V' # 0 ist ein Homomorphismus

p: G — GL(V). Der Vektorraum V' heisst dann Darstellungsraum
der Darstellung p.

Da p ein Homomorphismus ist, wissen wir bereits, dass
ple) =1d

plg™") = p(9)”
Die Dimension einer Darstellung (p, V') ist definiert als dim (V).

1
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Darst. als Operationen auf Vektorraumen

Erinnere dich wie wir eine Gruppenoperation auf einer Menge X
definiert haben: Eine Gruppe G operiert auf einer Menge X, wenn
eine Abbildung G x X — X, (g,x) — g - = gegeben ist, welche die
Eigenschaften g1 - (92 - ) = (g192) -  und e - z = x erfiillt.

Wir konnen also eine Darstellung auch als eine Gruppenoperation auf
Vektorraumen verstehen: Wir definieren fiir eine Darstellung (p, V)
die Gruppenoperation G x V. — V auf V als

g-v:=p(g)v

Die Eigenschaften g - (92 - ) = (g192) - © und e - x = x werden
automatisch durch die Homomorphismuseigenschaften von p erfiillt.

Darstellungen sind Gruppenoperationen auf Vektorraumen, die durch
bijektive lineare Abbildungen operieren!
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Darstellungen - kommende Serienaufgabe

Welche der folgenden Abbildungen p: G — GL(V) sind
Darstellungen?

G=(Z,+),V=C,p:nw— e
G=(Z2,+4),V=C,p:n+ n.
G =GL(n,C),V=C"p: A A.

G = GL( C),V=Cp:Ars A2,
GL(n,C),V =C",p: Ars AT,
GL(n,C),V =C"p: A (AT) 7,
G= GL(n, C),V = Hom (C*,C"), p(A)p = ApA~L.
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Darstellungen von Z,,, D,,, S,

G=2%2,,V=Cmit

wobei GL(C) = C\{0}.
G =D, V=R p=2mm/nund m € {0,1,....n — 1}:

it = (0 N s = (5 )

—sin(yp) cos(p)

G = Sn, V = (Cn, p(a)e,- = eg(i).

Aufgabe: Finde dim(V') = 1 Darstellungen der Gruppen D,, und S,,.
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