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genau diejenigen Elemente von Ss fiir die gilt g2 = e. Es folgt, dass die Zahl der Automorphismen
von Sz durch die Zahl der Permutationen der Menge {07, 02,03} mit drei Elementen beschrankt
ist.

Es gilt also |Aut(Ss3)| < |S3| = 6.

Damit ist ¢ auch surjektiv und folglich ein Isomorphismus, was zu beweisen war.

4 Aufgabe
Welche der folgenden Abbildungen p : G — GL(V) sind Darstellungen?
(a) G=(Z,+),V =C,p(n)z=e"z,nel
(b) G = (Z,+),V =C,p(n)z=nzne’Z
(¢) G=GL(n,C),V =C",p(A) = A, A € GL(n,C)
(d) G =GL(n,C),V =C", p(A) = 42, A € GL(n,C)
(e) G =GL(n,C),V =C",p(A) = AT, A € GL(n,C)
(f) G = GL(n,C),V =C", p(4) = (AT)"!, A € GL(n,C)
(g) G = GL(n,C),V = Hom(C",C™), p(A)p = ApA~!

4.1 Losung

(a) Es gilt e” € GL(C) = C* fiir alle n € Z. Weiterhin gilt p(n)p(m) = e™e™ = "™ = p(n + m).
Also ist p eine Darstellung.

(b) Es gilt p(0) =0 ¢ GL(C) = C*. Also ist p keine Darstellung.
(c¢) Die Darstellungseigenschaft folgt sofort aus der Gruppeneigenschaft. Also ist p eine Darstellung.

(d) Wir rechnen p(A)p(B) = A2B? und p(AB) = ABAB. p ist also eine Darstellung, wenn AB = BA
fir alle A, B € GL(n,C).
Fiir n = 1 haben wir GL(1,C) = C*, sodass alle Elemente tatsichlich kommutieren. In diesem Fall
ist p also eine Darstellung.
Fir n > 2 betrachten wir die Matrizen

1 1 1
A= 1 € GL(n,C) und B= -1 € GL(n,C).
]ln72 ln72
1 -1 1 1
Es gilt AB = -1 und BA = -1 . Weiter giltp(Id) = Id, klar. Also
]ln72 ]]-n72

ist p in diesem Fall keine Darstellung.

(e) Nach einem #hnlichen Argument wie in der letzten Teilaufgabe ist p eine Darstellung, wenn gilt
ATBT = BT AT fiir alle A, B € GL(n,C). Betrachten wir die selben Matrizen A und B wie in der
letzten Teilaufgabe, sehen wir, dass auch hier p nur dann eine Darstellung ist, wenn n = 1.

Es gilt allerdings p(AB) = p(B)p(A) und p(Id) = Id. Eine solche Abbildung wird manchmal als
rechte Darstellung bezeichnet.

(f) Es gilt A € GL(n,C) = (AT)~! € GL(n,C). Ferner gilt
p(A)p(B) = (AT)"H(BY) ™ = (BTAT)™ = (AB)") ™" = p(AB)

fiir alle A, B € GL(n,C). Weiter gilt p(Id) = Id, Klar.
Also ist p eine Darstellung.



(g) Es gilt p(A)p(B)p = p(A)(B¢B~') = AB¢B~'A™! = (AB)¢(AB)™" = p(AB)$ und gemiiss
Identifikation von linearen Abbildungen mit Martizenmultiplikation ist das ganze auch sicherlich
wohldefiniert. Ferner haben wir p(A=1)p(A)¢ = A"LAA1A"1"" = ¢, also p(A~1) = p(A)~!
(man hétte Aquivalent natiirlich auch einfach p(Id) = Id zeigen kénnen).

Also ist p eine Darstellung.
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