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Kommentar zu diesen zwei: Grundsétzlich beweist die Existenz zwei verschiedener Zerlegungen von 12 als
quadrierte Summen noch nichts; um diese Aussagen wirklich zu beweisen, miisste man zwei Beispiele finden

mit solcher Zerlegung (wie z.B. A4 und D6).



a)

b)

Es ist
e; ®e;d0 € im(F) 0®e; Pe; €im(F) 1=1,2
und daher dimim(F) > 4. Da im(F) ein invarianter Unterraum von V; @&

Vi@ Vy ist, folgt im(F) 2 Vi @ V) oder im(F) =2V, @V @ V4.

Da ker(F) ein invarianter Unterraum ist folgt somit aus dem Lemma von
Schur und (a), dass ker(F) = V5. Die Multiplizitdten sind ng = 1 und
n; = 0 sonst.

Invarianz. Sei X € U. Dann ist X = ", a;x; ® x; ® x; mit a; € C und
x; € C%. Fiir alle A € SU(2) gilt

p(A)X = Z aip(A)(zi) @ p(A)(xi) @ p(A)(zi) € U

Also ist U ein invarianter Unterraum von Vi & Vi @ V3.

Isotypische Zerlegung. Wegen der Antisymmetrie von (—,—) ist U C
ker(F) = V3. Weiter ist U # 0 und daher U 2 V3, wegen der Irreduzibilitéit
von V3. Die Multiplizitdten sind also n3 = 1 und n; = 0 sonst.

Losung 5.

Priife die Gruppenaxiome:

e Multiplikation ist wohldefiniert, dies ist klar aus den definierenden
Relationen von 4, j, k.

e Assoziativitdt folgt aus Assoziativitdt von H.

e Existenz von Identitdt: 1 € @ erfillt 1g = q1 = ¢ fiir alle ¢ € Q.

e Existenz von Inversem: Aus den definierenden Relationen folgt, dass

it = (=1)i
T =(-1))
= (=1k

Zum Beispiel ist

(=1)i)i = (-1)(-1) =1
i((—=1)d) = (—1)ii = (=1)(-1) =1

Die Konjugationsklassen sind

o [1]={1}

o [—1] = {-1}, denn —1 ist im Zentrum der Gruppe.



o [i] = {i,—i}, denn iii = —i; jij = jk = i; kik = jk = .
d [.]] = {.73 _.j}a a‘nalog'
o [k] = {k,—k}, analog,.

Dies sind alle Aquivalenzklassen, denn ihre Vereinigung ist Q.

Es gibt mit (b) genau 5 irreduzible Darstellungen py, ps, ps3, pa, p5, wobei
p1 die triviale Darstellung ist. Diese haben Dimension 1,1,1,1,2 (Summe
der Quadrate der Dimensionen ist gleich der Gruppenordnung). Die eindi-
mensionalen Charaktere sind gleich der korrespondierenden Darstellung
und sind daher Gruppenhomomorphismen. Aus (—1)? = 1 folgt daher
xi(—1) € {#£1}. Aus ij = —ji und i* = j* = 1 folgt nun x(-1) = 1.
Somit ist auch x;(i)? = x:(j)? = x:(k)? = 1 und daher x(i), x(j), x(k) €
{£1}.

Mit der Orthogonalitétsrelation (x1,x;) = 0 erhalten wir die notwendige
Gleichung

xi(3) + xi(4) + xi(k) = -1

und somit
xa(i) =1 xz2(j) = —1 xa2(k) = —1
x3(i) = —1 x3(j) =1 x3(k) =—1
X4(i) = —1 xa(j) = -1 xa(k) =1

Aus den Orthogonalitatsrelationen (x;, x5) = 0 mit ¢ = 1,2, 3,4 kann man
den Charakter x5 ablesen, es ist

X5(—1) = —2 x5(1) = x5(7) = xs(k) = 0

Die Charaktertafel ist

(1] [=1] 2[] 2[j] 2[K]
x| 1 1 1 1 1
21 1 1 -1 -1
yvs| 1 1 -1 1 -1
vall 1 -1 -1 1
ys|2 -2 0 0 0

Wir identifizieren H ~ C®Cj als 2 dimensionalen komplexen Vektorraum.
Sei

p:Q — GL(H) g+ (h— hq)

wobei ~ die Konjugation in H bezeichnet. Die Abbildung ist wohldefiniert,
insbesondere gilt fiir alle ¢ € H ist p(g) C-linear. Weiter gilt die Darstel-
lungseigenschaft

p(p)p(a)h = hgp = hpg = p(pq)h



Wir schreiben die Darstellung in der C-Basis 1, j. Es ist

p(-1)1=-1 p(=1)j =—j
p(i)l = —i p(i)j = —ji=1ij
p(j)1 = —j p(i)i=—jji=1
p(k)l = —k = —ij p(k)j = —jk = —i
und somit
p(£1) =+£(57)
p(Ei) =+ (5'7)
p)==(7")
p(Ek) =£(%7)

Der Charakter x der Darstellung ist ist x = x5 und daher irreduzibel.



)

a)

a)

Definiere die C-lineare Abbildung ¢ : C ® g — sl(2, C) durch

1 1
Pler) =e  dle) =5f  dles) = 5h
wobei e, f, h die Standardbasis von sl(2, C) ist.

e ¢ ist ein Homomorphismus von Lie Algebren, denn

1

[Bler)s(ea)] = [es 351 = 5h = Bles) = dllex, 2))

[Ble2), (es)] = [ . 371 = 11 = £ f = 6(e2) = 6(fes, )

(Bea),olen)] = [5hoe] = 3lhe] = € = dfer) = o(les, 1]

e ¢ ist ein Isomorphismus, weil es eine Basis auf eine Basis abbildet.

Losung 4.

Wir zerlegen zuerst S2V3. Mit Clebsch Gordan gilt Va@Vs ~ Vo@ Vo ® Vi ®
Vs mit Dimensionen 1,3,5,7. Mit dim S?V3 = 10 folgt S?Vz ~ V5, @ V.
Wieder mit Clebsch Gordan folgt

oSVl (Ve Vo) =VoaVad2Via Vo Vs

Ja. In der Zerlegung von V in irreduzible Darstellungen kommen nur
Darstellungen mit ungerader Dimension vor. Diese setzen fort zu einer
Darstellung von SO(3), und daher auch V. (Beweis dieser Aussage wird
nicht verlangt.)

In der Zerlegung V =V, @ Vo @ 2Vy & Vi @ Vs sind 4 Darstellungen mit
Multiplizitdat 1 und eine Darstellung mit Multiplizitdt 2 enthalten. Mit
dem Lemma von Schur folgt dimW =1+1+1+1+22 =8.

Losung 5.

Die Ordnung von G ist |G| = 24. Weil es 5 Konjugationsklassen gibt, hat
es genau 5 irreduzible Darstellungen. Seien di, ..., ds deren Dimensionen
mit d; = 1 (triviale Darstellung). Aus der Dimensionsformel

24=1+d5+d}+d}+d:
fOlgt d2:1, d3:2, d4:3, d5:3

Weil in jeder Zeile und Spalte genau ein Eintrag verschieden von 0 ist gilt
fir A BeGundi,j=1,2,3

3
[(AB)s;| = |Aicl| By
/=1

Es folgt

T(AB) = det(([(AB)ij)ij=1,2,3) = det((D_, [Aiel[Bejl)ij=1,2.3)
= det((|Aicl)i,e=1,2,3) det((| Bej|)e,j=1,2,3) = T(A)7(B)



)

Der Charakter x3 von p ist

x3(Ch) = tr(1) =3

e (g 3=
ot = 1)) -
e =} 1) -
e =i -

Irreduzibilitat folgt aus
1
(x3,x3) = 57 (3°+3-14+6-1+6-1) =1

Die zwei eindimensionalen Darstellungen sind die triviale Darstellung p;
und die Darstellung 7 aus (b). Deren Charaktere sind:

x1(C1)
XT(Cl)

x1(C2) =1 x1(C3) =1  x1(Cy) =1  x1(Cs)

1 1
I xr(C2) =1 x+(C3)=—1 x-(Cs)=—-1 x,(C5)=1

Die 3-dim Darstellung p in (c) ist irreduzibel. Die zweite 3-dim Darstellung
ist dann p’ = 7 ® p mit Charakter y3 = x3x-. Irreduzibilitiat folgt aus

(X5 X") = (Xxax=> x3x+) = (x3,x3) = 1. Es gilt
x3(C1) =3 x3(C2) =—-1 x3(C3)=1 x3(C4)=—-1 x3(C5)=0

Insbesondere ist x3 # x3 und daher sind p und p’ inequivalent.

Sei nun yo der Charakter der irreduziblen 2-dimensionalen Darstellung.
Spaltenorthogonalitdt der Charaktertafel liefert

x2(C1) =2 x2(C2) =2 x2(C3) =0 x2(Cs) =0 x2(C5) = -1

Zusammenfassend:

24G | 1C, 3C, 6C5 6Cy 8Cs
vi|] 1 1 1 1 1
v~ | 1 1 -1 -1 1

3

3

2

X3 -1 -1 1 0
Y3/ -1 1 -1 0
X2 2 0 0 -1




