
Aufgabe 3 (Eigenwertproblem mit Symmetrie). (17 Punkte)
Betrachten Sie ein gleichseitiges Dreieck � in R3, das in der xy-Ebene liegt und
im Ursprung zentriert ist; die Eckpunkte seien
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Die Symmetriegruppe G von � ist die Untergruppe der orthogonalen Gruppe
O(3), die � auf sich selbst abbildet.

a) (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass G isomorph ist zur Gruppe D3 ⇥ (Z/2Z).
(Hinweis: Sie dürfen hierfür die Tatsache verwenden, dass D3 (die Sym-
metriegruppe eines regelmässigen Dreiecks in der Ebene R2) isomorph ist
zur Untergruppe {RaSb : a = 0, 1, 2, b = 0, 1} ⇢ O(3), wobei
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die Rotation um die z-Achse um 120�, bzw. die Spiegelung um die xz-
Ebene bezeichnen.)

b) (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Charaktertafel von G.

c) (6 Punkte)
Betrachten Sie die Darstellung ⇢ : G ! GL(C3 � C3 � C3) mit

⇢(g)(x1,x2,x3) = (gx��1(1), gx��1(2), gx��1(3)),

wobei g 2 G, und � 2 S3 ist durch gpi = p�(i) gegeben. (Hierbei ist gx
für g 2 G und x 2 C3 durch Matrix-Vektor-Multiplikation definiert. Die
Permutation � beschreibt, wie die Ecken von � unter Anwendung von
g 2 G vertauschen.) Bestimmen Sie die Dimensionen und Vielfachheiten
der irreduziblen Darstellungen, die in der Zerlegung von ⇢ in irreduzible
Darstellungen von G vorkommen.

d) (2 Punkte)
Sei A eine komplexe diagonalisierbare 9⇥ 9 Matrix mit der Eigenschaft

⇢(g)A = A⇢(g)

für alle g 2 G.
Wie viele verschiedene Eigenwerte hat A höchstens?

Lösung 3.

a) Wir schreiben T 2 O(3) für die Spiegelung um die xy-Ebene; beachten Sie,
dass T das Dreieck � auf sich selbst abbildet.
Wir behaupten:

G = {T cRaSb : a = 0, 1, 2, b = 0, 1, c = 0, 1}.

Zuerst ‘�’: Da sicher R,S, T 2 G gilt, gilt auch RaSbT c 2 G für alle a, b, c.

Nun ‘⇢’: Sei umgekehrt A 2 G ⇢ O(3). Die Einschränkung von A auf



die xy-Ebene ist eine orthogonale Transformation, die � auf sich selbst
abbildet, aber das sind ja gerade die D3-Elemente und man kann einfach
den in der Aufgabenstellung gegebene Isomorphismus verwenden; also ist
A gleich der Einschränkung eines Elementes RaSb auf die xy-Ebene.
Daher ist die Einschränkung von A0 := A(RaSb)�1 2 O(3) auf die xy-
Ebene die Identitätsabbildung, und bildet die z-Achse auf sich selbst ab.
Sei also e3 = (0, 0, 1). Falls A0e3 = e3 ist A0 = I und daher A = RaSb; im
verbleibenden Fall A0e3 = �e3 gilt A0 = T , also A = TRaSb.

Schliesslich ist der Isomorphismus G ⇠= D3 ⇥ (Z/2Z) gegeben durch � :
T cRaSb 7! (RaSb, c).
Um zu prüfen, dass � wirklich ein Isomorphismus ist, müssen wir nur die
Homomorphismus-Eigenschaft zeigen. Wir beobachten, dass T mit R und
S kommutiert, also gilt

�(T cRaSb � T c0Ra0Sb0) = �(T c+c0RaSbRa0Sb0)

= (RaSbRa0Sb0 , c+ c0)

= �(T cRaSb) � �(T c0Ra0Sb0).

(Beachten Sie, dass die Gruppenoperation auf Z/2Z durch Addition mo-
dulo 2 gegeben ist).

b) Die irreduziblen Darstellungen von Z/2Z sind die triviale Darstellung ⇢0
und die Darstellung ⇢1 : Z/2Z ! GL(1,C) = C\0, gegeben durch ⇢1(0) = 1
und ⇢1(1) = �1.
Wir betrachten nun die Darstellungen von D3 ⇥ Z/2Z, die Produkte von
irreduziblen Darstellungen von D3 und von Z/2Z sind; ist �j (j = 0, 1, 2)
der Charakter der Darstellung von D3 und !k (k = 0, 1) der Charakter der
Darstellung ⇢k, so ist der Charakter �j,k der Produktdarstellung gerade

�j,k(T
cRaSb) = �j(R

aSb)!k(c).

(vergleichen Sie auch Serie 6 Aufgabe 3 und Aufgabe 1b) dieser Prüfung).

Die Charaktertafel von D3
⇠= S3 ist vorgegeben. Sind [C1] = [I] (ein Ele-

ment), [C2] = [R] (zwei Elemente), [C3] = [S] (3 Elemente) die Konjugati-
onsklassen von D3, so sind die Konjugationsklassen von G gegeben durch
[C0

j ] = {g : g 2 Cj} und [C1
j ] = {Tg : g 2 Cj} für j = 1, 2, 3 (ebenfalls

analog zum Vorgehen von Serie 6 Aufgabe 3).
Wir erhalten also:

[C0
1 ] = [I] (1) [C0

2 ] = [S] (3) [C0
3 ] = [R] (2) [C1

1 ] = [T ] (1) [C1
2 ] = [TS] (3) [C1

3 ] = [TR] (2)
�1,1 1 1 1 1 1 1
�1,2 1 1 1 -1 -1 -1
�2,1 1 -1 1 1 -1 1
�2,2 1 -1 1 -1 1 -1
�3,1 2 0 -1 2 0 -1
�3,2 2 0 -1 -2 0 1

c) Wir berechnen zunächst den Charakter �⇢ von ⇢.
Für g 2 G ⇢ O(3) gilt tr ⇢(g) = (tr g)N , wobeiN die Anzahl der Fixpunkte
der zu g gehörigen Permutation � 2 S3 ist. (Siehe z.B. Felder-Skript, pg.
28.)
Für g = I, S,R, T, TS, TR gilt dann tr g = 3, 1, 0, 1,�1,�2, und N =












