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Ubung 11: Wirmeletungsgleichung auf
unendliches Stab

Im Fall unendliches Stab wird das Problem zu

2
Ut = C Ugy
{u(x, 0) = f(z), 0<z < oo= Anfangsbedingung (AB)

11.1 Lo6sung mit Fourier-Integral

Man kann wiederum eine Losung
u(z,t) = F(2)G(t)
finden. Einsetzen und anders als vorher Umformen liefert
G )
G F
wobei k eine Konstante die weder von ¢ noch von x abhéngt. Man kann das in ein Gleichungs-
system umschreiben, ndhmlich

—k

G+ kG =0
Man hat keine Randbedingung hier. Falls man Fall £ < 0 betrachtet, sieht man leicht dass

F(z) = AeV=F 4 Be V-he
G(t) =e M

{F”+kF =0

Das liefert
u(z,t) = (Ae‘/j” + Be_\/j“> ekt

Die Temperatur eroht sich mit der Zeit: das ist physikalisch unmoglich. Man kann also nur den
Fall k > 0 betrachten, also k positiv oder k = p?. Es folgt

{Fp<x> = A(p) cos(px) + B(p) sin(pz)
Gy(t) =e <P

Man berechnet das mit dem Fourier-Integral, wegen den Typ der Funktionen f(x). Mit dem
Superpositionsprinzip folgt

uast) = [ (Al cos(pr) + Blp)sin(pr) ey

Mit u(z,0) = f(z) kann man schreiben

f(x) = / " (A(p) cos(p) + B(p) sin(p)) dp

Das ist das Fourier-Integral von f(x) und man kann die Koeffizienten wie gelernt berechnen:
1 oo
Aw) =1 [ 1) costpo)ae
1 [~ ,
B(p)=_ [ f(v)sin(pv)dv
1
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Man kann (sieh Herleitung auf Skript S.60) alles anders schreiben und die Formel

u(x,t) = ) 67(27
( ’t) 2cy/ 7t /OO f( )
benutzen.

zﬁydv
11.2 Losung mit Fourier-Transform

Wir nehmen nochmals die Anfangsgleichung

Up = gy

Man kann die linke und die rechte Seite Fourier-transformieren. Es gilt

T (Upy) = —wF (1)
und

F (u(z,1)) = flw —_ e "dx
—0o0
1 d
== \/__d_/ 1} t 7wadx
_ e,
Wt
Man kann also schreiben: i
d—?(w,t) = —c*wi(w,t)
Separation der Variablen liefert
A(w, t) = Clw)e
und mit

u(z,t) = f(z)
gilt R
i(w,0) = f(w)
und also

(e, t) = flw)e ™

Man kann jetzt mit der Inverse Fourier Transform zuriicktransformieren

U(ZL‘,t) = E/ f(w —c2w?t W g,

.........
Herleitung S.61 Skript

— 71r /_Z f(v) </Ooo e~ cos(wr — wv)dw) dv
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11.3 Beispiele

Beispiel 1. Bestimmen Sie fiir € R und ¢t > 0 die Losung u(z, t) der Wirmeleitungsgleichung
Uy = gy
unter der Anfangsbedingung

=], |zl <1

0, sonst

u(z,0) = f(x) :{

in Form eines Fourier-Integrals.

Lsg. Die allgemeine gefundere Losung ist

u(z,t) = /00 (A(p) cos(pzx) + B(p) sin(px)) e_c2p2tdp

Wir berechnen die Koeffizienten A(p) und B(p):

1
A(p) = —/ f(v) cos(pv)dv
™ o
1 /1
=— [ wvcos(pv)d
T
2
= —/ v cos(pv)dv
T Jo
2 1
= — ( —/ sin(pv)dv)
T\P 0

= sz (psin(p) + cos(p) — 1)

-1 / Z F(0) sin(pv)dv

1

:—/ vsin(pv)dv
T™J-1

=0

und

wobei ich benutzt habe, dass |z| eine gerade Funktion ist. Einsetzen in der allgemeine Losung

liefert
u(a,t) = 2 /OO psin(p) + ;305(10) —1
0 b

T
Beispiel 2. Man bestimme mittels Fouriertransformation (beziiglich der Variablen z) die
Losung des Anfangswertproblems (fiir Konstanten D, k > 0)

cos(pz)e Pt dp

Uy = Dug, — kug,
u(z,0) =e =

Lsg. Man wendet links und rechts die Fourier-Transform an. Es gilt

= —(Dw? + ikw)i

3
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Man 16st diese gewohniche Differentialgliechung und erhélt

ﬁ(w, t) _ ﬁ(w, O)ef(DwQJrikw)t

mit
w2

U(w,0) =e 2

und also

" 9% (Dw?+i
u(w,t) —e Te (Dw=+ikw)t

Man muss hier das umschreiben um die Eigenschaften der Fourier-Transform zu benutzen. Man
betrachtet die Exponenten:

C()Q 2 . 2 ]- .
—T—Dwt—zkwt:w —§—Dt — iktw

w2
=~ (2Dt + 1) — ikwt

kit 2
<2th—+1)> + Kompensationsfaktor

1 2iktw k2t 1 k%2
= ——(2Dt+1) w? - o
5 (2Dt + )(w ARCYEY (2Dt+1)2) 22Dt + 1

1

Die bessere Form ist also

1 ikt \? 1 K
—— (2Dt + 1 ") -

5 (2Dt + )<w+(2Dt+1)) 22Dt + 1
Wieder als Exponentialfunktion geschrieben ist:

1 k242 1 ikt 2
t(w,t) = ¢~ 3 3bir1 o2 (2P (Wt @i )

Man kann hier die bekannte Regeln

flw+a)=e f(w)

und ) ,
Fle) = ¢ a
(e™) on
benutzen. Hier hat man
1 (2Dt + 1) 1
_— = a =
4a 2 22Dt + 1)
und
1

Insgesamt hat man

_1 k22 ko 1 _1 1 .
u(:c,t):e 22D+l @2DtH1% « — 7~ 22Dt+1

2Dt +1
1 o % 2ptyy (@ —2ktatk?e?)

V2Dt +1

1 1 (e—kt)?
= ———— ¢ 2 2Dt+1 |,

V2Dt +1

2
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Beispiel 3. Losen Sie das Problem
{t%x —u =0,
u(z,0) = 3cos(z)
Tipp: Sie brauchen nicht die Fourier Transform von 3 cos(z) zu berechnen.
Lsg. Man kann wie gewohnt, die Gleichung anders schreiben:
t2uw = Uy
Man wendet Fourier Transform links und rechts und erhélt
Uy = iwta
Das entspricht nochmals eine ODE. Man kann auch den Anfangswert transformieren, es gilt
i(w,0) = Z(3cos(z)) = f(w)

Die ODE kann mit dem Anfangswert gelost werden, die Losung lautet

~ .43

a(w, t) = f(w)e™s

Man muss jetzt die inverse Fourier Transform berechnen, um die Losung u(zx,t) zu kriegen. Es
gilt

t3
=3 z
cos (x—l— 3>



