Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016

Ubung 12: Dirichlet Problem mit Sym-
metrien

12.1 Erinnerung: Dirichlet auf einem Rechteck

Das Problem beschreibt eine stationédre Temperaturverteilung auf einer rechteckigen Platte.
Die Randbedingungen sind wie folgt definiert: auf drei Seiten ist die Randtemperatur 0 und
entlang der vierten Seite ist sie durch f(z) gegeben. Es gilt
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Man kann wiederum Separationsansatz benutzen: sei

u(z,y) = F(z)G(y)

Hier benutze ich folgender Notation: A = gyﬁ und A” = (8927‘24

Einsetzen liefert

F” G
B —
F G
Man kann das in ein Gleichungssystem
F" = —kF
G =kG

Wir betrachten die erste Gleichung und die Randbedingungen.

Man kann sehr leicht sehen dass nur den Fall k£ > 0 Beitrag zur Losung gibt (gleiches Vorgehen
wie bei anderen Fillen). Es gilt

F(z) = Acos(Vkz) + Bsin(Vkz)

Durch Einsetzen der Randbedingungen erhélt man

F,(x) = sin (%x) , neN
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Man betrachtet jetzt die zweite Gleichung (nur fiir k£ > 0):
.. n’]T 2
G- (=) a=o
a
Die allgemeine Losung fiir eine solche Differentialgleichung lautet
Goly) = Aze(5) 4 Bre(=75)
Mit der letzten Randbedingung folgt
Gnly) = A} <e(%y) - e(_%y)> = 2A” sinh (Ey)
a
Die komplette Losung ist
un(z,y) = A, sin <Mx) sinh (@y>
a a
Mit dem Superpositionsprinzip folgt
- nm nm
) = 3 Ausin (o) sinh (o)
u(z,y) Z sin z ) sinh ( —y

a
n=1

Mit der gegebenen Bedingung fiir f(x) kann man berechnen:
2 “ nm
hom 2 [ gy ()
a sinh ("Tzrb) /0 f(x)sin a v)

12.2 Dirichlet auf einem symmetrischen Gebiet

Das Dirichlet Problem wird oft auf einem Gebiet mit Radialsymmetrien. Als Spezialfall, wird
in der Vorlesung den Fall einer Kreisscheibe untersucht. Man benutzt die bekannte Polarko-

ordinaten: 1
r =rcos(f) o T = (22 +y?)2
y = rsin(6) f§ = arctan (%)
Das Problem wird zu

Au= VU =uz +u,, =0, auf {(z,y)s.d. 2* +y* < R?*}
u=Ff, auf {(z,y) s.d. 2* + y* = R?*}

Man kann das Problem in Polarkoordinaten umschreiben:

Upr + T%uae +ur% =0, auf {(r,0)sd. 0<r<R,0<0<2r}
u(R,0) = f(0), auf {(R,0) s.d. 0 <0 <27}

Bemerkung. Man kann die Herleitung von Awu in Polarkoordinaten auf S.67 des Skriptes: das
Resultat kann ohne Herleitungen benutzt werden!

12.2.1 Losung der Gleichung

Wie bei der Wellengleichung und der Wirmeleitungsgleichung 16st man das Problem durch
Separationsansétze. Die Losung dieser Gleichung kann wiederum durch drei Schritte berechnet
werden:

1. Separation der Variablen.
2. Fallunterscheidung der Losungen (many solutions).

3. Losungen durch Fourier-Reihen zusammensetzen.
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12.2.2 Separation der Variablen

9%2A
or?

Bemerkung. Hier benutze ich folgender Notation: A = %QTQ‘ und A" =

Man nimmt an dass die Losung der PDE wieder die Form

u(r,0) = F(r)G(0)
besitzt. Man kann das in der PDE einsetzen: es gilt

1 1
F'G+ —FG+ ~F'G =0
T r

PF'G+ FG+rF'G=0
(r’F" + rF'\G = —FG

I A G
F G

Hier ist sehr wichtig zu bemerken, dass die rechte Seite der Gleichung von r unabhéngig ist
und die linke Seite der Gleichung von # unabhéngig ist. Das ist der Hauptgrund fiir die Wahl
dieser Losung! Von hier folgt dass

r2F" +rF' —kF =0
G+ kG =0

wobei k eine Konstante die weder von r noch von 6 abhéngt. Die Randbedingungen lauten:

12.2.3 Fallunterscheidung: many solutions
Man versucht die zweite Gleichung zu 16sen:

G+ kG =0, G(0) = G(27), G(0) = G(27)
Die Fallunterscheidung lautet:

k = 0: Die Gleichung wird zu )
G=0

und die Losung lautet
G0)=A0+B, A,BeR

Mit der ersten Randbedingung folgt:
G(0)=B=27rA+ B =G(2n)

Das heisst A = 0. Mit der zweiten Randbedingung folgt dass G(#) = B =konstant sein
muss.

k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:

G(0) = CeV™M + DeVH
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Mit den Randbedingungen folgt:

O-’-D_CG\/TIQW—FD —/—k2x
V=kC — /=kD = /—kCe V77 _ /| De VF27

also

C+ D = CeV=7 4 pe=Vk2r
C — D =CeV " _ pe-V-Fm

Man addiert die zwei Gleichungen und erhélt
20 = 20 eV R

Die einzige Losung ist C' = 0. Einsetzen in obigen System liefert D = 0. Den Fall k£ < 0
gibt also keinen Beitrag zur Losung.

k> 0:
G(0) = E cos(VES) + H sin(Vko)
Mit den Randbedingungen folgt:

E = Ecos(Vk2r) + H sin(Vk2n)
H = —Esin(Vk2r) + H cos(Vk2n)

Man multipliziert die erste Gleichung mit H und die zweite mit £ und vergleicht die
zwei Gleichungen:

H?sin(Vk2r) = —E?sin(Vk2r)
Da —E? = H? nie moglich ist, muss sin(vk2m) = 0 gelten. Das heisst vk € N. Es folgt

Gn(0) = A, cos(nb) + B, sin(nh)

Falls jetzt man das in der ersten Gleichung einsetzt, folgt
r?F" +rF —n*F =0

Man kann dass mit den Kenntnissen aus Analysis I/II (Euler Differentialgleichung) lésen
und finden:
Fo.(r) =P+ Qur "

Man will aber dass die Losung im Gebiet beschrankt bleibt. Fiir » — 0 hat man ein Problem
mit den zweiten Term der Losung: man setzt ), = 0 um das zu vermeiden.

Bemerkung. Falls man gefragt ist, die Losung ausserhalb der Scheibe beschrinkt zu haben,
muss man P, = 0 setzen.

Nach diesen langen Berechnungen man kann alles was gefunden ist zusammensetzen.
Da u(r,8) = F(r)G(6) sein muss, gilt es
un(r,0) = r"(A, cos(nf) + B, sin(nh))

Mit dem Superpositionsprinzip kann man die Losung fiir alle n schreiben, ndhmlich:

o0

Zr” A, cos(nb) + B, sin(nd))

n=0
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12.2.4 Zusammensetzung der Losung mit den Fourier-Reihen

Man kann jetzt die Anfangswerte benutzen:
o f(0): N
f(0) =u(R,0) = Z R"(A,, cos(nf) + B, sin(nf))

n=0

Man berechnet die Fourier-Koeffizienten der 2w —periodischen Fortsetzung von f(6) und
kompensiert R" in der Formel:

1 2
A= [ s

1 27

A= | 1) costuayis
I ,

B, = "o ), f(¢) sin(neo)deo

Man setzt den Resultate in der allgemeine Losung und nach eine lange Berechnung (sieh S.71
des Skriptes) man kriegt

1 2w R2 _ ,,,2
u(r,6) = %/0 R? —2rRcos(0 — ¢) + r2f(¢)d¢

Die Funktion
RQ _ 7“2
R? —2rRcos(0 — ¢) + 1r?

ist Poisson Integral Kernel genannt und die Losung ist durch

K(r,0,R,¢) =

27
ur0) = 5- [ K(.0.7.0)f(0)do

gegeben.

Bemerkung. Ich habe diese Losung nicht nur um prézis zu sein komplett hergeleitet: man wird
sie nicht fiir alle Aufgaben schreiben, ABER man muss sie verstanden haben um ihre Resultate
(einfache Koeffizientenberechnungen) anzuwenden. Es kann sein dass an der Priifung eine solche
Herleitung gefragt wird und es lohnt sich dieses Mechanismus im Kopf zu halten!
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12.3 Beispiele
Beispiel 1. Finden Sie die zeitlich konstante Losung u der zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung
u = Vu
auf D = {(z,y) € R?|2? + y* < 16}, wobei die Temperatur auf dem Rand durch
u(z,y) = zy
gegeben ist.
Lsg. Die Differentialgleichung wird zu
Vu=0

Man erkennt wie das Gebiet aussehen sollt: D ist eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 4, das entspricht ein Radialsymmetrisches Gebiet. Mit den Polarkoordinaten

r =rcos(f)
y = rsin(0)
bekommt man das transformierte Problem

urr+7%u99+ur%20, auf {(r,0)s.d. 0<r <4, 0<6<2r}
u(4,0) = 16 cos(0) sin(0), auf {(R,0) s.d. 0 <0 < 27}

Die allgemeine Losung darf als bekannt benutzt werden. Es gilt

u(r,0) = Z r" (A, cos(nb) + B, sin(nh))

n=0
Mit den Randbedingung folgt
u(4,6) = 16 cos(0) sin ()
= 8sin(26)
L Z 4"(A,, cos(nb) + B, sin(nh))
n=0

Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A, =0, VneN

B, =0, n€N\{2}
1

B2:§

Die allgemeine Losung lautet also

u(r,0) = % sin(20)

Beispiel 2. Bestimmen Sie die Losung des Dirichlet-Problems in Polarkoordinaten auf einer
Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R, wenn

Viu =0
u(R,0)=10], 0 <0 <27

6



Gioele Zardini

Analysis 111 HS 2016

Lsg. Die allgemeine Losung lautet

Die Randbedingung liefert

u(r,0) = Z r" (A, cos(nb) + B, sin(nh))

n=0

u(R,0) = Z R"(A,, cos(nb) + B, sin(nh))

n=0

= |6

Mit den gelernten Formeln kann man die Koeffizienten der Fourierreihen-Entwicklung berech-

nen. Es gilt

A, =

B,

Die gesuchte Losung lautet also

1 2T
Ao = % f(¢)d¢
1 21
— %/0 odo
B 1 9 21
a E¢ 0
=,
1 2T
T /0 f(®) cos(ng)do
1 21
— R"W/O ¢ cos(ng)do
1 o 1 2T
= %sin(nqﬁ) . _ﬁ/o sin(n¢)de
=0
1 2T
= Pa cos(ng) .
— 0,
1 2T
7o ), f(#)sin(neg)deo
1 21
T /O ¢sin(ng)deo
1 o 1 2
o (—%cos(n@ 0 + E/o COS("¢)d¢)
1 2 1 21
o —% + = sin(ne) .
=0
2
R
u(r,f) =m — 2 ; };:n sin(n#@).
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Beispiel 3. Gesucht ist die Losung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten der Einheits-
scheibe, wobei auf dem Rand gilt

u-(1,6) = cos(20) + 3sin(30)
Lsg. Die allgemeine Losung ist immer
Zr” A, cos(nb) + B, sin(nf))
n=0
Die Randbedingung verlangt

u,(1,0) = Z n(A, cos(nf) + B, sin(nf))

n=0

= cos(26) + 3sin(36)
Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A, =0, ne N\{2}

1
A2:§7
B, =0, neN\{3}
By =1

Die allgemeine Losung lautet also

2

u(r,0) = % cos(260) + 1 sin(36)



