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Ubung 3: Laplace, letzte Eigenschaften

3.1 Dirac Delta Funktion

Die Dirac Delta Funktion ist eine sehr niitzliche Distribution die z.B. einen Impuls darstellt.
Man definiert sie als

Definition 1.

5@_@):{;0 o

3.1.1 Eigenschaften
Wir werden zwei wichtige Eigenschaften benutzen:

1) .
/0 9()3(t — a)dt = g(a)

(2)
ZLO(t—a)=e*

Bemerkung. Sieh Skript auf Seite 13 fiir die Herleitung von (2).

3.2 Faltungssatz (Convolution)

Wir wissen dass Z(f + g) = Z(f) + Z(g). Leider das funktioniert nicht mit dem Produkt
zweier Funktionen, d.h.

L(f-9)#Z(f)-Z(9)

Man kann ein anderes Produkt definieren: die Faltung (Convolution).

Definition 2. Die Faltung f % g zweier Funktionen f und g ist gegeben durch

0= [ soute—n

Bemerkung. Die Faltung hat die gewiinschte Eigenschaft: Z(f x g) = Z(f) - £(g). Die Her-
leitung kann man auf dem Skript auf Seite 14/15 finden.

.1 Eigenschaften
xg=gxf
*(g+h)=fxg+fxh

3.2
(a) f
(b) f
c) fx(gxh)=(f*g)*h
)
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(d) f*0=0%xf=0

frl#f

f * f ist nicht immer > 0

e

(
(



Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016

3.3 Differentiationsregel

Wir haben gelernt, wie die Laplace Transform der Ableitung einer Funktion sich verhélt, nicht
aber wie die Ableitung einer Laplace Transform sich berechnet:

Definition 3. Falls f eine stiickweise stetige Funktion ist, es gilt

L) = LGN = 2 1)

Bemerkung. Sieh fiir Herleitung Seite 17 des Skriptes.

3.4 Integrationsregel

f@®)

Definition 4. Falls f eine stiickweise stetige Funktion ist und lim,_,o+ =~ existiert, es gilt

/OOF(U)dU = /Oociﬂ(f)(a)da = 3(@)

Bemerkung. Sieh fiir Herleitung Seite 17 des Skriptes.

3.5 Beispiele
Beispiel 1. Man betrachtet die Integralgleichung

y(t) — cos(t) = /o cos(t — T)y(T)dr

Bestimme y(t).

Lsg. Man beachte zuerst (aus Faltungssatz), dass

t
/ cos(t — T)y(T)dT = y(t) * cos(t)
0
Wie gewohnt, man wendet auf beide Seiten der Gleichung Laplace an:

Z(y(t)) =L (cos(t)) = Z(y(t) * cos(t))

Y(s)

Durch einfaches Umformen

Y(s)- (1= Z(cos(t)) = ZL(cos(t))

Es folgt
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1 3 1 1
= y(t) = e?’ cos(it) + —=e2" sin(

2 V3

Beispiel 2. Finde die Laplace Transform von f(t) = t*sin(2t).

3
-

Lsg. Es gilt
ZL(t*sin(2t)) = L(t - tsin(2t))
= —&'(tsin(2t))
= —(—Z"(sin(2t))
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Beispiel 3. Berechne die Inverse Laplace Transform von (= mit der Differentiationsregel.

Lsg. Man muss hier schalu sein und versuchen was man schon kennt zu benutzen: man hat im
Nenner (s — 2)2. Die einzige Funktion deren Laplace Transform (s — 2) im Nenner hat ist e*,

d.h.
1

(s —2)
Man braucht aber (s — 2)?: Differentiationsregel enthilt eine Ableitung, hier z.B.

5 =5 (g) =

g(em) —

das heisst

und

-1 4 (L P ) = A P (Pl (2 2y ] 021)) — Ape?t
v ((8_2)2)_3 (<4 (M) = 4. 27 (L) 2 4. 27 (L(te™) = &

Beispiel 4. Berechne die Inverse Laplace Transform von (= mit der Integrationsregel.

Lsg. Da man F(s) = ﬁ schon kennt, kann man die Integrationsregel direkt als Gleichung
anwenden:
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Das resultiert in einer Gleichung:
f(@t) 4
t

Z(

Man wendet .21 beidseitig und erhélt

Beispiel 5. Priifungsaufgabe HS 2016

Finden Sie mit Hilfe der Laplacetransform die Losung der Integralgleichung

6f(t) = 2t3+/0 (t— 1) f(r)dr

Mit Laplacetransform und Faltungssatz folgt

6.L(f(t) = 22(13) + L % f(t))
=22t + L L(f (1))

Es gilt jetzt
Z(f(t) - (6 —2(t%) =22(t%)
= ZL(f(t)) - <M> _ 12

= 2(f(1) = . ’

=1 (2—1)(s2+1) (s—D(s+1)(s2+1)

Mit Partialbruchzerlegung folgt
2 A B Cs+ D

(s —=1)(s+1)(s2+1) 3—1+5+1Jr 5241

und

Es folgt



