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Ubung 8: Wellengleichung, Separation
der Variablen

8.1 Die Wellengleichung
Die Wellengleichung ist eine PDE und ist gegeben durch

Uy = gy

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0= Randbedingungen (RB)
u(z,0) = f(z), 0 <z < L = Anfangswert(AW)
w(z,0) = g(z), 0 <z < L = Anfangswert(AW)

Dieser PDE beschreibt die Auslenckung einer schwingender Saite, welche zur Zeit t = 0 zwischen
den Punkten z = 0 und = = L eingespannt ist. Zur Zeit t = 0 hat sie die Form f(z) mit
Anfangsgeschwindigkeit g(z). Die Welle breitet sich mit Geschwindigkeit ¢ aus.

8.2 Losung der Gleichung

Die Losung dieser Gleichung kann durch drei Schritte berechnet werden:
1. Separation der Variablen.
2. Fallunterscheidung der Losungen (many solutions).

3. Losungen durch Fourier-Reihen zusammensetzen.

8.2.1 Separation der Variablen

Bemerkung. Hier benutze ich folgender Notation: A = %27’24 und A” = ?9272‘

Man nimmt an dass die Losung der PDE die Form

u(z,t) = F(x)G(t)

besitzt. Man kann das in der PDE einsetzen. Es lohnt sich zuerst ein paar Berechnungen Separat
durchzufiihren:

Ut = FG
und
Upw = F"G
Durch Einsetzen erhalt man )
FG =A3F'G
oder .
G F//
G F

Hier ist sehr wichtig zu bemerken, dass die rechte Seite der Gleichung von ¢ unabhéngig ist und
die linke Seite der Gleichung von x unabhéngig ist. Das ist der Hauptgrund fiir die Wahl dieser
Losung! Von hier folgt dass
G F
_— — = /{;
G F
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wobei k eine Konstante die weder von ¢ noch von x abhédngt. Man kann das in ein Gleichungs-
system umschreiben, ndhmlich

{F” — kF
G =c2kG
Man kann jetzt die Randbedingungen benutzen:

u(0,t) = F(0)G(t) =0= F(0) =0

u(L,t) =F(L)G(t)=0= F(L)=0
8.2.2 Fallunterscheidung: many solutions
Man versucht die erste Gleichung zu l6sen:

F"=FkF, F(0)=F(L)=0

Die Fallunterscheidung lautet:

k = 0: Die Gleichung wird zu
F"=0
und die Losung lautet
F(x)=Ax+ B, A,BeR

Mit den Randbedingungen sieht man leicht dass F'(x) = 0 sein muss.
k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = Ccos(v/—kx) + D sin(v/—kz)
Mit den Randbedingungen folgt:
FO)=0=C
F(L) = Dsin(v—kL) = 0
Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F(z) = 0 wie fiir £ = 0.
e sin(v/—kL) = 0. Das heisst /—kL L 7 oder besser V—k = “%. Es folgt
F.(x)=D- sin(n%m)
k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = EeVF 4 [e~Vhe

Mit den Randbedingungen folgt:

F(0O)=0=E+1
F(L) =0 = EeV* 4 [¢VFE
Die erste Randbedingung sagt: ¥ = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(L) = 0= EeV* 4 [eVFE
— E<€\/EL _ e—\/EL)

Das sagt uns entweder:
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e F=0=1 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir £ = 0.
o eVFL _ ¢=VEL — () oder besser 2sinh(vkL) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.
Was also am Ende wir gefunden haben, ist dass v/ —k = " oder besser
nm\ 2
()
L
Falls jetzt man das in der zweite Gleichung einsetzt, es folgt
nm\ 2
G=-("F) e
“\I
Man kann dass mit den Kenntnissen aus Analysis I/II 16sen und finden:

Gn(t) = B, cos(%t} + B; sin(%t}

oder
Gn(t) = By, cos(At) + B sin(Ant)

wobei A, = <%,

Nach diesen langen Berechnungen man kann alles was gefunden ist zusammensetzen.
Da u(z,t) = F(x)G(t) sein muss, gilt es

up(z,t) = (B cos(Ayt) + B sin(Ayt)) - sin (%@

Mit dem Superpositionsprinzip kann man die Losung fiir alle n schreiben, ndhmlich:

Z (B, cos(Ant) + By sin(A,t)) - sin (%w)

n=1

8.2.3 Zusammensetzung der Losung mit den Fourier-Reihen
Man kann jetzt die Anfangswerte benutzen:
o f(z):
f(x) =u(z,0) = Z B, sin(n%x)

wobei f ungerade fortgesetzt werden kann und also B, als Koeffizient der Fourier-Reihe
von f(x) berechnen kann:

L
= %/ f(x) sin(n%x)dx
0
e g(x)
> . i} .onr
g(x) = w(x,0) = ; (—AnBpsin(A,t) + A\, By cos(Ant)) sm(fz) o
> nmw
_ B sin(——
; An By sin( 7 x)

Man kann &hnlicherweise B} berechnen:

. 2 L . nm
B = Th g(x) sm(fx)da:

Bemerkung. Ich habe diese Losung nicht nur um prézis zu sein komplett hergeleitet: man wird
sie nicht fiir alle Aufgaben schreiben, ABER man muss sie verstanden haben um ihre Resultate
(einfache Koeffizientenberechnungen) anzuwenden. Es kann sein dass an der Priifung eine solche
Herleitung gefragt wird und es lohnt sich dieses Mechanismus im Kopf zu halten!
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8.3 Beispiele
Beispiel 1. Man findet die Losung der Wellengleichung

Ut = Ugy

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) =z, 0<z<1
u(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,
L=1,
cnT
)\n -~ = )
I nm
x?

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

u(z,0) =x = Z B, sin(nrx)

n=1

Mit den hergeleiteten Gleichungen:

9 1
B, = —/ xsin(nmx)dx
L Jo
o 1 1
=2 (—icos(mrx)‘ +/ Mdm)
nm o Jo nm
' 1
_y _ xcos(nmx) N sin(nmx)
nm (nm)? 0
e
nm

Mit dem zweiten Anfangswert folgt
gx)=0= B, =0Vn>1

Die allgemeine Losung lautet also:

M8

u(z,t) = -

(—2 (=1" Cos(mrt)) - sin (nrz)

1
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Beispiel 2. Man findet die Losung der Wellengleichung

Utt = Uzx

u(0,t) = u(l,t) =0, t>
u(z,0) = k- (sin(rz) — $sin(3rz)), 0<z<1
u(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,
Ap = chW = nm,
flz)="Fk <sin(7r17) - = sin(?m‘x)),
g9(z) =0

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

u(z,0) = k- (sin(m) _ %sin(?ﬂrx)) _ g B, sin(nmz)

Anstatt die Koeffizienten mit den hergeleiteten Gleichungen wie gewohnt zu berechnen, man
kann schlauer sein: die Fourier-Reihe Darstellung impliziert eine lineare Kombination von Si-
nusfunktionen. Man kann also ganz einfach ein Koeffizientenvergleich durchfiihren:

1 oo
k- (Sin(ms) ~3 sin(37rx)) = ; B, sin(nrx)
Man kann einfach ablesen, dass:

k
Bi=k, By=—5, B,=0¥neN\{13}

Mit dem zweiten Anfangswert folgt

u(z,0) = ZmrBfL sin(nmz) =0= B, =0Vn >1

n=1

und somit ist die gesuchte Losung

u(z,t) =k - (cos(mf) sin(mzx) — %cos(?nrt) sin(3mz)>
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Beispiel 3. Man findet die Losung der PDE

Ut = Ugy
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

Lsg. Diese Gleichung hat leider nicht die Form einer Wellengleichung, also man kann nicht die
hergeleitete Formel benutzen. Man hat aber heute ein neues Vorgehen gelernt: Seperation der
Variablen. Man nimmt an u(z,t) = F(x)G(t). Man kann das in der Gleichung einsetzen und
man erhélt (vergleichen mit 8.2)

G(t) _ F'(x)
G(t)  F(z)
Man bekommt das Gleichungssystem
F'"=FkF
G = kG

Man kann jetzt die Fallunterscheidung durchfiihren:

k = 0: Das Gleichungsystem wird zu

F"=0= F(z) = Av + B
G=0=G({t)=a,aeR

falls man die Randbedingungen einsetzt:

u(0,t)
u(1,t)

F(0)-a=0=F(0)=0=B=0oder a =0
F(1)ra=0=F1)=0=A=0o0dera=0

In allen Fallen gilt
u(z,t) =0

k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:
F(z) = Ccos(V—kx) + Dsin(vV—kx)

Mit den Randbedingungen folgt:

Flo)20=C
F(L) = Dsin(v=kL) = 0
Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F(z) =0 wie fiir k£ = 0.
e sin(v/—k) = 0. Das heisst /—k = nr oder auch k = —(nm)%. Es folgt

F,.(xz) = D -sin(nmz)
k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:

F(z) = EeV* 4 JeVhe
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Mit den Randbedingungen folgt:

F(0) =

F(1) £

E+1

0=
OzEe‘/E—i-le_‘/E

Die erste Randbedingung sagt: £ = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(1) = 0= EeVF + 1eVF
= E(e‘/g — e’\/E)

Das sagt uns entweder:

e I =0=1 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir k£ = 0.
o eVF — e~V — () oder besser 2sinh(v/k) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.

Da fir £ > 0 und £ = 0 hat man F(x) = 0 gekriegt, muss man nicht G(¢) fir diese Félle
betrachten! (Erinnerung: u(x,t) = F(x) - G(t)) Fur k£ < 0 hat man

Git)=8 et =5.e M

Die allgemeine Losung kann jetzt mit dem Superpositionsprinzip geschrieben werden:

u(z,t) = Z D-S.e "’ gin(nmz)

n=1



