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Ubung 13: Mittelwertsatz und Maximum-
sprinzip

13.1 Harmonische Funktionen

Funktionen die die Poisson Gleichung

Au=20

erfiillen, sind harmonische Funktionen genannt. Fiir alle harmonische Funktionen gelten wich-
tige Eigenschaften: ohne die allgemeine Losung u des Problems zu kennen, kann man Aussagen
iiber spezielle Werte der Losungsfunktion machen. Diese Eigenschaft kann in dem Maximum-
sprinzip und in dem Mittelwertsatz iibersetzt werden.

13.2 Maximumsprinzip

Im Innern des Gebiets S nimmt eine harmonische Funktion ihr Minimum und ihr Maximum nie
an, ausser wenn sie konstant ist. Das heisst dass die Funktion nimmt Maximum und Minimum
immer auf dem Rand S an.

13.3 Mittelwertsatz

Sei u eine harmonische Funktion auf dem Gebiet S, (zg,v) ein beliebiger Punkt in S und
a € R so dass ein Kreis mit Radius a und Mittelpunkt (xg,yo) vollstéindig in S liegt. Dann
gilt folgendes: eine harmonische Funktion ist an jedem beliebigen Punkt (zg,1o) gleich dem
Mittelwert auf jedem beliebigen Kreis um diesen Punkt.

u(zo, yo) = i /7r u(zo + acos(o), yo + asin(@))de

2 J_.
Auf dem Rand es gilt
1 ™
= — t)dt
w0.0) = 5- [ s

wobei f(t) in jedes Problem anders definiert ist.

13.4 Well-posed and ill-posed Probleme

Die Losungen von Differentialgleichungen verhalten sich ziemlich gut: man kann die Eindeutig-
keit der Losung eines Anfangswertproblems und ihre Abhéngigkekit von der Anfangsbedingun-
gen beweisen. Man kann nicht immer das auch fiir Partielle Differentialgleichungen sagen! Wir
nennen ein Problem well-posed falls:

e FKristence: Das Problem hat eine Losung.
e Uniqueness: Die Losung ist eindeutig.
e Stability: Die Losung ist von Anfangsbedingungen und Randbedingungen abhéngig

Bemerkung. Falls eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist, wie nennen das Problem ill-posed.
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13.5 PDEs mit Laplace Transform l6sen

Dieser Methode wird normalerweise nicht besprochen: es ist aber ein ziemlich gutes Tool um
besondere PDEs zu 16sen. Die Idee des Verfahren ist dhnlich zur Methode mit den Fourier
Transformationen. Falls man eine Partielle Differentialgleichung zu l6sen hat, muss man:

Vorgehen
(I) Laplace Transform .Z in t auf beiden Seiten der PDE anwenden.

(II) Ableitungsregeln, Anfangsbedingungen und .#(u,) = 2.#(u) benutzen, um eine ODE
zu bekommen.

(III) ODE mit Randbedingungen losen.
(IV) Inverse Laplace Transform .Z~! auf beiden Seiten anwenden.

Bemerkung. In Schritt (IT) habe ich denselben Trick wir fiir Fourier-Transform benutzen haben
benutzt: fiir £ (u,) = £ .2 (u) hat man

T

L, 1)) = / o, et
0
d > —st
~ @ u(x,t)e”*dt

= = 2(u)

13.6 Beispiele
Beispiel 1. Losen das Problem

Uze = 100wy 4+ 100u; + 25u
u(0,t) = sin(t), Randbedingung
u(z,0) = u(x,0) = 0, Anfangsbedingung
mit der Laplace-Transform. Die Losung muss fiir alle positive x beschréinkt sein.
Lsg. Man wendet die Laplace-Transform auf beiden Seiten an: mit der Ableitungsregel folgt
d2
dr?
= 100s*U — 100sU + 25U
= (10s + 5)*U

Aus Analysis I/1I folgt
Uz, 5) = Cy(s)e 10597 | 0y (5)e(105+0)

Da die Losung muss fiir alle positive x beschrénkt sein, setzt man Cy(s) = 0. Fiir die Randbe-
dingung gilt

U(0,s) = .2(u(0,t)




Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016

Das heisst .

Uz, s) = mef(loerS)z
Man wendet die Inverse Laplace Transform an und erh&hlt
u(z,t) = e " sin(t — 10x)u(t — 10z).
Beispiel 2. Gegeben ist die Funktion f(z) =e* —1fir0 <z <7
(a) Bestimmen Sie die ungerade Fortsetzung f, von f zu einer 2m-periodischen Funktion.
Lsg. Aus ersten Teil des Semesters erkennt man dass

—e*+1, —a<x<0
fu:{

et —1, O<zx<m
(b) Berechnen Sie die Fourierreihe von f,.

Lsg. Fiir die Koeffizienten hat man wegen ungerade Fortsetzung ag = a,, = 0. Fiir b, es gilt

b, = %/_: fu(z) sin(nx)dx
2 ™

_2 / (" — 1) sin(nz)d

_ % (0_ 6xn_ L cos(n) = % /0 T Cos(nx)dx)
=2 (T e - )
- % <<_;)n N n(n21+ 1) e&f:f;)

wobei ich benutzt habe, dass

1 ™ €T T 1 ™
—/ e” cos(nx)dx = e—zsin(m:) - —2/ e’ sin(nx)dx
n Jo n o n%J
= eostun)|[ & [ e costnara
= —cos(nz)| —— e” cos(nx)dx
n3 o n3J
1

™ n 1 " x
- E(e (=) —=1)— E/@ e’ cos(nx)dx

= (% + %) /O7r e” cos(nx)dr = %(e”(—l)n - 1)
= %/OW e” cos(nz)dxr = m(ew(—l)n - 1)

Mit diesen Berechnungen ergibt sich
2 [ (=) 1 e (—=1)"n\ |
Julw) = s ; < n nn?+1) (n?2+1) sin(nr)

(c) Losen Sie nun fiir t > 0 die PDE

U = CPUyy, t>0, 0<z<m
uw(0,t) =u(m,t) =0, ¢t>0
u(z,0) = fu(x), 0<z<m
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Lsg. Die allgemein Losung der eindimensionalen Wéarmeleitungsgleichung ist in diesem Fall

22t

u(z,t) = Z b, sin(nx)e "
n=1

und die Anfangsbedingung und Teilaufgabe b) liefern
u(z,0) = fu(x)
2 o ((—1)" 1 T(—1)n
:_Z<< )" _ 5 _ e )n)sin(mc)
™ n n(n?+1) (n2+1)

= Z by, sin(nx)
n=1

Die gesuchte Losung ist folglich

) = 2 i ((—;)“ - 1 6”(—1)”71) sin(ng)e-n.

211) (n2+1)




