Gioele Zardini Analysis III PVK HS 2016

Aufgabensammlung des Skriptes

1 Rekapitulation aus Analysis I/I1

Aufgabe 1. Man 16se [ In(x)dz:

Lsg. Man kann es umschreiben und man bekommt:

/ln(x)dx:/1-1n(:1:)d:1::x-ln(x)—/x-ldx:x-ln(x)—/dx:x-ln(x)—x+C’, C eR

X
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Aufgabe 2. Man 16st [ cos?(z)dx
Lsg.
/COSQ(x)dm = /cos(x) - cos(z)dx = sin(x) - cos(x) + /Sin2(x)dx
= sin(x) - cos(x) + /[1 — cos?(x)]dx
= sin(x) - cos(x) + x — /0052(96)6133
Jetzt hat man eine einfache Gleichung: falls man erste und letzte Term berticksichtigt:
/cosz(x)d:v = sin(x) - cos(z) + x — /COSQ(QZ)dQZ
das heisst

2. /COSQ<£L‘)d£L' = sin(x) - cos(x) + r = /0082(33)61:15 = — [z +sin(z) - cos(z)] + C, C €R

1
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Aufgabe 3. Vereinfachen Sie ;Eﬁr’gz

Lsg. Grad von Zahler ist 2, Grad von Nenner ist 3, das heisst wir miissen keine Polynomdivision

durchfiihren:
52 — 2 A B C

z(x+1)2 _;+x+1+(m+1)2

Es folgt
5702 —2=Alx +1)? +Bx(z+1)+Cox = (A+ B)2* + QA+ B+ C)z + A

Man kann das in ein einfaches LGS mit Koeffizientenvergleich umschreiben:

A+B=5
2A+B+C =0
A=—2

Das liefert A = —2, B =7 und C' = —3 und somit

a2 —2 2 7 3

x(z+1)2 __E+x+1_ (x+1)?
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Aufgabe 4. Man lose die lineare Differentialgleichung
16y" (z — 24y'(z) + 9y(z) = 0
Lsg. Mit dem Ansatz folgt einfach das Polynom
16A% — 24N+ 9= (4A—3)> =0

Es folgt Ao = % und also
y(x) =Ci-ei"+Cy x-ei”
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2 Laplace Analysis

Aufgabe 5. Gegeben sei f(t) = cos(wt). Berechnen Sie Z(f(t)).

Lsg. Obwohl die Laplace Transform von cos(wt) normalerweise bekannt ist, versucht hier man
sie mit der Definition der Transform zu berechnen:

Z(cos(wt)) = /000 e cos(wt)dt

1 o0 >
=——¢* cos(wt)‘ - E/ e sin(wt)dt
s o s Jo

1 1 o >

- _ _ E (__G_St Sin(wt)’ + g/ e st cos(wt)dt)
s s s o s Jo
1 w?

=—-— ?‘X(cos(wt))

S

Durch Losen der Gleichung folgt

S

52 4+ w?

Z(cos(wt)) =

Bemerkung. Es ist sehr wichtig die Berechnung mit der Definition zu kennen! Es werden
oft (auch in anderen Vorlesungen wie z.B. RTI) einfach Tabellen mit bekannten Transforms
benutzt: man muss aber wissen woher kommen diese und wieso sie so aussehen!
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Aufgabe 6. Gegeben sei

Berechnen Sie Z(f(t))

Lsg.

1 0o
ZL(f(t) = / e *tdt + / 0dt = Ly
0 1

S
1, 1( 1, 1)
=——€e "+ -|——e
s S S 0
IS P
= —e°— —¢ —
S 52 52



Gioele Zardini Analysis III PVK HS 2016

Aufgabe 7. Gegeben sei f(t) = ¢3 — 2t + 8. Berechnen Sie Z(f(t)).
Lsg. Mit der bekannte Laplace Transform (b) und mit der Linearitétseigenschaft, man kann
die einzelne Terme berechnen und sie dann zusammenaddieren:
31 2 o 6 2 8
Lt —2+8)=L{t°)—22(t)+8L (1) = 5 — 5 +8—=—— 5+ -

st s s st s2 s
Aufgabe 8. Gegeben sei f(t) = (2t — 3)2. Berechnen Sie .Z(f(t)).
Lsg.

! 1! ! 12
L((2t=3)%) = L(4t* =12t +9) = 4.2t} - 12.2(t) +9.L(1) = 43—3 — 12¥+9% _ 5 —+9
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Aufgabe 9. Gegeben sei F(s) = 5*5. Finden Sie f(t).
Lsg. Wie gesagt, es gibt keine allgemeine Methode um die Inverse Laplace Transform zu finden.
Was aber man machen kann, ist eine gilinstigere und einfachere erkennbare Form erreichen:

-1 (s—1(s+1)

F(s) =

Mit Partialbruchzerlegung schreibt man

s A B

(s—=1)(s+1) 3—1+s—|—1

Es folgt
1
As+A+Bs—Bés:>,4:B:5
Das heisst X , '
F(s) = -
(5) 2(5—1+s+1>
Es gilt

f‘l(F(s)):.Z_l(% <8i1+ ! )):%(f—l(iwf—l( ! >>

s+ 1 s+ 1

Man kann mit der zweite bekannte Transform einfach ablesen, dass

1(31( ! )+ L7 ! )) 1 (¢"+e7") = cosh(t)

s+1 D)
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Aufgabe 10. Was ist die Laplace Transform von h(t) = 5t%e 27

Lsg. Man muss s-shifting benutzen, d.h. man muss die Konstante a und die Funktion f
identifizieren. In diesem Fall sind

f(t) =5t a= -2

Mit dem Theorem folgt

Fls) = 2(582) = 5.2(82) = i—g
und 10
H(s)=F(s—a)=F(s+2) = 12
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1
Aufgabe 11. Was ist die Inverse Laplace Transform von G(s) = %?
4

Lsg. Man muss zuerst versuchen, eine bessere Form zu erreichen: um s-shifting zu benutzen es
ist oft niitzlich eine bekannte Transformation zu verwenden. Hier haben wir im Zéler ein Term

mit s und im Nenner ein Term mit s*, d.h. man kann versuchen das mit £ (cos(at)) = °=

darzustellen. Da im Zaler s + % steht, versucht man das auch im Nenner im quadrat zu haben:

G(s) s—l—% s—l—%
S) = —=
sP+s+3 (s+1)+12

Man kann einfach ablesen, dass

Es folgt

10
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Aufgabe 12. Bestimmen Sie mit der Ableitungsregel die Laplace Transform von f(t) =
t cos(2t).

Lsg. Man muss die erste zwei Ableitungen von f(¢) berechnen und f(¢), f'(¢) in 0 berechnen:

f(t) =tcos(2t), f(0)=0
f'(t) = cos(2t) — 2tsin(2t), f'(0) =1
f"(t) = —2sin(2t) — 2sin(2t) — 4t cos(2t) = —4sin(2t) — 4f(t)
@)
Durch Einsetzen erhalt man
f" ()

f(t) = —— = sin(2t)

Es gilt

11
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Aufgabe 13. Prifungsaufgabe HS 2015

Finden Sie mittels Laplacetransformation die Losung f : [0, 00] — R der Integralgleichung

f(t) = cos(t) —i—/o f(r)dr

Lsg. Man kann die Linearitat der Transformation benutzen und die Integralregel benutzen.
Man transformiert beide Seiten der Gleichung, es gilt:

2(7(0) = 2 (cost) +.2 ( [ t firyar )

_ s Z(®)
Cos2 41 + s
Man kann jetzt auf Z(f(t)) 16sen:
2
L) =

Mit Partialbruchzerlegung folgt

52 1 s n 1 n 1
(s2+1)(s—1) 2\s2+1 8241 s-—1
Falls man das riicktransformiert, man erhéalt

f(t) = %cos(t) + %sin(t) + %et

12
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Aufgabe 14. Berechnen Sie die Inverse Laplace Transform von F(s) =

Lsg. Man vereinfacht:

F()_l—e%_ 1 e%s _1 2 228
8_82—|—4_82—|—4 s24+4 2\ 24922 2492

Mit t-shifting folgt
I 1 .
F(s) =% <§ sin(2t) — §u(t + 2) sin(2(t + 2)))

Das heisst ] 1
ft) = 3 sin(2t) — §u(t + 2)sin(2(t + 2))

13
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"5y =f(t t <2
Aufgabe 15. Lose das Anfangswertproblem {y by = f(t) fiir f(t) = {36 , 0<t<

y(0) =1 0, t>2

Lsg. Wie kann man arbeiten mit so eine definierter Funktion? In diesem Typ von Problemen,
versucht man die Funktion durch die heavyside Funktion u auszudriicken. In diesem Fall ist

f(t) = 3e" — 3etu(t — 2)

Man wendet die Kochrezept an: man findet die Laplace Transform der linke Seite der Differ-
entialgleichung

Ly —5y) =ZLY)— ZL(5y) =sY —y(0) =5Y = (s =5)Y — 1

Dieselbe Prozedur wird rechts durchgefiihrt:

2—2s
A (Set — 3etu(t — 2)) =3Z(e") 3% (etu(t — 2)) = 5 1—3.,% (ezetﬂu(t — 2)) = 3 1—36 :
S — s — S —
Man 16st jetzt auf Y (s) und bekommt
3 3e2(1=3) 1

YO =G D6-8  G-06-5 -5

Mit Partialbruchzerlegung folgt

3 1 3 1 3 e~%s e~% 1
Y(s)=—2 ° 22
(s) 45—1+45—5+4e( )+5

Man wendet .2~ auf beiden Seiten und erhilt

y(t) = —=(e' — ™ — €2 (u(t —2)e' % —u(t — 2)65(t_2)) )+ e’

14
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Aufgabe 16. Man betrachtet die Integralgleichung

y(t) — cos(t) = /0 cos(t — T)y(r)dr

Bestimme y(t).

Lsg. Man beachte zuerst (aus Faltungssatz), dass

t
/ cos(t — T)y(T)dr = y(t) * cos(t)
0
Wie gewohnt, man wendet auf beide Seiten der Gleichung Laplace an:

ZL(y(t)) =2 (cos(t)) = ZL(y(t) x cos(t))

Y(s)
=Z(yt)) L (cos(t))
Y (s)

Durch einfaches Umformen

Y(s)- (1 —2Z(cos(t)) = Z(cos(t))

s s
Y(s)-{1— =
(s) ( 32+1) 5241
—_—

5275+1
52+1

Es folgt

15
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Aufgabe 17. Prifungsaufgabe HS 2016

Finden Sie mit Hilfe der Laplacetransform die Losung der Integralgleichung

t
6f(t) =2t> + / (t —7)f(r)dr
0
Mit Laplacetransform und Faltungssatz folgt

6.L(f(t) =2L(t") + L(t° = f(1))
=22(t°) + L(£).L(f(t))

Es gilt jetzt
L(f(t)- (6 —2(t) =22(t%)
= 2(f(1)) - <M> _12

= 2(f(t) = — & &

s =1 (2—1)(s2+1) (s—D(s+1)(s2+1)

Mit Partialbruchzerlegung folgt

2 A N B +Cs—|—D
(s—1)(s+1)(s24+1) s—1 s+1 s2+1
und .
A=—-, B=—,C=0, D=-1
27 27 ?
Es folgt
1
f(t)za(et—e_t)—sin(t)

16
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Aufgabe 18. Finde die Laplace Transform von f(t) = ¢ sin(2t).

Lsg. Es gilt

ZL(#*sin(2t)) = ZL(t - tsin(2t))
= — ' (tsin(2t))
= —(—ZL"(sin(21))

= % (%g(sin(%)))
- % (%52 2+ 4)

1258216
BCETE

17
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Aufgabe 19. Berechne die Inverse Laplace Transform von ﬁ mit der Differentiationsregel.

Lsg. Man muss hier schalu sein und versuchen was man schon kennt zu benutzen: man hat im
Nenner (s — 2)%. Die einzige Funktion deren Laplace Transform (s — 2) im Nenner hat ist e*,

d.h.
1

(s =2)
Man braucht aber (s — 2)?: Differentiationsregel enthilt eine Ableitung, hier z.B.

$(€2t) —

5 =5 (9) =

das heisst

und

18
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Aufgabe 20. Berechne die Inverse Laplace Transform von ﬁ mit der Integrationsregel.

Lsg. Da man F(s) = ﬁ schon kennt, kann man die Integrationsregel direkt als Gleichung
anwenden:

Das resultiert in einer Gleichung:

Man wendet .#~! beidseitig und erhalt

19



Gioele Zardini Analysis III PVK HS 2016

3 Fourier Analysis

Aufgabe 21. Skizziere den Graphik von f(z) = |cos(z)|, —7 < x < 7.

Lsg.

Figure 1: f(x) =|cos(z)|, - Tt <z <7

20
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Aufgabe 22. Bestimme die Fourier-Reihe der Funktion f(z) =7 — 2 wenn —7 < x < 7 und
die Periodizitat 2m ist.

Lsg.
Man folgt die Kochrezept:
(I) Die Funktion ist 27 periodisch, d.h. 2 = 2L und also L = 7.

T
=T
-

(II) Man berechnet die Koeffizienten: es gilt

21 2

am:%/w(ﬂ—x)cw,(nz v) de

—Tr

:—/w(w—x)cos(mx)dx

™ 1 ™
:—/ ﬂcos(mx)dx——/ x cos (mx) dx

™

—Tr —Tr

1 [ 1 2
ag = — (ﬂ—x)dl’z—(ﬁfﬂ—x—
x 2

- L} L [zt _ [ (st
m -m T m - - m
=0, meN =0, meN
1 /” sin(ma)
Cn ), m
1 ™
= ——— cos(mx)
wm -7
1
e

=0

1

— - d
7r/ 7r xsm L )x
1
—/ (m — ) sin (mx) dz
T
1

T

1 ™
= / 7 sin (max) de —— / xsin (mx) dx

T J-x

-—
=0, wie oben

s

Es folgt mit der Definition von Fourier-Reihe, dass

(I11)

f@)=r—z=r+ mi; (%(—m) sin(ma)

21
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—T—z —nm<x<0
Aufgabe 23. Betrachte die 2m-periodische Funtkion f(z) = ToE Tsd :
O<nm<z

f(z) ist nicht definiert in x = —m,0,7. Wie muss man f(z) an diesen Stellen definieren, so
dass die Fourierreihe fiir —m < 2 < 7w gegen f(z) konvergiert?

Lsg.
Ty = —T.
f(xar):hn% f(—m+e¢e)= lir%(w —e—m) =0
fap) =l fcn—g) —lmr—e)=r

=f(~m—et2m)=f(r—c)

Damit die Fourier-Reihe gegen f(z) konvergiert muss die Funktion in allen Unstetigkeitsstellen
gegen

1 _

5 (f(5) + (=)

konvergieren. Hier gilt

1 s
To = 0:
flzg) =1lim f(e) =0
e—0
(o) = lim f(—) = ==
und
T
Z0—7) = —=
0-m=-2
To = T
+\ 1. R T - _ _
f@) =l frte)  =limr—c—m) =0
=f(r+e—2m)=f(—7+e)
flag) = lim f(r— ) = lim(m ) ==
und 1
T
Es reicht jetzt, die Funktion zu definieren:
( s
b} Xr = —T
—rm—x —-n<x<0
flx) =1 -3 T =
T O<n<z
(2 r=m

22
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Aufgabe 24. Priife die Paritit von f(z) = (22 +3)” und g(x) = "),

Lsg. Aufgrund der Quadrat, ist f(z) = f(—x), das heisst f ist eine gerade Funktion.
Fir g(x) gilt:

g(_x) — esin(f:r;) _ efsin(x) 7& _efsin(x) _ —g(—x)

Das heisst ¢ ist weder gerade noch ungerade.

23
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Aufgabe 25. Gegeben ist f(x) = —x + 7 auf 0 < 2 < 7. Gesucht ist die gerade Fortsetzung
von f mit Periode 27.

Lsg. Es muss gelten: f(z) = f(—z) = —(—2) + 7 =z + 7 auf —7 < x < 0. Das heisst

mT—xz, O<z<m

Jx) = {x+7r, —nr<x<0

24
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Aufgabe 26. Gegeben ist f(z) = 2% auf 0 < z < 2. Gesucht ist die ungerade Fortsetzung von
f mit Periode 4.

Lsg. Es muss gelten: f(x) = —f(—x) = —2? auf —2 < x < 0. Das heisst

22, 0<z<?2
—z?, —2<x<0

25



Gioele Zardini Analysis III PVK HS 2016

Aufgabe 27. Gegeben ist f(z) = z auf 0 < z < 3. Gesucht ist die gerade Fortsetzung von f
mit Periode 4.

Lsg. Hier ist es nicht so einfach: man muss zuerst das Intervall anpassen.
Sei f, die gesuchte Fortsetzung und da man Periode 4 haben muss 0 < z < 2. Dann gilt

fg(x) = fg(_x) = fg<_Jj +4)=—z+4

Das heisst

£.(2) 4—z, 0<xr<?2
xr) =
7 44z, —-2<x<0

26
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Aufgabe 28. Gegeben sei f(x) = —x auf —7 < 0 < 7, 27 periodisch. Berechnen Sie ihre
komplexe Fourier-Reihe und bringen Sie diese nachtraglich auf die reelle Form.

Lsg. Man beginnt mit 2 wichtige Beobachtungen: L = 7 und f(—z) = 2 = — f(x), das heisst
f ist ungerade. Man muss jetzt ¢, berechnen:

- m J_,
1 —inT T 1 nm —inT
= Sin (7re + me ) — 2 (e e )
1 7
= cos(nm) — p sin(nm)
=0
1
= cos(n)
(e
mn

Es gilt also

n=—oo

Man kann jetzt die komplexe Koeffizienten in reellen Koeffizienten umwandeln:

ay = a, = 0 da ungerade

by =i (Cn— ) =i- ((—.1)”_(—.1)”) _ 2=

Man kann also schreiben

n

flz) = Z 21" sin(nx)

27
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Aufgabe 29. Gegeben sei

Zeigen Sie dass

fla) = /0 o089 o) d

1 —w?

Lsg. Es sind hier Fourier-Integrale zu benutzen.

Die erste wichtige Beobachtung ist dass f(z) = f(—x) (aus Eigenschaften von cos(z)) und
deswegen ist die Funktion gerade. Das bringt uns eine wichtige Information: B(w) = 0. Man
kann jetzt A(w) berechnen, es gilt:

Alw) = 2 /000 g cos(v) cos(wv)dv

™

_ /0 ? cos(u) cos(wn)dy

[ME]

= sin(v) cos(wv) f + w/o sin(v) sin(wv)dv

.

~~

=cos(Zw)
z 3
= cos(gw) + | —wcos(v) sin(wov)| +w2/ cos(v) cos(wv)dv
N 0 Jo |
=0 —A(w)
Man hat also die Gleichung
cos(Zw)
Alw) = 2

Nach Definition gilt
flz) = / A(w) cos(wz)dw
0

das genau zeigt was gefragt war!

28
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Aufgabe 30. Gegeben sei

lz] -1, —-1<z<1
-]
0, sonst.

Stellen Sie diese Funktion als Fourier-Integral dar.

Lsg. Es gilt wiederum f(z) = f(—=), das heisst f(z) ist gerade und deshalb B(w) = 0. Weiter
gilt

Aw) = %/Om(v — 1) cos(vw)do
_ % /0 (0= 1) cos(uw)dv
_ % ( /0 o cos(vw)do — /0 1 cos(vw)dv)
-2 (g sinfuw)| ~ - /0 *sin ) — ~sinuw) ;)
2 (sinw) _cos(uw) |l _sin(w)
] L)

Man muss noch die Spezialfille analysieren: hier ist nur den Fall w = 0 zu betrachten. Es gilt

2 . cos(w)—12%-»LH 2 —sin(w) ¢-LH 2 . —cos(w) 1
- lim— "= —-lm——— "= —lm—=——
T w—0 w? T w—0 2w T w—0 2 T

flx) = 2 /000 %cos(wx)dx

29
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Aufgabe 31. Berechnen Sie die Fourier Transform von

Wl

1 1 3 o
— - ewe WU d,U + e ’L’Ue wWv d,U
o7 2 —%W_/ o N——

ev(—i—iw)
bl 1

it w

efv(i+iw)

1 2 (Wﬂ') . 2 (wﬂ)
= cos(— os(—
2vor \1 —w 2 I+w 2
cos( " 2
Vor 1 —w?
Man muss aber noch die kritische Falle betrachten: w =1 und w = —1.
o w—=1
R wr 2 O v IH — wr 2T _
7(1) = 1“2 (R B S Y
w1 \/% 1 — w? w—1 \/% —2w —2\/% 8
o w—=—1
cos(<r 2 o,y —sin(“<& 2T
f(=1) =1 Sl "= lim &) R

30
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Aufgabe 32. Sei f die Funktion

1—22, Jz| <1
€Tr) =
/(@) {O, |z| > 1
(a) Finden Sie die Fouriertransform von f(z)

Lsg. Es gilt

fw) = %27 / " fa)erdn

—ﬁ/“—

1 _
271' -1 zw
1 /2
__ .1z (_ie—zwx 4+ — _wadil?)
W 1w -1 W

1 2 1 —iw w 1 —iwx
=——/— | —— (e +e") + —e
(199 s 1w w —

]' 2 —iw iw 1 2 —iw w
= VRl >_m_3\/;(e —<”)

_ _2\/2 (wcos(w) - sin(w))

Da im Nenner w? steht, man muss den Fall w = 0 separat behandeln. Durch direktes Einsetzen
findet man

~

f / 1 d 1 ( x3> 2 /2
—Nder = — (x-S ) =324/ 2
\/27? _1 \ 2T 3 3V

Alternativ kann man auch das mit einem Grenzwert l0sen:

lim _2\/2 (w cos(w) — sin(w))
w—0 e (JJ3
§LH 2\/? lim sin(w)

T w—=0 3w

O ,LH \/5 , 2 /2
T om0 cos(w) 3V

(b) Berechnen Sie anschliessend

/°° w cos(w) — sin(w)

w
3 cos(E)dw

Lsg. Fiir die Inverse Fourier Transform gilt

o= [ e
2 /°° wcos(w) — sin(w) ;..
e“dw

T w3

_ 2 /°° w cos(w) — sin(w) 2i [ wcos(w) — sin(w)

—00

- cos(wx)dw — — 3 sin(wz)dw

w3 T

2 /00 w cos(w) — sin(w)

—00

=—— 3 cos(wx)dw
7r w

—00

31
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wobei ich im letzten Schritt verwendet habe, dass

w cos(w) — sin(w)

5 sin(wx)
w

eine ungerade Funktion ist: ein Integral einer ungerade Funktion auf symmetrisches Gebiets
ist stets 0. Fir x = % erhalten wir auf der linken Seite

1 1\*\ 3
V= (1-(2 _°
1(6)-(-()) -
Fiir die rechte Seite es gilt

2 [ — si 4 [ — si
/ w cos(w) — sin(w) cos(g)dw _ __/ w cos(w) — sin(w)
. w3 2 T Jo w3

™

Cos(g)dw

und somit

* wcos(w) — sin(w) w _3m
/0 3 COS(Q)dw =15

32
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4 Partielle Differentialgleichungen (PDEs)

Aufgabe 33. (Prifung HS 2013) Bestimmen Sie den Typ von
Ugg + 2Ugy + Uyy + Uy + 20 =0
Ugg + 2Uzy + 2Uyy + uy =0

Ugy + 8Ugy + 2Uyy + €"u =0
Lsg. Mit der allgemeine Form
Aty + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, Uy, uy)
kann man finden:
(a) A=1,B=1,C =1, also AC — B* = (0 — parabolisch.
(b) A=1,B=1,C =2, also AC — B> =1 — elliptisch.
(c) A=1, B=4,C =2, also AC — B? = —14 — hyperbolisch.
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Aufgabe 34. (Prifung HS 2015) Beweisen oder widerlegen Sie :

Die PDE
l’fxz + Byzfx + yfyy =0

ist fiir alle (z,y) € R? elliptisch.

Lsg. Ausgehend von der allgemeinen Form
Aty + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, Uy, uy)
man findet
das heisst
AC — B? = ay

Es sollte zy > 0 gelten; das gilt offensichtlich nicht fiir alle zweidimensionale Vektoren.
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Aufgabe 35. Finden Sie die allgemeine Losung folgende partielle Differentialgleichung:
Uy = TYU

Lsg. Da keine Ableitung nach y vorkommt:

du .
p— U
dx 4
d
w_ y/:cd:c
U
%y
In(u) = TN + c(y)
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Aufgabe 36. Gegeben sei
u(z,t) = (z + ct)?

u ist die Losung einer bekannte PDE, welche?

Lsg. Man berechnet zuerst die Ableitungen die niitzlich sind in den bekannten PDEs:

Uy, = 22 + 2ct
Ugy = 2

up = 2xe + 26t
Uy = 262

Diese einfache Berechnungen zeigen dass u die Gleichung
Uy = Au

erfiillt, und deshalb Losung einer Wellengleichung ist.
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Aufgabe 37. Finden Sie die allgemeine Losung folgende partielle Differentialgleichung;:
Ugy = Uy

Lsg. Viele Losungsswege sind hier moglich. Was man schnell und leicht machen kann ist eine
Substitution durchzufiihren: sei u, = v. Man erhalt die Gleichung

Uy =

Diese Gleichung ist jetzt separierbar und man kann die mit den Methoden von Analysis /11

losen:
/ dv / 1dy

=y +c(x)
v(w,y) = eyt

= co(x)e?

Es folgt dass die gesuchte Funktion ist

uleg) =" [ ala)dn + cafy) = eeulo) + ealy
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Aufgabe 38. Sei v(z,y) = g(y* + z), wo g eine beliebig differenzierbare Funktion ist.
(a) Zeigen Sie dass v, — 2yv, = 0.

(b) Finden Sie eine Partikuldre Losung so dass v(z,0) = e” ist.

Lsg.

(a)

Sei s = 9% + x. Dann gilt

Uz:g’lzg
/

vy =g -2y
= vy — 2yv, = 0.

(b)

v(r,0) = g(x) =e
Das heisst
v(z,y) = g(y* +x) =€ "
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Aufgabe 39. Man findet die Losung der Wellengleichung

Utt = Ugy

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(x,0) =z, 0<z<1
u(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,

L=1,

Ap = CRTW =nm,
f(z) ==,
g(x) = 0.

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

u(z,0) =z = Z By, sin(nmz)

n=1

Mit den hergeleiteten Gleichungen:

9 1
B, = —/ xsin(nmx)dx
L Jo
. 1
=2 (—icos(nm:) —i—/ Mdm)
nm o Jo nm
_ (_cos(mrx) N sin(mrx)) 1

nm (nm)?
(="

nm

0

= -2
Mit dem zweiten Anfangswert folgt

g(x)=0= B, =0¥n>1

Die allgemeine Losung lautet also:

() = i (—2 (_?n cos(mrt)) - sin (nrz)

n
n=1
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Aufgabe 40. Man findet die Losung der Wellengleichung

Utt = Uzx

u(0,t) = u(l,t) =0, t>
u(z,0) = k- (sin(rz) — $sin(3rz)), 0<z<1
u(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,

L=1,

Ap = CRTW =nm,
f(z) ==,
g(x) = 0.

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

(e, 0) = k- (sm(m:) - %sm(gm)> _ nf; B, sin(nrz)

Anstatt die Koeffizienten mit den hergeleiteten Gleichungen wie gewohnt zu berechnen, man
kann schlauer sein: die Fourier-Reihe Darstellung impliziert eine lineare Kombination von Si-
nusfunktionen. Man kann also ganz einfach ein Koeffizientenvergleich durchfiihren:

1 oo
k- <Sin(7m:) —3 Sin(37rx)) = 321 B, sin(nmx)
Man kann einfach ablesen, dass:
k
By =k, Bgz—g, B,=0%n e N\{1,3}

Mit dem zweiten Anfangswert folgt

u(z,0) = ZTLT(BZ sin(nrx) =0= B: =0Vn >1

n=1

und somit ist die gesuchte Losung

u(x,t) =k - (COS(?Tt) sin(mzx) — écos(?ﬂrt) Sin(37m)>
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Aufgabe 41. Man findet die Losung der PDE

Ut = Uy
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

Lsg. Diese Gleichung hat leider nicht die Form einer Wellengleichung, also man kann nicht die
hergeleitete Formel benutzen. Man hat aber heute ein neues Vorgehen gelernt: Seperation der
Variablen. Man nimmt an u(z,t) = F(z)G(t). Man kann das in der Gleichung einsetzen und
man erhélt (vergleichen mit 8.2)

G(t) _ F'(x)
G(t)  F(z)
Man bekommt das Gleichungssystem
F'"=FkF
G = kG

Man kann jetzt die Fallunterscheidung durchfiihren:

k = 0: Das Gleichungsystem wird zu

F"=0= F(z) = Av + B
G=0=G({t)=a,aeR

falls man die Randbedingungen einsetzt:

u(0,t)
u(1,t)

F(0)-a=0=F(0)=0=B=0oder a =0
F(1)ra=0=F1)=0=A=0o0dera=0

In allen Fallen gilt
u(z,t) =0

k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:
F(z) = Ccos(V—kx) + Dsin(vV—kx)

Mit den Randbedingungen folgt:

Flo)20=C
F(L) = Dsin(v=kL) = 0
Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F(z) =0 wie fiir £ = 0.
e sin(v/—k) = 0. Das heisst v/—k = nr oder auch k = —(nm)?. Es folgt

F,.(xz) = D -sin(nmz)
k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:

F(z) = EeV* 4 JeVhe
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Mit den Randbedingungen folgt:

F(0) =

F(1) £

E+1

0=
0=EeV* 4 [eVF
Die erste Randbedingung sagt: £ = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(1) =0 = EeVF + 1eVF
= E(e‘/g — e’\/E)

Das sagt uns entweder:

e I =0=1 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir k£ = 0.
o eVF — e~V — () oder besser 2sinh(v/k) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.

Da fir £ > 0 und £ = 0 hat man F(x) = 0 gekriegt, muss man nicht G(¢) fir diese Félle
betrachten! (Erinnerung: u(z,t) = F(z) - G(t)) Fiir £ < 0 hat man

Git)=8 et =5.e M

Die allgemeine Losung kann jetzt mit dem Superpositionsprinzip geschrieben werden:

u(z,t) = Z D-S.e "’ gin(nmx)

n=1
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Aufgabe 42. Losen sie die folgende PDE mit der Methode der Charakteristiken:
Uy — 2Ugy + Uyy = 0

Lsg. Man erkennt sofort dass A = 1, B = —1 und C = 1. Die PDE ist parabolisch da
AC — B? = 0. Die charakteristische Gleichung der PDE lautet also

() +2) +1=0

oder
(y+1)*=0
Man erhélt die zwei Losungen ¢y’ = —1 und es folgt
1=—T+c
Y2 = —T + C
und also

(I)(l’,y)zclzx+y
U(r,y)=c2=x+y

Die bekannte Koordinatentransformation fiir eine parabolische PDE lautet
v=r w=VY(r,y)=0(zr,y)=x+y
Man muss jetzt ableiten und einsetzen. Es gilt

Uy = Uy + Uqy
Ugge = Uy + 2Upy + U
Uzy = Upw + U
Uyy = Uyw
wobei ich v, = 1, V3 = vy = vy = 0, Wy, = wy = 1 und wy, = W,y = wy, = 0 benutzt habe.
Einsetzen in der PDE liefert die Normalform:
Ugy — 2Ugy + Uyy = 0
Uyy + 2uvw + U — 2 (uvw + uww) + Uy = 0
Uyy = 0

das bestétigt wir haben alles richtig berechnet (die Normalform stimmt)! Nach zweimal inte-
grieren folgt:

uy, = C(w), u=C(w) v+ D(w)

also
u(z,y) =z filz +y) + f2(z +y)
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Aufgabe 43. Prifungsaufgabe HS 15 Gegeben sei eine unendliche Saite, welche zur Zeit ¢t = 0

horizontal um )
+ e
0) =1
e

ausgelenkt werde. Weiter wird angenommen, dass die Anfangsgeschwindigkeit Null sei und
dass sich die Wellen mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 entlang der Saite ausbreiten.

a) Formulieren sie das Problem mathematisch.

Lsg. Man kann hier das Problem mit der eindimensionalen Wellengleichung beschreiben. Der
Faktor c ist gegeben und ist ¢ = 1; die Anfangsgeschwindigkeit ist gegeben und ist 0. Das heisst

utt - u:cx =

0
(=)

In
Ut (13, O) 0
b) Finden Sie die Losung u(z,t) des Problems.

Lsg. Da das Problem exakt wie ein Cauchy Problem aussieht, kann man die Losung von
D’Alembert benutzen. Es folgt

x+ct

1
e t) =5 (Fla o)+ S =)+ 5 [ gls)ds
xr—ct
1 92 + ez+t 2 + em—t 1 T+t
=—(In| —— In{ — — d
2 (n(ue—w—t)+ n<1+e—w+t>)+2/“ Odz
(2T (2
) o 14 ezt t 14 e—ztt

c) Berechnen sie nun die Losung des Problems fiir x = 2 nach unendliche Zeit

_ 1. 2+ et 2+
0 =5 n (1“ (1+— Fltre

N | —

Lsg.

:—limln(2+€2+t | 2+62—t>
2 t—oo 14+e 27t 1424
_ 1y ln( 412 T2t el .e__t)
2 t—oo l+e 2t fe27tfet et
_ 1 i In (4e_t + 2e272 4 2e% + 64_t)
2 t—00 et te 24 e 272 et
1
ln 2¢*
1
=3 In(2) + 2
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Aufgabe 44. Sei u(x,t) die Losung von der eindimensionale Wellengleichung

,
Ut = Ugg,

w(z,0) = g(x)

\

u(,0) = f(x) = {

r €R,
1 <1
o el s , 7€R
0, |z|]>1
1 <1
el s , 7€R
0, |z|>1

(a) Finden Sie u(0, 1) mit der d’Alembertsche Formel.

Lsg. Man kann die Formel von d’Alembert direkt benutzen:

u(z,t) =

DN —

[f(z+ct)+ flx—ct)] +

1 1 1 1 1 [z
(03) =2l ()= ()2
1
_3
2
(b) Finden Sie limy_,o u(x,t).
Lsg. Es gilt
1 1
tliglo u(z,t) = 5 <O +0+ /_1 g(s)ds>
=1

45
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Aufgabe 45. Betrachten Sie einen isolierten, homogenen Stab mit

5 Thermische Leitfahigkeit
~ Dichte x spezifische Warme

welcher entlang der z-Achse positioniert ist. Die Anfangstemperatur sei f(z), wobei die enden
auf konstanter Temperatur 0 gehalten werden. Formulieren und 16sen Sie das Anfangsrandw-
ertproblem, welches die Temperaturverteilung im Stab beschreibt, wenn

a) die Lange des Stabes gleich 6 ist und f(x) = 3sin (35%) + 2sin (25%).

Lsg. Man kann mit den gegebenen Informationen (L = 6, ¢ = « und f(z)) das Problem
mathematisch schreiben:

Up = Uy
u(0,t) = u(6,t) =0, t >0
u(z,0) = f(z) = 3sin (&%) + 2sin (222) ,0 <z <6

Die allgemeine Losung lautet:

u(z,t) = Z B, - sin <%Tx> e "
n=1

Mit der bekannten Losung, kann man die Anfangsbedingung w(z,0) iiberpriifen:

S 2
u(,0) = 3 B, -sin (%@ L (%) © 2sin (%Tx)
n=1

Da es nur Sinusfunktionen vorkommen, kann man einfach Koeffizientevergleich anwenden:

By =3, By =2, B, =0Vn € N\{4,9}

Die gesuchte Losung ist also

u(z,t) = 3sin (%x) e "5 4 26in (%m) e

»

5 0<z<5h

b) die Lange des Stabes gleich 10 ist und f(x) = {
0, sonst.

Lsg. In diesem Fall kann man das Problem als

Up = Uy,
u(0,t) = u(10,t) =0, t >0

u(x,m:f(x):{%’ s

0, sonst.

Die allgemeine Losung lautet:

u(z,t) = Z B,, - sin <1—gx> e~ "m0 !
n=1
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Mit der bekannten Losung, kann man die Anfangsbedingung wu(z,0) iiberpriifen:

= 2 0<x<h
:ZBn-sin<n—7Ta:>; >’ v
ot 10 0, sonst.
Man kann jetzt B, als Fourierkoeffizient berechnen. Es gilt
9 L
f(x sm ) dx

L 0

:% i f(zx )sm(?o )daz

1 5
:% i a:sm(n )d:v

1 10x nmw 510 [° nmw
= — | ———cos ( > + — COS <—x> dx
25 nm 10 0o nmw.j 10
2 (mr) n 4 (mr > ‘5
= ——cos | — sin [ —x
nw 2 n2m2 10 0
2 (mr) N 4 (
= ——cos | — sin
nw 2 n2m?
A n=25
242(_1)j> n:2j+1

™

n

Die komplette Losung lautet:

- sin | —=z
anl 5

Z (@it DT
— (2) +1 10

47

2 (2+1)%x?
) e @ To0 ¢



Gioele Zardini Analysis III PVK HS 2016

Aufgabe 46. Gegeben ist die Funktion f(z) =e* —1fir0 <z <7
(a) Bestimmen Sie die ungerade Fortsetzung f, von f zu einer 2m-periodischen Funktion.

Lsg. Aus ersten Teil des Semesters erkennt man dass

—e 41, —-7nT<zx<0
fu: =
et —1, O<z<m

(b) Berechnen Sie die Fourierreihe von f,.

Lsg. Fiir die Koeffizienten hat man wegen ungerade Fortsetzung ag = a,, = 0. Fiir b,, es gilt

/ ful) sin(ne)de

_ / ¢ — 1) sin(nz)dx

T 1 7T
+—/ ezcos(na:)da:>
o nJy
1

b - 1)
e”(—l)”n)

n2+1) (n2+1)

cos (nx)

A A0 [0 I
/\/\/\

S

wobei ich benutzt habe, dass

1 xT

™
- @ dr = — si
n/o e” cos(nx)dx e, sin(nz)

™

- i?/ e’ sin(nz)dx
o n?Jy
™ 1 Pl
—/ e” cos(nx)dx

——3( (1 )0 7)7/ Z/Owe’”cos(nx)dx
(1 —) ﬂecos(n:c)d:c

n

l/ e cos(nx)d ;(e“(—l)"— 1)

n n(n? +1)

eﬂ?
=3 cos(nz)

L1 -1)

Mit diesen Berechnungen ergibt sich

2 (=) 1 em(=1)"n\ |
2 (S5 - e ) )

(c) Losen Sie nun fiir t > 0 die PDE

U = CPUyy, t>0,0<z<m
uw(0,t) =u(m,t)=0, t>0
u(z,0) = fu(x), 0<z<nm

Lsg. Die allgemein Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist in diesem Fall

o
— Z by, sin(naz)e <"t
n=1
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und die Anfangsbedingung und Teilaufgabe b) liefern
u(z,0) = fu(z)
2 [ (=1 1 e”(—l)”n) ,
o ; ( n n(n?+1) (n2+1) sin(nz)
= Z by, sin(nx)
n=1

Die gesuchte Losung ist folglich

2 (=) 1 (=) ()~ n%
“(“"7t)—7r;( n nmn?+1) (n2+1)) (na) ‘
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Aufgabe 47. Finden Sie die zeitlich konstante Losung der zweidimensionale Warmeleitungsgleichung
Uy = (Ugy + Uyy)

fir 0 <z, y < 2 unter den Randbedingungen

und

Lsg. Da u nicht von t abhéngt, kann man die Gleichung als
Ugg + Uyy = 0

schreiben. Dies entspricht ein Dirichlet-Problem. Man wendet Separationsansatz an mit
u(z,y) = F(x)G(y) und erhilt die zwei Gleichungen

F" — _kF
G =kG

In unserem Fall ist a = 2 und also ist vk = %F und mit [ und /7 folgt

F,(z) =sin (%.ﬂ:)

Die zweite Gleichung hat die allgemeine Losung
A, cosh(Vky) + B, sinh(Vky)

und der Randwert G(0) =0 (aus II]) liefert A,, = 0. Man kann jetzt die Losung als

u(z,y) = ; B, sin (%m) sinh <n77ry>
Mit IV folgt
sin (%mc) =u(x,2) = ; By, sin <n§I> sinh (n)

Mit einem Koeffizientenvergleich sieht man folgendes:

B,=0Vn#1
und )
B, —
"7 sinh(n)

Insgesamt hat man
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Aufgabe 48. Finden Sie die Losung u(x,t) von

Up = CPUyy, 0<x<nm
uz(0,t) = ug(m,t) =0, t>0
r, O0<wz<3

™ ™
9 §<I<7T

u(z,0) = , O<z<mw

Lsg. Da die Randbedingungen abgeleitet sind, muss man den Separationsansatz benutzen! (die
hergeleitete Formel ist nur fiir normale Probleme giiltig). Sei

u(z,t) = F(x)G(t)
Mit der gewohnlichen Notation kriegt man
¢ e,
2G(t) F(z)

Die Randbedingungen tibersetzen sich zu

F'(0) =0
F'(m)=0

Man lost wie immer zuerst

Die Fallunterscheidung liefert:

k = 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist
F(z)=Az+ B
Mit den Randbedingungen folgt dass F'(x) = C konstant sein muss.
k > 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist
F(z) = AeVEr 4 BemVhe

Mit den Randbedingungen sieht man leicht dass nur die triviale Losung moglich ist.

Also F(z) =0.
k < 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist
F(x) = Acos(v/—kz) + Bsin(v/—kz)
Sei p = v/—k. Die erste Randbedingung liefert
F(z) = Acos(pz)

und die zweite
pn=mn, neN

Am Ende kriegt man
Fn($) = A, COS(pn$)

Die Gleichung fiir G(t) liefert fir die relevante Falle
G, (t) = Bpe it

wobel
Ap = Cpp = Cn

o1
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Man setzt alle Konstanten zusammen und man kriegt mit dem Superpositionsprinzip

u(z,t) = Zun(x, t) = ZTn cos(nx)e Nt
n=0 n=0

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert:

> ! r, O<zx<?Z
u(z,0) = ZTncos(m:) = f(z) = {% ty <jr
n=0 )

Die Koeffizienten T, sind die Fourierkoeffizienten der 2w —periodischen geraden Fortsetzung
(wegen cos(nz)) von f. Es gilt

Fir n > 0 gilt

3

3
[

f(z) cos(nz)dx

|
(ME}

|
SRR

S— S—

2 ™
x cos(nzx)dr + — / gcos(nx)dx

™

S 1
- —/ sin(nz)dz + — sin(nzx)
0

n

™
jus
2

VR
3|8
A,
=
3
&

S 3N

n

-

=
~—~

I
+
N DN
3

o

o

w0

: 3
‘\’|>1
N——

|

—_
N——

|
—
i
o/ b0
3
~—
—
|
—_
N~—
<
|
—_
S~—
S
|
[\
<

m|w
S
I
&
_.I_
—_

3

Die gesuchte Losung ist also

3 1 = (1) —1) e 2 1 , i1y
u(x,t) = 3 +o- Z —————~cos(2jx)e V" — - Z WCOS((Q] + 1)z)e” @+
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Aufgabe 49. Bestimmen Sie fiir € Rund ¢ > 0 die Losung u(z, t) der Wéarmeleitungsgleichung
Uy = Uy
unter der Anfangsbedingung

lz], |z| <1

0, sonst

u(z,0) = fz) = {

in Form eines Fourier-Integrals.

Lsg. Die allgemeine gefundere Losung ist
u(z,t) = / (A(p) cos(pzx) + B(p) sin(px)) e Pt
0
Wir berechnen die Koeffizienten A(p) und B(p):

Alp) =

(% sin(pv) ; - 219 /0 1 sin(pv)dv)

5 (psin(p) + cos(p) — 1)

und

B =1 [ fwysinpe)ae
1 1

™

= —/ v sin(pv)dv
-1
=0
wobei ich benutzt habe, dass |z| eine gerade Funktion ist. Einsetzen in der allgemeine Losung

liefert 5 [®pg .
u(z,t) = _/ psin(p) + gOS(p) -
T Jo p

cos(pz)e P tdp
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Aufgabe 50. Man bestimme mittels Fouriertransformation (beztiglich der Variablen x) die
Lésung des Anfangswertproblems (fiir Konstanten D, k > 0)

Lsg. Man wendet links und rechts die Fourier-Transform an. Es gilt
iy = —(Dw? 4 ikw)il
Man 16st diese gewohniche Differentialgliechung und erhalt
i(w, t) = 1w, 0)e (P ikt

mit
w2

W(w,0) =e =

und also

" 9% (Dw?+i
u(w,t) —e Te (Dw=+ikw)t

Man muss hier das umschreiben um die Eigenschaften der Fourier-Transform zu benutzen. Man
betrachtet die Exponenten:

2 1
—% — Dw?t — ikwt = w? (—5 _ Dt) _ iktw

w2
= — 5 (2Dt +1) — ikwt

kit 2
m) + Kompensationsfaktor

2iktw k22 ) 1 k%t

1
= —— (2Dt + 1) [ w? - - =
p (2Dt )<‘*’ T eDivD)  @Dit12)  22Di 11

1

Die bessere Form ist also

1 ikt \? 1 KA
—— (2Dt +1 —_— ) —=

p (2Dt )<w+(2Dt+1)> 22Dt + 1
Wieder als Exponentialfunktion geschrieben ist:

1 k%2 1 ikt )?
(w,t) = e 220t1e 3 (2Dt (Wt i )

Man kann hier die bekannte Regeln

flw+a)=e f(w)

und . ,
F(e79") = e e
( ) o
benutzen. Hier hat man
r (2Dt + 1) B 1
4a 2 - 22Dt +1)

und
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Insgesamt hat man

1 K242 kt 1

u fE,t — ¢ 22Dl e2Dt41% .
(z1) V2Dt +1

_1_1 .2
e 22Dt+1 "

— 1 67%72D1+1 (x?2—2ktz+k2t2)
V2Dt +1
1 1 (z—kt)2

= ——— ¢ 2 2Dt+1 |

V2Dt +1
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Aufgabe 51. Losen Sie das Problem
{t%x —u =0,
u(z,0) = 3cos(z)

Tipp: Sie brauchen nicht die Fourier Transform von 3 cos(x) zu berechnen.
Lsg. Man kann wie gewohnt, die Gleichung anders schreiben:

t2uw = U
Man wendet Fourier Transform links und rechts und erhélt

Uy = iwta

Das entspricht nochmals eine ODE. Man kann auch den Anfangswert transformieren, es gilt

i(w,0) = F(3cos(z)) = f(w)

Die ODE kann mit dem Anfangswert gelost werden, die Losung lautet

~ .43

a(w, t) = f(w)e™s

Man muss jetzt die inverse Fourier Transform berechnen, um die Losung u(x,t) zu kriegen. Es
gilt

t3
=3 z
cos (x—l— 3>
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Aufgabe 52. Finden Sie die zeitlich konstante Losung u der zweidimensionalen Wérmeleitungsgleichung
u = Vu
auf D = {(x,y) € R*|z? + y? < 16}, wobei die Temperatur auf dem Rand durch
u(r,y) = zy
gegeben ist.
Lsg. Die Differentialgleichung wird zu
Viu =0

Man erkennt wie das Gebiet aussehen sollt: D ist eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 4, das entspricht ein Radialsymmetrisches Gebiet. Mit den Polarkoordinaten

x  =rcos(f)
y = rsin(0)
bekommt man das transformierte Problem

umn+,r%ue9+ur%:0, auf {(r,;0)s.d. 0 <r <4, 0<60<2r}
u(4,0) = 16 cos(0)sin(0), auf {(R,0) s.d. 0 <0 < 27}

Die allgemeine Losung darf als bekannt benutzt werden. Es gilt
u(r,0) = Z r" (A, cos(nb) + B, sin(nh))
n=0

Mit den Randbedingung folgt

u(4,0) = 16 cos(0) sin(0)
= 8sin(20)

L Z 4"(A,, cos(nd) + B, sin(nh))

n=0

Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A,=0,VneN
B, =0, n € N\{2}
1
BQ - 5
Die allgemeine Losung lautet also
2
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Aufgabe 53. Gesucht ist die Losung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten der Einheitss-
cheibe, wobei auf dem Rand gilt

u-(1,6) = cos(20) + 3sin(30)
Lsg. Die allgemeine Losung ist immer
Zr” A, cos(nb) + B, sin(nf))
n=0
Die Randbedingung verlangt

u,-(1,0) = Z n(A, cos(nf) + B, sin(nf))

n=0

= cos(26) + 3sin(36)
Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A, =0, ne N\{2}

1
A2:§7
B, =0, neN\{3}
By =1

Die allgemeine Losung lautet also

2

u(r,0) = % cos(260) + 1 sin(36)

28
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Aufgabe 54. Bestimmen Sie die Losung des Dirichlet-Problems in Polarkoordinaten auf einer
Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R, wenn

Viu=0
u(R,0)=10], 0< 0 <2r

Lsg. Die allgemeine Losung lautet

oo

Zr” A, cos(nb) + B, sin(nd))

n=0

Die Randbedingung liefert

o

u(R,0) = Z R"(A,, cos(nf) + B, sin(nh))

n=0
|
= 0]

Mit den gelernten Formeln kann man die Koeffizienten der Fourierreihen-Entwicklung berech-
nen. Es gilt

- psin(ng)do
0

o 1 2m

. +E/o cos(n¢)d¢)

21

- W(—gcwom>

1 2 1
= Tnr —% + = sm(n¢)

=0
2

Rn’

39
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Die gesuchte Losung lautet also

o Tn
) =m—2 i 0).
u(r,0) =7 ; T sin(nf)
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Aufgabe 55. Losen das Problem

u(0,t) = sin(t), Randbedingung
u(z,0) = u(x,0) = 0, Anfangsbedingung
mit der Laplace-Transform. Die Losung muss fiir alle positive  beschrankt sein.

Lsg. Man wendet die Laplace-Transform auf beiden Seiten an: mit der Ableitungsregel folgt

d2

dx?
= 100s?U — 100sU + 25U
= (10s + 5)*U

Aus Analysis I/1I folgt
U(l’, S) = Ol (S)e—(105+5)$ + 02(8)6(108+5)a:

Da die Losung muss fiir alle positive x beschriankt sein, setzt man Cy(s) = 0. Fiir die Randbe-
dingung gilt

U(0,s) = 2(u(0,t)

Das heisst {
U — _ = ,—(10s+5)z
(z,5) 21"

Man wendet die Inverse Laplace Transform an und erhéhlt

u(z,t) = e *sin(t — 10z)u(t — 10z).
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Aufgabe 56. Es sei
D = {(z,y)lz* +y* <1}

die Einheitskreisscheibe. die Funktion u : D — R erfiille die Laplacegleichung Au = 0. Ferner
sei f = uls, die Einschrankung von u auf den Rand ép von D. Wie iiblich bezeichnen (r, ¢)
die Polarkoordinaten.

(a) Gilt f(¢) = sin(¢), so folgt u(0,0) =0

Lsg. Mit der Formel berechnet man

w(0,0) = %/_W F(t)dt
=0

Die Antwort lautet also: wahr.
(b) Ist f(¢) = 0 fiir alle ¢, so folgt u(z,y) = 0 fir alle (z,y) € D.
Lsg. Da f(¢) = 0 folgt mit der oben genannten Formel

u(z,y) =0

auf dem Rand. Die Antwort lautet also: wahr.
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