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1 Rekapitulation aus Analysis 1/I1

1.1 Partielle Integration

Mit der Partielle Integration kehrt man die Produktregel der Differentialrechnung um. Die
Idee ist folgende: man wandelt ein kompliziertes Integral eines Produktes in einer Summe eines
einfacheren Integrals und eine Funktion um. Die allgemeine Formel lautet fiir unbestimmte

Integrale:
/f@»m@m:fmwwm—/}mwﬂwm. (1.1)

und fiir bestimmte Integrale
b
- [ 1@ g @y (1.2)

b
[ 0o -

Beispiel 1. Man 16se [ In(z)dz

Lsg. Man kann es umschreiben und man bekommt:

/ In(z)dz = / | In(z)dz

1
=z-In(z) — /x . ;dx (1.3)

:x~ln(as)—/dx

=z-ln(x)—x+C, CeR.
Beispiel 2. Man lose [ cos?(x)dx

Lsg.
/COSQ(x)dZL‘ = /cos(a:) - cos(z)dx
= sin(x) - cos(x) + /sinQ(x)dx
= sin(x) - cos(x) + /[1 — cos*(x)]dx
= sin(x) - cos(x) + = — /COSQ(x)dx.
Jetzt hat man eine einfache Gleichung: falls man erste und letzte Term beriicksichtigt:
/COSQ(ZL‘)dl’ = sin(z) - cos(x) + x — /COSQ(ZE)dZL‘. (1.5)
Das heisst

/ cos?(z)dz = sin(z) - cos(z) + x

:>/COS

(1.6)
- [x +sin(x) - cos(x)] + C, C €R.

l\DI»—
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Beispiel 3. Man lost

/OL x? - sin (n_za:) dz, (1.7)

wobei n € N und L > 0. Mit partielle Integration folgt

L 9 . (NTT L 9 nrxr\ |L L 2L nwT
T -sm(—)dx:——-x -cos(—) + x-—cos(—)dx
0 L nm L /o 0 nm L

L3 . 212 . (nmxy L Lor?  /nmax
=——(-1)"+ 5 -sin (—) I e sin (T) dz

: : f (1.8)
- e (T,
Lo o)

1.2 Partialbruchzerlegung

Mit der Partialbruchzerlegung versucht man eine schwierige rationale Funktion in einer Summe
einfachere Briiche umzuwandeln. Diese Methode ist sehr niitzlich z.B. wenn man diese schwierige
rationale Funktionen integrieren mochtet. Man macht im Allgemein drei Ansétze, beziiglich
den Nenner der Funktion:

e cinfache Nullstellen (hier z; und z,):

A A B
@) = + . (1.9)
(rt—x1) - (r—x9) xT—17 T — 9
e Nullstellen mit héherer Vielfachheit (hier xq):
Z(x) A B C
= . 1.10
(x —21)? - (z — x2) ;1:—3:1+(x—a:1)2+$—x2 (1.10)
e Komplexe Nullstellen:
Z(x) A-xz+B C
= . 1.11
(2 + 1) - (x — x2) x? 4+ 1 +:v—x2 (L.11)

Bemerkung. Falls der Grad der Zéhler Z(z) grosser als der Grad des Nenners ist, man muss
zuerst die Polynomdivision durchfiihren. Ziel der Verfahren ist die Konstanten A, B, C' finden
um dann das Integral zu losen.

5222 .
z(z+1)2"

Beispiel 4. Vereinfachen Sie

Lsg. Grad von Zahler ist 2, Grad von Nenner ist 3, das heisst wir miissen keine Polynomdivision

durchfiihren: ) 1 B c

ox* — 2

TR v i . 1.12
x(x+1)2 l‘+$+1+($—|—1)2 (1.12)

Es folgt

572 —2=A(x +1)* + Bx(z + 1) + Oz

1.13
= (A+B)r* + A+ B+ O)r + A. (1.13)
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Man kann das in ein einfaches LGS mit Koeffizientenvergleich umschreiben:

A+ B =5
2A+B+C=0
A= -2

Das liefert das Resultat A = —2, B =7 und C = —3 und somit

5% — 2 2 7 3
— = — . 1.14
z(r+1)2 x+x+1 (x +1)2 (1.14)

1.3 Lineare Differentialgleichungen
Homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten n—ter Ordnung der Form
v ta, oy V4 4agy=0 (1.15)

konnen mit dem Ansatz
y(x) =C - (1.16)

gelost werden. Man kann den Ansatz einsetzen und durch C - e** teilen: man erhilt das
charakteristische Polynom
A" + an,l)\"*l +...+a9g = 0. (117)

Man kann die allgemeine Losung mit der Superposition der einzelnen Losungen berechnen
und man hat drei Falle:

e verschiedene reelle Nulstellen: Ay # Ay # ... #£ \,:

y(x) =Ch - eMT 4 Oy et e (1.18)

e Nullstelle A\; mit Vielfachheit k:

y(x)=Cr- M+ Oy M 4 4 O 2N (1.19)

e Komplex konjugiertes k—faches Nullstellenpaar A\j o =a £ - b:

y(x) = e¥-[A; - cos(bx) + By -sin(bx)] 4. . . + e xF 1. [Ay - cos(bx) 4+ By -sin(bx)]. (1.20)

Beispiel 5. Man l6se die lineare Differentialgleichung
16y" (x — 249/ (z) 4+ 9y(x) = 0. (1.21)
Lsg. Mit dem Ansatz folgt einfach das Polynom
1607 — 24\ + 9 = (4\ — 3)* = 0. (1.22)

Es folgt A2 = % und also
y(x) =C - ei” 4 Cy -z - ei”, (1.23)
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2 Laplace Analysis

2.1 Laplace Transform: Idee und Anwendungsbereich

Die Laplace Transformation (oder Transform) ist eine Integraltransformation die eine Funktion
f von reellen Zeitbereich in eine Funktion F'im komplexen Bereich (Frequenzbereich, sieh Vor-
lesung Regelungstechnik) transformiert. Diese Methode dient zur Verstdndnis, Vereinfachung
und Analyse von viele Ingenieurwissenschaftliche Probleme wie z.B. die Signalverarbeitung und
die Analyse von Systeme. Am wichtigsten wendet man diese Methode an Differentialgleichun-
gen, wo man nach der Transformation einfach algebraische Gleichungen 16sen muss, anstatt die
im Kurs Analysis II gelernte Prozedur zu benutzen.

2.2 Definition

Vor allem, muss die Laplace Transform definiert werden, es gilt

Definition 1. Sei f : [0,00] — R, dann definiert man die Laplace Transform als

LU =F@) = [ e o 2.1)

0

Definition 2. Man definiert die Inverse Laplace Transform als
ft) =271 (F(s)). (2.2)

Bemerkung. Es wird in diesem Kurs keine eindeutige Formel um die Inverse Laplace Transform
zu berechnen gegeben. In den Ubungen man braucht deshalb einige bekannte Transformationen

(sich Tabelle).
Beispiel 6. Gegeben sei f(t) = cos(wt). Berechnen Sie .Z(f(t)).

Lsg. Obwohl die Laplace Transform von cos(wt) normalerweise bekannt ist, versucht hier man
sie mit der Definition der Transform zu berechnen:

Z(cos(wt)) = /OOO e cos(wt)dt

1 oo >
=——e cos(wt)‘ - E/ e " sin(wt)dt
s o s/
. . " - (2.3)
- - Y <——e_5t sin(wt)‘ + c_u/ e cos(wt)dt)
s S s o s Jp
1 2
=~ - %z(cos(wt)).
Durch Losen der Gleichung folgt
s
Z t) = ———. 2.4
(cos(et) = (2.4

Bemerkung. Es ist sehr wichtig die Berechnung mit der Definition zu kennen! Es werden
oft (auch in anderen Vorlesungen wie z.B. RTI) einfach Tabellen mit bekannten Transforms
benutzt: man muss aber wissen woher kommen diese und wieso sie so aussehen!
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Beispiel 7. Gegeben sei
(2.5)

Berechnen Sie Z(f(t)).

Lsg.

1 1q
+ / Zedtdt
0 Jo 8 (2.6)

2.3 Eigenschaften

Die Eigenschaften der Laplace Transform kénnen sehr niitzlich bei Berechnungen werden.
(I) Linearitit:
ZL(af(t) + Bg(t) = aZ(f(t)) + BL(g(t)) = F(s) + G(s). (2.7)
LN aF(s) + BG(s)) = a2 (F(s)) + BLTHG(s) = f(t) +g(t).  (2:8)
(I1) S-Shifting (auch erste Verschiebungssatz):
ZL(e"f(t) = F(s — a). (2.9)

Bemerkung. Normalerweise berechnet man zuerst F'(s) mit f(¢) und dann setzt man s—a
anstatt s.

(III) T-Shifting (auch zweite Verschiebungssatz)

Llult—a) - (6 =) = - L), 210
und
ut =) St a) = 27 (e L) 2.1)
(IV) Ableitungssatz (in t)
LU = LYO) = 37 0), 0> 1. 212

Am meistens werden benutzt:

o n=1: Z(f(t)) = sF(s) — f(0).
o n=2: Z(f"(t)) = s*F(s) — sf(0) — f'(0).

(V) Integralsatz
% (/ f(x)dx) —lpe), >0, s>0 (2.13)
0 s

9
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ft) Z(f(1))

", n>0 S;%

e acR -, s>a
sin(at), a € R s
cos(at), a € R T
Sinh(at), a€R Z—a2
cosh(at), a € R s

u(t—a),a>0 le-as

S

Table 1: Wichtigste Laplace Transforms.

2.4 Bekannte Laplace Transforms

Die wichtigste Laplace Transforms sind in Tabelle 1 zusammengefasst. Mit diesen kann man
normalerweise alle Aufgaben von Analysis I1I 16sen:

Beispiel 8. Gegeben sei f(t) = t* — 2t 4+ 8. Berechnen Sie .Z(f(t)).

Lsg. Mit der bekannte Laplace Transform (b) und mit der Linearitétseigenschaft, man kann
die einzelne Terme berechnen und sie dann zusammenaddieren:

L -2t +8) = L) —2.2(t) +8Z(1)
32 Lo

2 s
6 2 8

(2.14)

st 82 s
Beispiel 9. Gegeben sei f(t) = (2t — 3)?. Berechnen Sie Z(f(t)).
Lsg.

ZL((2t — 3)) = L4t — 12t +9)
=42t - 12.2(t) +9.2(1)

4= — 12— 49— (2.15)

Beispiel 10. Gegeben sei F'(s) = 5. Finden Sie f(t).

Lsg. Wie gesagt, es gibt keine allgemeine Methode um die Inverse Laplace Transform zu finden.
Was aber man machen kann, ist eine gilinstigere und einfachere erkennbare Form erreichen:

s
Fls) = s2—1
s (2.16)
C(s—=1)(s+1)
Mit der Partialbruchzerlegung schreibt man
A B
> - + (2.17)

(s—1)(s+1) s—1 s+1

10
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Es folgt
1
As+A+Bs—Bés:>A:B:§. (2.18)
Das heisst ) ) )
F(s)== . 2.19
() 2(5—1+s+1> (2.19)
Es gilt

(e
() )

Man kann mit der zweite bekannte Transform einfach ablesen, dass

%(‘3_1 (!1) +‘$_1(si1)) :%(etH_t) (2.21)

= cosh(t).

(2.20)

Beispiel 11. Was ist die Laplace Transform von h(t) = 5t%e~ 27

Lsg. Man muss s-shifting benutzen, d.h. man muss die Konstante a und die Funktion f
identifizieren. In diesem Fall sind

ft) =5t a=—2. (2.22)
Mit dem Theorem folgt

F(s) = Z(5t%)

=52(1") (2.23)
10
;.
und

H(s)=F(s—a)
=F(s+2)

10
(s +2)37

(2.24)

s+% 2
s24s+2 "

Beispiel 12. Was ist die Inverse Laplace Transform von G(s) =

Lsg. Man muss zuerst versuchen, eine bessere Form zu erreichen: um s-shifting zu benutzen es
ist oft niitzlich eine bekannte Transformation zu verwenden. Hier haben wir im Zéler ein Term
mit s und im Nenner ein Term mit s?, d.h. man kann versuchen das mit .Z(cos(at)) =

S
a?ts?
darzustellen. Da im Zaler s+ % steht, versucht man das auch im Nenner im quadrat zu haben:

s+ %
s2+s+2

s+ %
(s+3)7+1%

G(s) =
(2.25)

11
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Man kann einfach ablesen, dass
f(t) =cos(at), a=—=, a=1 (2.26)

Es folgt
G(t) =" f(t)

t (2.27)

= e 2 cos(t).

Beispiel 13. Bestimmen Sie mit der Ableitungsregel die Laplace Transform von f(t) = ¢ cos(2t).

Lsg. Man muss die erste zwei Ableitungen von f(t) berechnen und f(t), f'(¢) in 0 berechnen:
f(t) = tcos(2t), f(0) =0

1'(t) = cos(2t) — 2tsin(2t), f'(0) =1

f"(t) = —2sin(2t) — 2sin(2t) — 4t cos(2t) = —4sin(2t) — 4 (). (2.28)
F@®)
Durch Einsetzen erhalt man "y
f(t) = _fT() — sin(2t) (2.29)
Es gilt
2(7(1) = —3 27" (1)) ~ Z(sin(20))
1 2 / :
- (2(5(1)) —1sf(0)2— 7(0)) — Z(sin(20)) 230,
= —ngf(f(t)) 1 924
Man I6st diese Gleichung und erhélt
s2—4
Z(f(t) = AT 22 (2.31)

Beispiel 14. Prifungsaufgabe HS 2015
Finden Sie mittels Laplacetransformation die Losung f : [0,00] — R der Integralgleichung

F(#) = cos(t) + /0 ) (2.32)

Lsg. Man kann die Linearitat der Transformation benutzen und die Integralregel benutzen.
Man transformiert beide Seiten der Gleichung, es gilt:

2(70) = 2 (eost) +.2 ( [ t firyar )

P (2.33)
s L 2Um)
s2+1 s
Man kann jetzt auf Z(f(t)) 16sen:
Z(f(t) = - (2.34)
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Mit Partialbruchzerlegung folgt

52 1 s n 1 n 1
(s2+1)(s—1) 2\s2+1 s2+1 s—1)°

Falls man das riicktransformiert, man erhalt

1 1 1
f(t) = 5 cos(t) + 5 sin(t) + §et.
Beispiel 15. Berechnen Sie die Inverse Laplace Transform von F(s) = %

Lsg. Man vereinfacht:

1_625

F(s) = ———

(8) =1
B 1 625
8244 s244

12 262
2\ 824922 g2492)°

Mit t-shifting folgt

F(s) =% <% sin(2t) — %u(t + 2)sin(2(t + 2))) :

Das heisst

f(t) = %sin(Zt) - %u(t + 2)sin(2(t + 2)).

13

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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2.5 Losen von Anfangswertprobleme (AWP)

Die Laplace Transforms konnen sehr niitzlich sein, um schnell Anfangswertprobleme zu 16sen.
Man geht wie folgt vor:

(1) Wende .Z auf beide Seiten der Differentialgleichung an und setze .2 (y(t)) = Y (s) (verwende
(Iv)).

(2) Bringe die Gleichung auf die Form Y (s) = ... (verwende gegebene Anfangswerte).

(3) Berechne die Inverse Laplace Transform mithilfe von (I),(II),(IV). Man erhélt am Ende
y(t).

3et, 0 <t <2
0, t>2

y — 5y = f(t)
y(0) =1

Lsg. Wie kann man arbeiten mit so eine definierter Funktion? In diesem Typ von Problemen,
versucht man die Funktion durch die heavyside Funktion u auszudriicken. In diesem Fall ist

Beispiel 16. Lose das Anfangswertproblem {

fir f(t) = {

f(t) = 3e" — 3eu(t — 2). (2.40)

Man wendet die Kochrezept an: man findet die Laplace Transform der linke Seite der Differ-
entialgleichung

Ly —5y) =2L) — £ (5y)
=sY —y(0) — 5Y (2.41)
=(s—5H)Y — 1L

Dieselbe Prozedur wird rechts durchgefiihrt:

£ (3¢ = 3e'u(t — 2)) =3Z(e") — 3L (c"u(t — 2))

_ 3 2 t-2
75—1_33(66 u(t —2)) (2.42)
3 3™
S s—1 s—1°
Man 16st jetzt auf Y'(s) und bekommt
3 3e2(1=3) 1
Vi(s) = — . 2.43
N6 G065 G 24

Mit Partialbruchzerlegung folgt

1 1 —2s —2s 1
Y(s) = 5 +§ + §62 ( € ¢ ) + p—t (2.44)

4s—1 4s—5 4

Man wendet Z~! auf beiden Seiten und erhélt

y(t) = —=(e" — ™ — e* (u(t — 2)e'? —u(t — 2)e’7?) ) 4 €. (2.45)

14
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2.6 Dirac Delta Funktion

Die Dirac Delta Funktion ist eine sehr niitzliche Distribution die z.B. einen Impuls darstellt.
Man definiert sie als

Definition 3.

5(t—a) = {;o i ; . (2.46)

2.6.1 Eigenschaften

Wir werden zwei wichtige Eigenschaften benutzen:

) )
/O g(H)5(t — a)dt = g(a). (2.47)

(2)
Lt —a)) =e*. (2.48)

Bemerkung. Sieh Skript auf Seite 13 fiir die Herleitung von (2).

2.7 Faltungssatz (Convolution)

Wir wissen dass Z(f + g) = Z(f) + Z(g). Leider das funktioniert nicht mit dem Produkt
zweier Funktionen, d.h.

L(f-9)#Z(f)-Z(9). (2.49)

Man kann ein anderes Produkt definieren: die Faltung (Convolution).

Definition 4. Die Faltung f % g zweier Funktionen f und g ist gegeben durch

fxg(t) / f(r)g(t—1)d (2.50)

Bemerkung. Die Faltung hat die gewiinschte Eigenschaft: Z(f x g) = Z(f) - Z(g). Die
Herleitung kann man auf dem Skript auf Seite 14/15 finden.

2.7.1 FEigenschaften
(a) frg=gx*f.
(b) fx(g+h)=[f*xg+f=h
(c) fx(g*h)=(f*g)xh
(d) f*0=0xf=0.
) fx1#f.

)

f * f ist nicht immer > 0.

e

(
(f

15
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Beispiel 17. Man betrachtet die Integralgleichung
t
y(t) — cos(t) = / cos(t — 7)y(7)dr. (2.51)
0
Bestimme y(t).
Lsg. Man beachte zuerst (aus Faltungssatz), dass
t
/ cos(t — 7)y(r)dr = y(t) * cos(t) (2.52)
0
Wie gewohnt, man wendet auf beide Seiten der Gleichung Laplace an:
Z(y(t)) —Z(cos(t)) = L (y(t) * cos(t))
(s)
Y (s
(2.53)
= Z(y(t)) - (cos(t)).
———
Y(s)
Durch einfaches Umformen
Y(s)- (1 —2Z(cos(t)) = Z(cos(t))
s s
Y(s)-[1- = :
() ( o 1) 211 (2.54)
—_—
s2—s+1
s241
Es folgt
s s
Y = =
(5) s2—s+1 (s—3)2+3
s — % 1 1
- + =
(5=3P+ (92 2 -3+ (9 (2:55)
) 3 1 3
=7 <e2t cos(gt) + et sin(%t)) :
1 ]. 1
= y(t) = e2’ cos(?t) + ﬁeﬁt sin(?t). (2.56)
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Beispiel 18. Prifungsaufgabe HS 2016
Finden Sie mit Hilfe der Laplacetransform die Losung der Integralgleichung
t
6f(t) =2t> + / (t — 1) f(r)dr. (2.57)
0
Lsg. Mit Laplacetransform und Faltungssatz folgt
6.2(f(t) =22(°) + Z(° * f(t))
=22+ L)L (f(1)) (2.58)
Es gilt jetzt
Z(f(t) - (6 —2(t%) =22(t)
6(s* — 1)\ 12
-z () -8 25
2 2 2
20 = T T e ) T oD+ D)
Mit Partialbruchzerlegung folgt
2 A B Cs+ D
= 2;
G-+ D2 +1) s—1 s+l £+1 (2:60)
und ) 1
A=—-, B=—= =0, D=-1 2.61
2 ) 2 ) C 07 ( 6 )
Es folgt
1
f(t) = 3 (e" —e7") — sin(¢). (2.62)
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2.8 Differentiationsregel

Wir haben gelernt, wie die Laplace Transform der Ableitung einer Funktion sich verhalt, nicht
aber wie die Ableitung einer Laplace Transform sich berechnet:

Definition 5. Falls f eine stiickweise stetige Funktion ist, es gilt

0

2(f(1) = 5

(Z(f(1) = -2t f(t)). (2.63)
Bemerkung. Sieh fiir Herleitung Seite 17 des Skriptes.

Beispiel 19. Finde die Laplace Transform von f(t) = t*sin(2t).

Lsg. Es gilt

ZL(t*sin(2t)) = L(t - tsin(2t))
= —<"(tsin(2t))
= —(—ZL"(sin(21))
o (0 .
=5 (af(sm(%)))
o (0 2 (2.64)
(e3)

0s \ 0s 52+ 4

B 22 —25
© T0s \ (52 +4)?
125216

- T

Beispiel 20. Berechne die Inverse Laplace Transform von ﬁ mit der Differentiationsregel.

Lsg. Man muss hier schalu sein und versuchen was man schon kennt zu benutzen: man hat im
Nenner (s — 2)%. Die einzige Funktion deren Laplace Transform (s — 2) im Nenner hat ist e*,

d.h.
1

2t
= 2.
£ =g (265)
Man braucht aber (s — 2)?: Differentiationsregel enthilt eine Ableitung, hier z.B.
il = — )= 2.
Js (L) Js ((s - 2)) (s —2)? (2.66)
das heisst 4
— _A. 10 2t
TR 4-L"e”) (2.67)
und
(L) = (a2
(s —2)
=4- 271 (=Z'(M)) (2.68)
=427 (L(te™))
= 4te*.
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2.9 Integrationsregel

Definition 6. Falls f eine stiickweise stetige Funktion ist und lim;_,o+ @ existiert, es gilt
> _ [ _ o f(1)
F(o)do = Z(f)(o)do = $<T) (2.69)

Bemerkung. Sieh fiir Herleitung Seite 17 des Skriptes.

Beispiel 21. Berechne die Inverse Laplace Transform von ﬁ mit der Integrationsregel.

Lsg. Da man F(s) = ﬁ schon kennt, kann man die Integrationsregel direkt als Gleichung
anwenden:
t o0 o0
3(@) = / Z(f)(o)do = / F(o)do
< 4
= / do
s (0—2)
[e's) 1 /
—— _ d 2.70
[ () =
— 4 ! ~
((0 - 2)> s
4
s —2
Das resultiert in einer Gleichung:
ft) 4
ZL(—=) = : 2.71
== (271)
Man wendet .21 beidseitig und erhéilt
1
@ =4. 271 (—2) = de* = f(t) = dte*. (2.72)
S —
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3 Fourier Analysis

3.1 Fourier-Reihe

3.1.1 Anwendungsbereich

Die Fourier-Reihe ist ein sehr wichtiges Werkzeug, um periodische Phanomene zu beschreiben.
Man zerlegt komplizierte periodische Funktionen in einer linearer Kombination einfacheren
Basisfunktionen wie Sinus und Cosinus.

Die Fourier Integrale erlauben eine ahnliche Zerlegung fiir nicht periodische Funktionen.
Die Fourier Analysis findet ihre Anwendung z.B. in der Signaltheorie, Analyse von dynamische
Systeme und Losen von Differentialgleichungen.

3.1.2 Orthogonalitatsrelationen

Es existieren drei sehr wichtige Relationen, die die Berechnungen bei der Fourier Analysis viel
vereinfachen. Seien n,m > 0, es gilt

(1)

L 0 n#m
/ cos(%x) cos(%x)dx =4qL n=m#0. (3.1)
e 2L n=m=0
(2) )
. T . mm O n#Fm
/_L sm(fx) sm(Tx)da: = {L I (3.2)
®) )
cos("Zz) sin( "l )dz = 0 ¥ n, m. .
| eos"Easin("Fayde =0 n (3.3

Bemerkung. Sieh auf Seite 21 des Vorlesungsskriptesfiir die Herleitungen.

3.1.3 Definition

Um die Fourier Reihe zu definieren, muss man verschiedene Konzepte einfiihren:

Definition 7. Eine Funktion f(x) heisst periodisch falls es fiir fast alle x € R ein p € R, mit
f(x + p) = f(z) existiert.

Definition 8. {sin(""x), cos(“*x), n € N} bilden ein trigonometrisches System und erfiillen

die Orthogonalitatsrelationen.
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Beispiel 22. Skizziere den Graphik von f(z) = |cos(x)|, -7 <z < .
Lsg.

Figure 1: f(x) = |cos(x)|, - T <z <7

Definition 9. Die Fourier-Reihe einer 2L —periodischen Funktion ist gegeben durch

G )

f(z) =ap+ Z[am cos( 7

m=1

)+ b sin(%x

wobei

1 L
= — dx.
ag 2L/_Lf($)x

1 /L
am = /L f(z) cos(%x)dx, m > 0.

1 [t . mT
by = 7 /_L f(z) sm(Tx)d:r, m > 0.

(3.4)

(3.5)

Falls f eine periodische, stickweise stetige Funktion ist, sie muss in alle Unstetigkeitsstellen

gegen X
5 ((@0) + f(a7)
konvergieren, wobei
fla) = lim_f(z) = lim [z <)

(17—>ZB0

3.1.4 Vorgehen bei der Berechnung: Kochrezept

Gegeben: f(z) mit Periode p auf Definitionsbereich (—g, g)
(I) Bestimme L: 2L =p & L =£.

(3.6)

(3.7)

(IT) Berechne die Koeffizienten ag, a,,, b,, mit der Partielle Integration und den Orthogo-

nalitatsrelationen

(III) Stelle f(x) als Fourier-Reihe dar.

21



Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016

Beispiel 23. Bestimme die Fourier-Reihe der Funktion f(z) = 7 — 2 wenn —7 < z < 7 und
die Periodizitat 2m ist.

Lsg.
Man folgt die Kochrezept:
(I) Die Funktion ist 27 periodisch, d.h. 2 = 2L und also L = 7.

T
= Tr.
-

(II) Man berechnet die Koeffizienten: es gilt

21 2

am:%/w(ﬂ—x)cw,(nz r) da

—Tr

:—/W(W—a:)cos(mx)dx

™ 1 K
:—/ ﬂcos(mz)dw——/ x cos (mx) dx

™

—Tr —T

1 [ 1 2
ag = — (7r—x)d:v=—<7m:—x—
x 2w

L[| ()
L ()

= e L (3.8)
= ()" (D))

= 0.

1

— - d
7r/ 7r xsm L )x
1
—/ (m — ) sin (mx) dzx
T
1
T

1 ™
= / 7 sin (mx) dx——/ xsin (mx) dx

T J_x

-—
=0, wie oben

s

Es folgt mit der Definition von Fourier-Reihe, dass
(IT)
(2
— = Z(=1)Y™ ) si . 3.9
flxy=m—=x 7r+mE:1 (m( ) )sm(mx) (3.9)
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- — —T<x<0
Beispiel 24. Betrachte die 27-periodische Funtkion f(x) = ToE sl .
x O<z<m

f(z) ist nicht definiert in x = —m,0,7. Wie muss man f(z) an diesen Stellen definieren, so
dass die Fourierreihe fiir —m < 2 < 7w gegen f(z) konvergiert?

Lsg.
Ty = —T:

f(xar):li_r%f(—w—i-é) = lim(r —e —m) = 0.

flzg)=1lim  f(-m—¢) =lim(r—¢)=m. (3.10)
e—0 ——— e—0

=f(~m—et+2m)=f(r—c)

Damit die Fourier-Reihe gegen f(z) konvergiert muss die Funktion in allen Unstetigkeitsstellen
gegen

1 _
5 (f(5) + (=) (3.11)
konvergieren. Hier gilt
1 T
= = —. A2
S(0+7) =2 (3.12)
To = 0:
F(a) = lim f() = 0.
=0 (3.13)
flag) =lim f(~¢) = —.
und ]
7
—0—7m) =—=. 14
S0—m) =2 (3.14)
To =T
+\ 1. R T - _ _
f@) =l frte)  =limr—c—m) =0
=f(nte—2m)=f(~m+e) (3.15)
flag) =lim f(x — &) = lim(r —<) = 7
und 1
7
- == 1
S0+m) =7 (3.16)
Es reicht jetzt, die Funktion zu definieren:
'g T =7
—nm—xz —7T<x<0
flx) =45 x = . (3.17)
x O<m<z
L3 rT=T
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3.1.5 Vereinfachung durch Paritat

Die Paritat der betrachteten Funktion kann die Rechungen viel vereinfachen und verkiirzen.
Insbesondere gilt:

Definition 10. Eine Funktion f(z) heisst
e Gerade, falls f(z) = f(—x).
e Ungerade, falls f(z) = —f(—x).

Bemerkung. Es kann auch sein, dass f(z) weder gerade noch ungerade ist. Aufpassen: nicht
gerade # ungerade.

Eigenschaften der Paritat: Es gibt niitzliche Eigenschaften, die bei der Losung der Aufgaben
verwendet werden konnen.

Es seien ¢;(z), g2(x) gerade und u;(x), us(z) ungerade Funktionen. Es gilt

(a) g1(x) + g2(x) ist wieder gerade.
- go() ist wieder gerade.

)
)
x) + ug(z) ist wieder ungerade.
)
)

Beispiel 25. Priife die Paritit von f(z) = (22 + 3)7 und g(z) = @),

Lsg. Aufgrund der Quadrat, ist f(z) = f(—z), das heisst f ist eine gerade Funktion.
Fiir g(z) gilt:

g(—l’) — esin(fx) — e~ sin(x) 7£ e sin(z) _ —g<—.'17)

: 3.18
7& esm(m) _ g(x) ( )
Das heisst g ist weder gerade noch ungerade.
3.1.6 Fourier-Reihe fiir gerade Funktionen
Die Fourier-Reihe einer 2L —periodischen gerade Funktion ist gegeben durch
. nm
flz) =ao+ ; an COS(Tx) (3.19)
wobei
L
ag = / f(x)dz
0 (3.20)
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3.1.7 Fourier-Reihe fiir ungerade Funktionen

Die Fourier-Reihe einer 2L —periodischen ungerade Funktion ist gegeben durch

= nm
= by, sin(— 21
f(@) Z n sin(—7) (3:21)
wobei
2 L
by = = / F()sin(Z2)de, n > 0. (3.22)
L J, L
Bemerkung.

e Man kann diese zwei Vereinfachungen sehr leicht zeigen, indem man die Paritét der Funk-
tion in der allgemeine Definition der Fourier-Reihe einsetzt (probier das als Ubung zu
machen!).

e Es is klar, dass es sich oft lohnt am Anfang zu tiberpriifen, ob die Funktion gerade oder
ungerade ist.

Es ist oft niitzlich eine Funktion auf einem Intervall als gerade oder ungerade erweitern, so dass
man die vereinfachte Versionen der Fourier-Reihe benutzen kann. Man nennt diese Prozedur
Gerade/Ungerade Fortsetzung. Das wird immer wichtiger im Verlauf der Vorlesung.

3.1.8 Gerade Fortsetzung

Gegeben ist eine 2L —Periodische Funktion f(z) auf dem Intervall 0 < z < L.
e Man definiert f(z) = f(—x) auf —L < 2 < 0.

e Man schreibt die Funktion fir die verschiedene Intervalle.

3.1.9 Ungerade Fortsetzung
Gegeben ist eine 2L—Periodische Funktion f(z) auf dem Intervall 0 < z < L.

e Man definiert f(z) = —f(—x) auf —L <z < 0.

e Man schreibt die Funktion fur die verschiedene Intervalle.

Bemerkung. Wenn die Funktion nicht auf [0, L], sondern auf einem anderen Intervall definiert
ist, muss man zuerst die entsprechende Funktion fiir das gefragte Intervall [0, L] durch Ver-
schieben und Spiegeln herleiten.

Beispiel 26. Gegeben ist f(z) = —x 4+ 7 auf 0 < < 7. Gesucht ist die gerade Fortsetzung
von f mit Periode 27.

Lsg. Es muss gelten: f(z) = f(—2) = —(—z) + 7 =2 + 7 auf —7 < 2 < 0. Das heisst

mT—x, O<zx<m
xr) = ’ . 3.23
/(@) {Jf-i-ﬂ', —rT<zr<0 ( )
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Beispiel 27. Gegeben ist f(z) = 2% auf 0 < x < 2. Gesucht ist die ungerade Fortsetzung von
f mit Periode 4.

Lsg. Es muss gelten: f(x) = —f(—x) = —2? auf —2 < x < 0. Das heisst

(3.24)

22, 0<x<?2
—22, 2<z<0

Beispiel 28. Gegeben ist f(x) = z auf 0 < < 3. Gesucht ist die gerade Fortsetzung von f
mit Periode 4.

Lsg. Hier ist es nicht so einfach: man muss zuerst das Intervall anpassen.
Sei f, die gesuchte Fortsetzung und da man Periode 4 haben muss 0 < < 2. Dann gilt

fol@) = fo(—x) = fy(—x+4) = —x + 4 (3.25)
Das heisst
4—z, 0<xr<?2
fg(x>:{4+x, D<cr<0 (3.26)
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3.2 Komplexe Fourier-Reihen

Aus -
f(x)=ao+ ;[am cos(%x) + b, sin(%x}] (3.27)
mit ‘
e’ = cos(t) + isin(t) (3.28)
und it | it it _ it
cos(t) = %, sin(t) = % (3.29)

kann man die komplexe Fourier-Reihe herleiten (sieh Seite 30 des Skriptes fiir komplette Her-
leitung). Es gilt

f(z) = Z Cp- " (3.30)
wobei
1 L inm
Cn =57 /_L f(z)e” L *dx. (3.31)

Vorteile dieser Schreibeise sind:
e Exponentialfunktion ist einfacher zu integrieren

e Es gibt nur ein Koeffizient ¢, zu berechnen

3.2.1 I"Jbergang komplex — reell

ag = Co
Qy, = Cp + C_p, (3.32)

by =1 (cn —C_p).
3.2.2 ﬁbergang reell — komplex
Co = Qo
_ 1 1
Cn = 5(an — iby) (3.33)
1
C_p = §<an + an)

Beispiel 29. Gegeben sei f(z) = —z auf —7 < 0 < 7, 27 periodisch. Berechnen Sie ihre
komplexe Fourier-Reihe und bringen Sie diese nachtraglich auf die reelle Form.

Lsg. Man beginnt mit 2 wichtige Beobachtungen: L = 7 und f(—x) = x = — f(z), das heisst
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f ist ungerade. Man muss jetzt ¢, berechnen:
1 [7 ,
Cn = “ox /_7r xe "dx
1 u r/Mm _.
- |i(__x€ inx ) + — e'mxdx:|
2m m -7 m J_,
1 —inm inm 1 nm —inm
= Srin (7re + me ) T o2 (e e )
L cos(nm) — - sinfnm) (3.34)
= —cos(nm) — — sin(n
in n? "
=0
= cos(n)
(=
mn
Es gilt also
— (D"
= me 3.35
fo= 3 S (33)
Man kann jetzt die komplexe Koeffizienten in reellen Koeffizienten umwandeln:
ay = a, = 0 da ungerade
™ (=1)™" 2(—1)" 3.36
bn:i.(cn_c_“:i,((.)_( ) ): (=1) (3.36)
mn mn n
Man kann also schreiben
= 2(—1)"
flo)y =Y (=1 sin(na). (3.37)
1
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3.3 Fourier Integrale

Bis jetzt hat man periodische Funktionen betrachtet: man muss aber oft mit nicht periodis-
chen Funktionen arbeiten. Fir diese Funktionen steht ein niitzliches Tool zur Verfiigung: das
Fourier Integral. Anstatt die Fourier-Reihe wie gewohnt zu berechnen, berechnet man ein
Integral in Zeitbereich: das Fourier-Integral kann verstanden werden, falls man denkt an einer
Funktion dessen Periode gegen oo geht. Es gilt

Definition 11. Das Fourier-Integral einer nicht-periodischen Funktion f(z) ist gegeben durch

flz) = /OOO[A(w) cos(wx) + B(w) sin(wz)]dw. (3.38)

wobei w die Frequenz rapresentiert und

_ % /_ Z £(v) cos(wv)dv
_ % /_ Z F(v) sin(wo)dv

Bemerkung. Sieh fiir die Herleitung S.33 des Skriptes.

(3.39)

Man kann fiir gerade und ungerade Funktionen ein paar Vereinfachungen realisieren:

3.3.1 Fourier-Integrale fiir gerade Funktionen

Es gilt

/ A(w) cos(wzx)dw
/f cos(wwv)d (3.40)

3.3.2 Fourier-Integrale fiir ungerade Funktionen

Es gilt

flz) = /000 B(w) sin(wx)dw
Alw) = (3.41)

B(w) = — /000 f(v) sin(wv)dw.
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Beispiel 30. Gegeben sei
T T << T
flz) = {2 cos(z),  —5 STy (3.42)
0, sonst.
Zeigen Sie dass
> cos(Zw
f( ):/ N G 2) - cos(wz)dw. (3.43)
0 —w

Lsg. Es sind hier Fourier-Integrale zu benutzen.

Die erste wichtige Beobachtung ist dass f(z) = f(—x) (aus Eigenschaften von cos(z)) und

deswegen ist die Funktion gerade. Das bringt uns eine wichtige Information:

kann jetzt A(w) berechnen, es gilt:

Alw) = 2 /000 g cos(v) cos(wv)dv

™

_ /0 ? cos(v) cos(wn)du

us
2
+ w
- 0, 0

= sin(v) cos(wv)

Wl

sin(v) sin(wv)dv

B(w) = 0. Man

(3.44)

=cos(Fw)
™ . 5, [
= cos(aw) + | —wcos(v) sin(wv) ; +w cos(v) cos(wv)dv
N Jo )
=0 —Aw)

Man hat also die Gleichung

cos(Fw)
1—w?’

Alw) =

Nach Definition gilt
f(x) :/ A(w) cos(wz)dw.
0

das genau zeigt was gefragt war!

_ |ZL’| _17
-t

Stellen Sie diese Funktion als Fourier-Integral dar.

Beispiel 31. Gegeben sei
—1<z<1

sonst.

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Lsg. Es gilt wiederum f(z) = f(—=), das heisst f(z) ist gerade und deshalb B(w) = 0. Weiter
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gilt

g

(v —1) cos(vw)dv
(v —1) cos(vw)dv

1 1
/ v cos(vw)dv —/ cos(vw)dv)
0 0
! R 1 1 (3.48)
- —/ sin(vw)dv — — sin(vw) )
o wJp w 0

c\HC\

— sin(vw)

7~ N N,
. &

_ smu(Jw) N cosu(f;w) (1) B sinu(Jw))
_ cos(w) — 1

S0 30 30 30 30 o

€

Man muss noch die Spezialfille analysieren: hier ist nur den Fall w = 0 zu betrachten. Es gilt

2 .. cos(w)—128%~Lm 2 —sin(w)
—lim ——— "= —lim ———=
T w—0 w? Tw—=0 2w
0 _
2 ol .49
T w—0 2
1
=

Man kann also schreiben, dass

f(z) = 2 /OOO cos(w) = 1 cos(wx)dz. (3.50)

w?
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3.4 Fourier Transform

Die Fourier Transformation ist eine sehr wichtige Integraltransformation. Diese Funktion er-
laubt uns eine kontinuierliche Funktion in ein kontinuierliches Spektrum zu zerlegen. Fiir
Fourier-Reihen hat man die komplexe Fourier-Reihen definiert: ahnlicherweise kann fiir Fourier-
Integrale die Fourier Transform definieren. Falls man z.B. ein Signal hat (eine Zeitfunktion)
kann man das in sein Frequenzbereich zerlegen: die Fourier-Transform entspricht die Laplace-
Transform mit s = iw. Dieses Tool wird auch um ODEs, PDEs und Integralgleichungen zu
losen, benutzt.

3.4.1 Definition

Definition 12. Die Fourier Transform einer Funktion f ist gegeben durch

F(f(2)) = flw) = % / " fw)etrdo. (3.51)

Definition 13. Die Inverse Fourier Transform ist gegeben durch

1 > )
fo) = —— [ fw)edu
\/12_” e (3.52)
= Von 7001/(f($))6 dw
Bemerkung. Es gilt
FHF(f(@))) = f(2). (3.53)
3.4.2 Eigenschaften
(I) Linearitat
F(af(x) + By(x)) = aF (f(x)) + BF (g(x))- (3.54)
(IT) x-Shift . ‘
F(f(x —a)) =e"F(f(x)) = e F(w). (3.55)
(IIT) w-Shift .
F(w—a)=ZF(*f(x)). (3.56)
(IV) Ableitungsregeln
F(f'(x)) = iwZ (f(z)). (3.57)
F(f"(x) = —w " Z (f(2)). (3.58)

3.4.3 Faltungssatz

Falls f(z) und g(x) integrierbar sowie stiickweise stetig und beschrénkt auf endlichen Intervallen
sind, dann existiert ihre Fourier Transform und

F(f*g)=V2r-Z(f)- F(g). (3.59)

F () *F(g) = V2 F(f - 9g). (3.60)
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3.4.4 Niitzliche Integrale
(a) [* e *dr = /7.
(b) [ lpdr =
5 . 2
(c) [T e emhrdy = ¢ i VE.
(d) ffooo o (k2 4bk+) gf — egfc\/g'
Beispiel 32. Berechnen Sie die Fourier Transform von
T <<
f(z) = cos(x), =5 <w <3 (3.61)
0, sonst.
Lsg. Nach Definition gilt
f)=—= [ costwpea
W) =—— cos(v)e v
Var )z
11 3 3
-] /\_(v_;d+ pacaetl
_ 1 1 ev(ifzw) 2 . 1 efv(iJriw) 2 >
2¢/27 \1 — 1w -3 it w -3 (3.62)

JE _iTw T Amw 1
ez e7 2 —e 2 2 — - -
~~~ ~~~ 7+ w

) —1

1 2 <w7r) . 2 (wﬂ)
= cos(— os(—
2v2r \1 —w 2 I+w 2
cos(4F 2
Vo 1—w?
Man muss aber noch die kritische Falle betrachten: w =1 und w = —1.
o w—=1
" . cos(E) 2 %urH . —sin(¥%) 2% — T
1) =1 2. o ="1 2 2 — =4/—=. 3.63
f(1) = lim Vir - Y e W 8 (3.63)
o w——1
. . cos(¥E) 2 YsrH . —sin(%) 2% T s
1) =1 2 . 0= 1 2 2 = —. 3.64
f( ) wgl—ll V2T 1 —w? wgr—ll \ 2T —2w 24/ 21 \/; ( )
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Beispiel 33. Sei f die Funktion

0, |z| > 1.

fa) = {1 — 2% |zl <1 (3.65)

(a) Finden Sie die Fouriertransform von f(z)
Lsg. Es gilt

~

flo) == [ e

1—22) . |1 /2 M
w2 -1 Wy T
1 /2 ! 1o
e (—ie—w L dx) (3.66)
w\V T 1w -1 w )
1 2 1 —iw w 1 —iwT !
=——/— | ——(e™+e*)+ —e
w\V T w w -1

]' 2 —iw W 1 2 —iw W
il >—w—3\/;<e — <)

e )

Da im Nenner w? steht, man muss den Fall w = 0 separat behandeln. Durch direktes Einsetzen
findet man

(I _ %3) (3.67)

Alternativ kann man auch das mit einem Grenzwert 1osen:

lim —2 2 (w cos(w) — sm(w))
w—0 T w3
oL g\ﬁ lim S2) (3.68)
T w0 3w
0 LH \/5 2 [2
W = — 2 /2
— lim cos(w) 3\ >
(b) Berechnen Sie anschliessend
/0 wcos(wiﬁ— sin(w) cos(g)dw. (3.69)
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Lsg. Fiir die Inverse Fourier Transform gilt

fla) = o= [ e
2 /°° wcos(w) — sin(w) ;.
e"“dw

T J_ oo w3
2 oo Q] 2 ] OO - i
_ __/ w cos(w) : sin(w) cos(wr)dw — 2i w cos(w) : sin(w) sin(wz)dw
T J_so w T J—oo v
2 [ — s
_ __/ w cos(w) : sin(w) cos(wz)dw.
T J_so w
(3.70)
wobei ich im letzten Schritt verwendet habe, dass
w cos(w) — sin(w) sin(wz). (3.71)

w3

eine ungerade Funktion ist: ein Integral einer ungerade Funktion auf symmetrisches Gebiets
ist stets 0. Fir x = % erhalten wir auf der linken Seite

1 1\ 3
Y=(1=1(2Z2 = _. .72
()= (-6)) - 67
Fiir die rechte Seite es gilt

_2 /OO w cos(w) — sin(w) cos(%)dw = 4 /OO wcos(w) — sin(w) COS(%)dOJ. (3.73)

T w3 T w3

[e.e]

und somit

/°° w cos(w) — sin(w) cos(g)dw _ _3_7T' (3.74)

35



Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016

4 Partielle Differentialgleichungen (PDEs)

Eine partielle Differentialgleichung (PDE) ist eine Differentialgleichung die, im Gegensatz
zu einer gewonlichen Differentialgleichung (ODE), von mehreren Variablen abhédngt. In der
Gleichung treten normalerweise auch partielle Ableitungen und das erlaubt die Beschreibung
von verschiedene interessante Ingenieurwissenschaftliche Probleme.

4.1 Nomenklatur

Definition 14. Eine PDE ist linear falls sie die unbekannte Funktion und ihre Ableitungen
hochstens Grad 1 haben.

Definition 15. Eine PDE ist homogen falls sie nur die unbekannte Funktion und ihre Ableitun-
gen enthalt.

Definition 16. Die Ordnung einer PDE ist den Grad der hochsten vorkommende Ableitung
der unbekannte Funktion.

Bemerkung.

4.2 Klassifizierung

Jede lineare PDE zweiter Ordnung kann durch die allgemeine Form dargestellt werden:
Atyy + 2Bugy + Cuyy = F(x,y,u, Uy, uy). (4.1)
Von dieser Form kann man den Typ der PDE bestimmen. Insbesondere es gilt:

— AC — B?> <0 hyperbolische PDE

— AC — B?> >0 elliptische PDE

(4.2)
— AC — B> =0 parabolische PDE.
4.2.1 Wichtigste PDEs
Wairmeleitungsgleichung: uy = c2Au  (parabolisch)
Wellengleichung;: uy = 2Au  (hyperbolisch) (4.3)
Laplacegleichung;: Au =0 (elliptisch) '
Poissongleichung: Au = f(z,y,z) (elliptisch)
wobei
AU = Ugy + Uyy + Uy (4.4)

den Laplace Operator ist.
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Beispiel 34. (Prifung HS 2013) Bestimmen Sie den Typ von
(a)
Uy + 2Ugy + Uyy + 3uy + zu = 0. (4.5)
(b)
Uy + 2Ugy + 2uy, + 1,y = 0. (4.6)
()
Uz + S8Uyy + 2y, + €"u = 0. (4.7)
Lsg. Mit der allgemeine Form
Aty + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, uy, uy) (4.8)
kann man finden:
(a) A=1,B=1,C =1, also AC — B? = 0 — parabolisch.
(b) A=1,B=1,C =2, also AC — B> =1 — elliptisch.
(c) A=1, B=4, C =2, also AC — B? = —14 — hyperbolisch.
Beispiel 35. (Prifung HS 2015) Beweisen oder widerlegen Sie :
Die PDE
xfac;z + 3y2fx + yfyy = 0. (49)
ist fiir alle (z,y) € R? elliptisch.
Lsg. Ausgehend von der allgemeinen Form
Aty + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, ug, uy) (4.10)
man findet
A=z, B=0,C=y (4.11)
das heisst
AC — B® = ay. (4.12)

Es sollte zy > 0 gelten; das gilt offensichtlich nicht fiir alle zweidimensionale Vektoren.

Beispiel 36. Finden Sie die allgemeine Losung folgende partielle Differentialgleichung:

Uy = TYU.

Lsg. Da keine Ableitung nach y vorkommt:

(4.13)

(4.14)
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Beispiel 37. Gegeben sei
u(z,t) = (z + ct)?. (4.15)
u ist die Losung einer bekannte PDE, welche?
Lsg. Man berechnet zuerst die Ableitungen die niitzlich sind in den bekannten PDEs:
U, = 22 + 2ct
Ugy = 2
uy = 2xc + 2ct

Ut = 202 .

(4.16)

Diese einfache Berechnungen zeigen dass u die Gleichung
uy = Au (4.17)
erfiillt, und deshalb Losung einer Wellengleichung ist.
Beispiel 38. Finden Sie die allgemeine Losung folgende partielle Differentialgleichung:
Ugy = Uy (4.18)

Lsg. Viele Losungsswege sind hier moglich. Was man schnell und leicht machen kann ist eine
Substitution durchzufiihren: sei u, = v. Man erhélt die Gleichung

vy =V (4.19)

Diese Gleichung ist jetzt separierbar und man kann die mit den Methoden von Analysis /11

losen:
d
/ v / 1dy

=y +c(z) (4.20)
v(x, y> = v
= co(x)e”.
Es folgt dass die gesuchte Funktion ist
u(z,y) = e | co(x)dz + c3(y) = e’ca(w) + c3(y). (4.21)

Beispiel 39. Sei v(z,y) = g(y* + x), wo g eine beliebig differenzierbare Funktion ist.
(a) Zeigen Sie dass v, — 2yv, = 0.
(b) Finden Sie eine Partikuldre Losung so dass v(z,0) = e” ist.
Lsg.
(a)
Sei s = y? + x. Dann gilt
v,=g -1=4¢
vy =9 2y (4.22)
= vy — 2yv, = 0.
(b)
v(z,0) = g(x) = €”. (4.23)
Das heisst
2
v(z,y) = gly* +a) =" (4.24)
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4.3 Die Wellengleichung
Die Wellengleichung ist eine PDE und ist gegeben durch

U = Uiy

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0= Randbedingungen (RB) (4.25)
u(z,0) = f(x), 0 <z < L = Anfangswert(AW)

u(z,0) = g(z), 0 <z < L = Anfangswert(AW)

Dieser PDE beschreibt die Auslenckung einer schwingender Saite, welche zur Zeit t = 0 zwischen
den Punkten z = 0 und # = L eingespannt ist. Zur Zeit ¢ = 0 hat sie die Form f(z) mit
Anfangsgeschwindigkeit g(z). Die Welle breitet sich mit Geschwindigkeit ¢ aus.

4.3.1 Losung der Gleichung

Die Losung dieser Gleichung kann durch drei Schritte berechnet werden:
1. Separation der Variablen.
2. Fallunterscheidung der Losungen (many solutions).

3. Losungen durch Fourier-Reihen zusammensetzen.

Separation der Variablen:

Bemerkung. Hier benutze ich folgender Notation: A = %27? und A” = 227’2

Man nimmt an dass die Losung der PDE die Form

u(z,t) = F(x)G(t) (4.26)

besitzt. Man kann das in der PDE einsetzen. Es lohnt sich zuerst ein paar Berechnungen
Separat durchzufithren:

uy = FG (4.27)
und

Upy = F"'G (4.28)
Durch Einsetzen erhalt man )

FG =*F'G (4.29)

oder .

G F//

— 4.

G F (4.30)

Hier ist sehr wichtig zu bemerken, dass die rechte Seite der Gleichung von ¢ unabhéngig ist und
die linke Seite der Gleichung von x unabhéangig ist. Das ist der Hauptgrund fiir die Wahl dieser
Losung! Von hier folgt dass

G F//
Bl — 4.31
G F (431)
wobei k eine Konstante die weder von ¢ noch von x abhéangt. Man kann das in ein Gleichungssys-
tem umschreiben, nahmlich
F" =FkF
.. (4.32)
G =c2kG
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Man kann jetzt die Randbedingungen benutzen:

w(0,8) = F(0)G(t) = 0= F(0) =0

4.33
uw(L,t)=F(L)G(t) =0= F(L) =0. (4:33)
Fallunterscheidung: many solutions
Man versucht die erste Gleichung zu losen:
F'=kF, F(0)=F(L)=0 (4.34)
Die Fallunterscheidung lautet:
k = 0: Die Gleichung wird zu
F"=0 (4.35)
und die Losung lautet
F(z)=Ax+ B, A,B€R (4.36)
Mit den Randbedingungen sieht man leicht dass F'(x) = 0 sein muss.
k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = Ccos(V—kx) + Dsin(v —kx) (4.37)
Mit den Randbedingungen folgt:
!
F0)=0=C
(©) (4.38)
F(L) = Dsin(v— L)—O
Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir £ = 0.
e sin(v/—kL) = 0. Das heisst /—kL = nr oder besser v/—k = “%. Es folgt
Fo(z)=D- sin(n%x) (4.39)
k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = BeV™ 4 [e~Vke (4.40)
Mit den Randbedingungen folgt:
!
FO)=0=E+1
(©) ' (4.41)
F(L) =0 = EeV* 4 [eVFE

Die erste Randbedingung sagt: £ = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(L) = 0= EeV* 4 [e VL

E( VkL f\/EL)' (442)

Das sagt uns entweder:
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e F=0=1 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir £ = 0.
o eVkL _ ¢=VEL — () oder besser 2sinh(vkL) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.

Was also am Ende wir gefunden haben, ist dass v/ —k = - oder besser

k= — <”%)2 (4.43)

Falls jetzt man das in der zweite Gleichung einsetzt, es folgt

. 2
G=-¢(F) G (4.44)
L
Man kann dass mit den Kenntnissen aus Analysis I/II 16sen und finden:
Gu(t) = B, cos(%t) + B m%ﬂ (4.45)
oder
Gn(t) = By, cos(A\t) + B sin(Ant) (4.46)
wobei A, = <%,

Nach diesen langen Berechnungen man kann alles was gefunden ist zusammensetzen.
Da u(z,t) = F(x)G(t) sein muss, gilt es

un(x,t) = (B cos(At) + B sin(A,t)) - sin (%x) . (4.47)

Mit dem Superpositionsprinzip kann man die Losung fiir alle n schreiben, ndhmlich:

o0

nm

) =S (B, cos(At) + B sin(Ayt)) - si (— ) 4.48
u(z,t) nz:l( cos(Ant) + B sin(Ayt)) - sin Tt (4.48)

Zusammensetzung der Losung mit den Fourier-Reihen

Man kann jetzt die Anfangswerte benutzen:
o f(z):

f@) = u(z,0) =Y Bysin(*z) (4.49)

’ n=1 L

wobei f ungerade fortgesetzt werden kann und also B, als Koeffizient der Fourier-Reihe
von f(x) berechnen kann:

2 L
B, =~ /0 f(2) sm<%x)dx (4.50)
* g(z)
g(x) = w(x,0) = Z (=AnBpsin(Apt) + A\, B cos(A,t)) Sin(nlm)
o L "li=o
oo (4.51)
=3 \B; sin(%x)
n=1
Man kann ahnlicherweise B} berechnen:
9 L
B = Th /0 g(x) Sin(n%x)da: (4.52)
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Bemerkung. Ich habe diese Losung nicht nur um prazis zu sein komplett hergeleitet: man
wird sie nicht fiir alle Aufgaben schreiben, ABER man muss sie verstanden haben um ihre
Resultate (einfache Koeffizientenberechnungen) anzuwenden. Es kann sein dass an der Priifung
eine solche Herleitung gefragt wird und es lohnt sich dieses Mechanismus im Kopf zu halten!

Beispiel 40. Man findet die Losung der Wellengleichung

Ut = Ugy
0,8)=u(l,t) =0, t>0
w(©0,6) =u(l,6) =0, t= (4.53)
u(x,0) =z, 0<z<1
w(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,
L=1,
cnm
>\n = — =nm,

L " (4.54)

f(z) ==,

g(x) =0.

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

u(z,0) =x = Z B, sin(nrx) (4.55)

n=1
Mit den hergeleiteten Gleichungen:

9 1
B, = —/ xsin(nmx)de
L Jo

—9 —%cos(nm) ;+ 1 wdx

i ECOS(HM’) Sin(néx)) 1 ) (4.56)
N

= 2

Mit dem zweiten Anfangswert folgt
g(z)=0= B, =0Vn>1 (4.57)

Die allgemeine Losung lautet also:

u(z,t) = Z (—2(:;)n cos(mrt)) -sin (n7z) . (4.58)

n=1
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Beispiel 41. Man findet die Losung der Wellengleichung

Utt = Ugy

0,7) =u(l,t) =0 t>
u(z,0) = k- (sin(rz) — $sin(3rz)), 0<z<1
u(z,0) =0, 0<z<1

Lsg. Was man schon bemerken kann, sind die verschiedene Elemente der Gleichung. Es gilt

c=1,
L=1,
Ay = C"T” = nr, (4.60)
f(z) ==z,
g(x) = 0.

Man kann also die Losung schreiben: man beginnt mit dem ersten Anfangswert:

u(z,0) =k - (sin(m:) - %sin(Bmc)) = Z B, sin(nmx) (4.61)

Anstatt die Koeffizienten mit den hergeleiteten Gleichungen wie gewohnt zu berechnen, man
kann schlauer sein: die Fourier-Reihe Darstellung impliziert eine lineare Kombination von Si-
nusfunktionen. Man kann also ganz einfach ein Koeffizientenvergleich durchfiihren:

1 oo
k- <Sin(7m:) — = Sin(37rx)) = Z B, sin(nmx) (4.62)
3 n=1
Man kann einfach ablesen, dass:
k
By =k, Bgz—g, B,=0%n e N\{1,3} (4.63)

Mit dem zweiten Anfangswert folgt

u(z,0) = Z nr B! sin(nmx) =0= B, =0Vn>1 (4.64)

n=1

und somit ist die gesuchte Losung

u(x,t) =k - (COS(?Tt) sin(mzx) — écos(?ﬂrt) Sin(37m)> (4.65)
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Beispiel 42. Man findet die Losung der PDE

Ut = Ugy
4.66
{U(O,t):u(l,t):(), t>0 (4.66)

Lsg. Diese Gleichung hat leider nicht die Form einer Wellengleichung, also man kann nicht die
hergeleitete Formel benutzen. Man hat aber heute ein neues Vorgehen gelernt: Seperation der
Variablen. Man nimmt an u(z,t) = F(z)G(t). Man kann das in der Gleichung einsetzen und
man erhélt (vergleichen mit 8.2)

G _ (4.67)

G(t)  F(x)
Man bekommt das Gleichungssystem
F'"=FkF
) (4.68)
G =kG
Man kann jetzt die Fallunterscheidung durchfiihren:
k = 0: Das Gleichungsystem wird zu
F'=0= F(zr)=Ax+ B
. (v) = Az + (4.69)
G=0=G({t)=a,aeR
falls man die Randbedingungen einsetzt:
u(0,t) =F(0)-aa=0=F(0)=0= B=0oder a =0 (4.70)
uw(l,t)=F(1)-a=0=F(1)=0= A =0 oder a =0. '
In allen Fallen gilt
u(z,t) =0 (4.71)

k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:
F(z) = Ccos(V—kx) + Dsin(vV—kx) (4.72)

Mit den Randbedingungen folgt:

F(0)=0=C
| (4.73)
F(L) = Dsin(v—kL) = 0
Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F(z) =0 wie fiir £ = 0.
e sin(yv/—k) = 0. Das heisst v/ —k = nr oder auch k = —(nm)?. Es folgt
F,.(xz) = D -sin(nmz) (4.74)
k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II man kennt einer solche Losung:
F(z) = EeV* 4 [e~Vk= (4.75)
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Mit den Randbedingungen folgt:

F(0) =0
F(1)=0

E+1

(4.76)
Ee‘/E 4+ Ie_*/E.

Die erste Randbedingung sagt: £ = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(1) = 0= EeV* + 1eVk

A (4.77)

Das sagt uns entweder:

e I =0=1 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir k£ = 0.
o eVF — e~V — () oder besser 2sinh(v/k) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.

Da fir £ > 0 und £ = 0 hat man F(x) = 0 gekriegt, muss man nicht G(¢) fir diese Félle
betrachten! (Erinnerung: u(z,t) = F(z) - G(t)) Fiir £ < 0 hat man

Gt)=5-et=5.e (4.78)

Die allgemeine Losung kann jetzt mit dem Superpositionsprinzip geschrieben werden:

u(z, t) = Z D-S.e "’ gin(nmx) (4.79)

n=1
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4.4 Methode der Charakteristiken und Losung von D’Alembert
4.4.1 Methode der Charakteristiken
Idee

Falls man eine PDE l6sen muss, kann man dieser Methode, um schneller zu berechnen, benutzen.
Die Grundlegende Idee der Methode ist eine Koordinatentransformation durchzufiihren, die zur
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen bringt. Man 16st die Gleichung in vereinfachten
Koordinatensystem und man transformiert die Losung am Ende zuriick.

Methode

Startpunkt muss immer die bekannte allgemeine Form der PDE sein:
Atyy + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, ug, uy) (4.80)

Aus dieser Form kann man den Typ der PDE bestimmen: es wird sehr niitzlich das zu wissen
am Ende des Verfahrens. Die charakteristische Gleichung der PDE lautet

A(y)? —2By +C =0 (4.81)

wobei die Koeffizienten A, B, C' dieselbe der allgemeine Form der PDE sind und y = y(z). Man
hat jetzt eine ODE und man 16st die auf 3/ (A, B, C miissen konstant sein!):

. BxVB2-AC
y: =
A

Da es eine Ableitung erster Ordnung vorkommt, kriegt man zwei verschiede Losungen:

A2 (4.82)

yi=M-T+0 (4.83)
Yo = Ay - T+ Co '

Gegeben (sieh Theorem 3.10 des Skriptes) ®(x,y) und ¥(x,y) als unabhéngige Losungen der
charakteristische Gleichung, kann die fiir ¢; und ¢y losen:

P = =y— A -
(C(Z,y) 1 Yy 17 (484)
U(r,y) =co=y— Ay - .

®(z,y) und ¥(z,y) sind die Charakteristiken genannt. Man kann jetzt zwei neue Variablen
definieren: die Definition ist fiir jeden Typ von PDE verschieden, es gilt:

e Hyperbolisch

v=">(z,y) w=T(z,y) (4.85)
e Parabolisch
v=1 w=U(z,y) = d(z,y) (4.86)
e Elliptisch
v= S y) +0(r) w= (D)~ ) (187

Man kann jetzt die PDE in den neuen Variablen umschreiben und also die Normalformen
schreiben. Sie lauten:

e Hyperbolisch
Uy = F (2, Y, U, Uy, Uy) (4.88)
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e Parabolisch
Upy = F (2,9, u, uy, uy) (4.89)

e Elliptisch
Upy + Uy = F(l‘, Y, U, Uy, uy) (490)

Bemerkung. Wie kann man solche Formen erreichen? Die Kettenregel ist hier extrem wichtig.
Als Erinnerung, sehr niitzliche Ableitungen fiir u = v(z,y) - w(zx,y) sind:
Uy = Uy * Vg + Uy * Wy
Uy = Uy * Vy F Ugy * Wy
Uy = Uy * V2 + Uy * Vg + Uy * W2+ Uy * Wag + 2Uz - Wy * Uy (4.91)
Uyy :um,-v2+uv-vyy+uww-w§+uw-wyy+2vy-wy-uvw
Ugy = Uy * Uy Uy F Uy = Vgy F Ugpay * Wy * Wy + Uy * Wy + (Vy - Wy + Vg - W)+ Uy
Man kann jetzt durch zwei Integrationen sehr einfach die Lésung in den Variablen (v, w) berech-
nen. Am Ende transformiert man die Losung in den Variablen (z,y) zurtick.
Beispiel 43. Losen sie die folgende PDE mit der Methode der Charakteristiken:
Upy — 2Ugy + Uyy = 0 (4.92)

Lsg. Man erkennt sofort dass A = 1, B = —1 und C = 1. Die PDE ist parabolisch da
AC — B? = 0. Die charakteristische Gleichung der PDE lautet also

()2 +2/+1=0 (4.93)
oder
(Y +1)*=0 (4.94)
Man erhélt die zwei Losungen ¢’ = —1 und es folgt
= rha (4.95)
Y2 = —T + Ca.
und also
P(z,y)=c==x
Vo —er—ety (499
Die bekannte Koordinatentransformation fiir eine parabolische PDE lautet
v=r w=VY(r,y) =0(zr,y)=x+y (4.97)
Man muss jetzt ableiten und einsetzen. Es gilt
Uy = Uy + Uy
Ugy = Upy + 2Upyy + Uy (4.98)

Ugy = Upw + U
Uyy = Uy

wobei ich v, = 1, V3 = vy = vy = 0, Wy, = wy = 1 und wy, = W,y = wy, = 0 benutzt habe.
Einsetzen in der PDE liefert die Normalform:

Upg — 2Ugy + Uyy = 0
Uy + Uy + Uigry — 2 (U + Unpo) + Uy = 0 (4.99)

Uyy = 0.
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Das bestétigt wir haben alles richtig berechnet (die Normalform stimmt)! Nach zweimal inte-

grieren folgt:
uy, = C(w), u=C(w) v+ D(w) (4.100)

also
u(z,y) =2 - filz +y) + falz +y) (4.101)

4.4.2 Losung von D’Alembert

Sei die PDE wy; = c*u,, gegeben. Falls man die Koordinatentransformation

v=2x+ct
(4.102)
w=zx—ct
schreibt, kann man die vorher definierte Ableitungen benutzen. Es folgt
Up = Uy * Up Uy * Wy = Uy * C— Uy * C,y
Uy = Uy * Vg + Uy * Wy = Uy + Uy,
Ut = Uyy * UVt * CF Uy * Wi = C— Uy * Vg * C — Uy * Wy * C
4.103
= Uy * C2 — Uy * C2 - uwvc2 C Uy 02 ( )
= Uyy - 02 — 2Uyy - 02 + Uy * CQ,
Ugr = Uyy + 2uvw + Uy -
Falls man diese Ergebnisse in der PDE einsetzt, man erhalt
Uy — 2y + Unpry) = € (U + 2y + U (4.104)
Man vereinfacht und erreicht
Uy = 0 (4.105)
Durch zwei Integrationen kann man die Losung erreichen:
u(z,t) = p(v) + Y(w) = p(x + ct) + P(xz — ct) (4.106)

Fiir eine normale PDE hat man zusétzlich die zwei Anfangs/Randbedingungen. Falls man die
berticksichtigt, erhdlt man das Cauchy Problem:

u(z,t) = p(r+ct)+P(x—ct)
u(x,0) = f(x) (4.107)
w(x,0) = g(x)

Die Losung des Problems ist die D’Alembertsche Losung und kann (auch in der Priifung) direkt
als

W@ ) =~ [flo+et) + flo—ct)] + —

z+ct
5 5 /x g(s)ds (4.108)

—ct

Bemerkung. Sieh fiir eine komplette Herleitung S.51 des Skriptes.
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Beispiel 44. Prifungsaufgabe HS 15 Gegeben sei eine unendliche Saite, welche zur Zeit t = 0

horizontal um )
+ e
0)=1 4.109
e (1.109)

ausgelenkt werde. Weiter wird angenommen, dass die Anfangsgeschwindigkeit Null sei und
dass sich die Wellen mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 entlang der Saite ausbreiten.

a) Formulieren sie das Problem mathematisch.

Lsg. Man kann hier das Problem mit der eindimensionalen Wellengleichung beschreiben. Der
Faktor c ist gegeben und ist ¢ = 1; die Anfangsgeschwindigkeit ist gegeben und ist 0. Das heisst

Ut — Ugge = 0
u(z,0) = In () (4.110)
Ut(QJ, O) =0

b) Finden Sie die Losung u(z,t) des Problems.

Lsg. Da das Problem exakt wie ein Cauchy Problem aussieht, kann man die Losung von
D’Alembert benutzen. Es folgt

x+ct
wat) = 3 U+ et) + flo—cl+ 5 [ gls)ds

1 92 + ex—i—t 2 + em—t 1 T+t
=—|In{—— In{ ——— = 0d 4.111
2(n<1+e—w—t)+n<1+e—r+t +2/H ! (4.110)
1 | 2+ ettt . 24"t
o\ M\ ret "\ Tgert) )
c) Berechnen sie nun die Losung des Problems fiir x = 2 nach unendliche Zeit

Lsg.

_ 1. 2+ et 2+
0 =5 n (1“ (1+— Fltre

IR 942+t 94 2t
T 2ihm \1t et 14 ez
1. 44227t 4 22Tt f et et
= — lim In - —
2 t—oo l+e 2t fe27tfet et (4.112)
1 i 1 de™t 4 2272 4 2e2 4 et
T 2the \ettelte 2ot
1
= —1In2¢*
2
11 (2) +2
=—In
2
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Beispiel 45. Sei u(z,t) die Losung von der eindimensionale Wellengleichung
(Ui = U z€R, t>0
L, Jz| <1
u(z,0) = f(z) = , x€R
(@,0) = f(z) {O, lz| > 1 (4.113)
1, |z <1
u(z,0) =g(x) = , r€R
t.0) = gt {0, e
(a) Finden Sie u(0, 1) mit der d’Alembertsche Formel.
Lsg. Man kann die Formel von d’Alembert direkt benutzen:
1 1 x+ct
ule,t) = o [f(w +ct) + flz — ct)] + %/ o(s)ds (4.114)
r—ct
1
1 1 1 1 1 [z
2(03) =2l () ()] 2 [ o
1
=5 (1+1+1) (4.115)
3
2
(b) Finden Sie limy_,o u(x,t).
Lsg. Es gilt
1 1
tliglo u(z,t) = 3 <O +0+ /_1 g(s)ds> (4.116)
=1.
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4.5 Die Warmeleitungsgleichung
Die Warmeleitungsgleichung ist eine PDE und ist gegeben durch

Up = Uy
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0= Randbedingungen (RB) (4.117)
u(z,0) = f(z), 0 <z < L = Anfangsbedingung (AB)
wobei
LIS (4.118)
op
mit

e K: Thermische Leitfahigkeit.
e 0: Spezifische Warme

e p: Dichte des Stabes

e ¢: Thermal Diffusivity

Dieser PDE beschreibt die Temperaturverteilung u(z, t) fiir ein isoliertes entlang der z— Achse
positioniertes Stab der Léange L.

Annahmen:
e Wirme fliesst nur in x—Richtung.
e Die Temperatur an der Extremitaten ist 0.

e Die Anfangstemperatur ist mit f(z) beschrieben.

4.5.1 Losung der Gleichung

Wie bei der Wellengleichung, 16st man die Warmeleitungsgleichung durch Separationsansétze.
Die Losung dieser Gleichung kann wiederum durch drei Schritte berechnet werden:

1. Separation der Variablen.
2. Fallunterscheidung der Losungen (many solutions).

3. Losungen durch Fourier-Reihen zusammensetzen.

Separation der Variablen

Bemerkung. Hier benutze ich folgender Notation: A = %279 und A” = ‘?)27‘;‘

Man nimmt an dass die Losung der PDE wieder die Form

u(z,t) = F(z)G(t)

besitzt. Man kann das in der PDE einsetzen. Es lohnt sich zuerst ein paar Berechnungen
Separat durchzufiihren:

Ut:FG

und
Upy = F"'G

o1
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Durch Einsetzen erhalt man

FG = A*F'G
oder )
G F//
G F

Hier ist sehr wichtig zu bemerken, dass die rechte Seite der Gleichung von ¢ unabhéngig ist und
die linke Seite der Gleichung von x unabhéngig ist. Das ist der Hauptgrund fiir die Wahl dieser
Losung! Von hier folgt dass

G £
—_— — k
G F
wobei k eine Konstante die weder von ¢ noch von x abhéngt. Man kann das in ein Gleichungssys-
tem umschreiben, nahmlich
F" =FkF
. (4.119)
G =G

Man kann jetzt die Randbedingungen benutzen:

u(0,t) = F(0)G(t) = 0 = F(0) =
w(L,t) = F(L)G(t) = 0 = F(L) = (4.120)

Fallunterscheidung: many solutions

Man versucht die erste Gleichung zu losen:
F"=FkF, F(0)=F(L)=0
Die Fallunterscheidung lautet:

k = 0: Die Gleichung wird zu
F// — 0

und die Losung lautet
F(z)=Axz+ B, A,B€R

Mit den Randbedingungen sieht man leicht dass F'(x) = 0 sein muss.

k < 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = Ccos(V—kx) + Dsin(vV —kx)

Mit den Randbedingungen folgt:

0
F(L) = Dsin(vV/=kL) =0 (4.121)

Die zweite Bedingung sagt entweder:
e D =0 und wir kriegen F'(z) = 0 wie fiir £ = 0.
e sin(v/—kL) = 0. Das heisst /—kL = nr oder besser v/—k = “%. Es folgt

F.(x)=D- sin(n%m)
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k > 0: Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung:
F(z) = BeV™ 4 [e~Vk*
Mit den Randbedingungen folgt:

E+1T
Ee*/EL + Ie_‘/EL.

(4.122)

0
F(L)=0=

Die erste Randbedingung sagt: = —I. Eingesetzt in die zweite Randbedingung liefert:

F(L) =0 = EeV* 4 [¢ VL

4.12
= E(e‘/EL - 6_\/EL). (4125)

Das sagt uns entweder:

e £ =0 =1 und wir kriegen F(z) = 0 wie fiir k£ = 0.
o eVkL _ ¢=VEL — () oder besser 2sinh(vkL) = 0 das nie méglich ist, weil k > 0.

Was also am Ende wir gefunden haben, ist dass v/—k = 7 oder besser

nm\ 2
()
L
Bemerkung. Da bis hier man nur die erste Gleichung betrachten hat, ist diese Herleitung gleich

der fiir die Wellengleichung!
Falls jetzt man das in der zweite Gleichung einsetzt, es folgt

. n’ﬂ' 2
G=-(F) 6
“\7
Man kann dass mit den Kenntnissen aus Analysis I/II 16sen und finden:

2

Gn(t) = Bn : 6_02<%) !

oder
Gu(t) = B, - et

cnm

wobei \, = &~.
n= L
Nach diesen langen Berechnungen man kann alles was gefunden ist zusammensetzen.
Da u(x,t) = F(z)G(t) sein muss, gilt es
up(z,t) = By, - sin <n%x> et

Mit dem Superpositionsprinzip kann man die Losung fiir alle n schreiben, nahmlich:

u(z,t) = i (Bn - sin (”f”l) 6_A3t>

n=1
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Zusammensetzung der Losung mit den Fourier-Reihen
Man kann jetzt die Anfangswerte benutzen:
o f(z):
f(z) = u(z,0) =Y B, sin(%x)

wobei f ungerade fortgesetzt werden kann und also B,, als Koeffizient der Fourier-Reihe

von f(x) berechnen kann:
2 L
= E/o f(x) sin(%x)dx

Bemerkung. Ich habe diese Losung nicht nur um prazis zu sein komplett hergeleitet: man
wird sie nicht fiir alle Aufgaben schreiben, ABER man muss sie verstanden haben um ihre
Resultate (einfache Koeffizientenberechnungen) anzuwenden. Es kann sein dass an der Priifung
eine solche Herleitung gefragt wird und es lohnt sich dieses Mechanismus im Kopf zu halten!

Beispiel 46. Betrachten Sie einen isolierten, homogenen Stab mit

o Thermische Leitfdhigkeit
 Dichte x spezifische Wirme

welcher entlang der z-Achse positioniert ist. Die Anfangstemperatur sei f(z), wobei die enden
auf konstanter Temperatur 0 gehalten werden. Formulieren und 16sen Sie das Anfangsrandw-
ertproblem, welches die Temperaturverteilung im Stab beschreibt, wenn

a) die Lange des Stabes gleich 6 ist und f(z) = 3sin (35%) + 2sin (25%).

Lsg. Man kann mit den gegebenen Informationen (L = 6, ¢ = « und f(z)) das Problem
mathematisch schreiben:

(O—t) M(G t) 0,t>0 (4.124)
u(r,0) = f(x) = (%)—I—Qsm( )0<x<6

Die allgemeine Losung lautet:

= Z B, - sin <n_7rx> e gt
6
n=1
Mit der bekannten Lésung, kann man die Anfangsbedingung w(z,0) tiberpriifen:

- 2
0) = ZB” -sin (%x) = 3sin ( gx) + 2sin (372rx)
n=1

Da es nur Sinusfunktionen vorkommen, kann man einfach Koeffizientevergleich anwenden:
By, =3, Bo=2, B, =0Vn € N\{4,9}

Die gesuchte Losung ist also

2 2 3 2
u(z,t) = 3sin (%) e "5t 4 25in ( ZI> e~ ot
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5, 0<2<d
b) die Lange des Stabes gleich 10 ist und f(x) = {5’ *
0, sonst.
Lsg. In diesem Fall kann man das Problem als
Up = Uy,
0,t) =u(10,t) =0, t >0
u(0.2) = u( ) 0 5 (4.125)
5 0<a<
u(w,0) = f(x) = { :
0, sonst.

Die allgemeine Losung lautet:
=3 Bu-sin (f5a) e i
n=1
Mit der bekannten Losung, kann man die Anfangsbedingung wu(z,0) iiberpriifen:
= 2 0<x<h
:ZBn-sin<Ex>é 57 “
— 10 0, sonst.

Man kann jetzt B, als Fourierkoeffizient berechnen. Es gilt

/f sm )dx
/f sm >dx

25 . Tsin (qo )‘m

1 10 510 (°
25 nmw 10 o nm 10
2 (mr) n 4 (mr > 5
= ——cos | — sin
n 2 n2m2 0

2 nm 4 7}L
T oar o8 <7> + n2m? S (7)
B ﬁ(—l)jﬂ, n=2j
A (-1), n=2j+1

n2m2

Die komplette Losung lautet:

> J+1 ] ; > _1)\ ; )22
m L 5 72 2= (2] + 1) 10
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Beispiel 47. Gegeben ist die Funktion f(z) =e* —1fir0 <z <
(a) Bestimmen Sie die ungerade Fortsetzung f, von f zu einer 2m-periodischen Funktion.

Lsg. Aus ersten Teil des Semesters erkennt man dass

—e 41, —-7nT<zx<0
fu: =
et —1, O<z<m

(b) Berechnen Sie die Fourierreihe von f,.

Lsg. Fiir die Koeffizienten hat man wegen ungerade Fortsetzung ag = a,, = 0. Fiir b,, es gilt

b, = / fu(z) sin(nx)d

_ / ¢ — 1) sin(nz)dz

™
2 1T
= COS (nx) el cos(nx)dx (4.127)
0
2 1
~Z (-1 -1
7T< +n(n2+l)(e( ) ))
2 _e(=1)"n
o n n2 +1)  (n?2+1)
wobei ich benutzt habe, dass
1 [" er . ™ 1 i
—/ e’ cos(nx)dr = — sin(nx)| — —/ e’ sin(nz)dx
n Jo n? o n?J
e* ™ 1 [P
=3 cos(nx) .3 e” cos(nz)dx
0
1 ™ n 1 " x
= E(e (=" —=1) — 2 e” cos(nz)dx (4.128)
11\ /" 1
=\t e” cos(nx)dr = = —(e"(—=1)" —1)
1
= — / e” cos(nx)d n(n2 gy ———(e"(—=1)" — 1)

Mit diesen Berechnungen ergibt sich
2 = [ (=1)" 1 em(=1)"n\ |
=— — — sin(nx
W;( n n(n?+1) (n2+1) (nz)

(c) Losen Sie nun fiir t > 0 die PDE

U = CPUyy, t>0,0<z<m
uw(0,t) =u(m,t)=0, t>0 (4.129)
u(z,0) = fu(x), 0<z<m

Lsg. Die allgemein Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist in diesem Fall

o
— Z by, sin(naz)e <"t
n=1
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und die Anfangsbedingung und Teilaufgabe b) liefern

u('ra 0) = fu( )
B 1 (=)
== Z < S IR CEESY ) sin(nz)
= an sin(nz)

Die gesuchte Losung ist folglich

. z > (—1)” _ 1 _ e”(—l)”n Sin na e_cant
et =23 (S5 - ey~ G ) e

(4.130)

4.5.2 2D Warmeleitungsgleichung und Laplace Gleichung

Was passiert falls die Losung u zeitunabhéngig ist? Die Warmeleitungsgleichung reduziert sich
zu

Au=0

Diese ist eine elliptische Gleichung und man kann verschiedene Typen von Probleme unter-
scheiden. Sei G ein Gebiet in R™ und 6G der Rand des Gebietes. Es gilt

e Dirichlet-Problem

Au = f
u=0 autG (4.131)
u= f(x) auf oG
e Neumann-Problem
Au = f
. 0 an G (4.132)
% =g(x) aufdG

e Robin-Problem: Mischung der zwei.

Wir sind an dem Dirichlet-Problem Interessiert.

4.5.3 Dirichlet-Problem auf einem Rechteck

Das Problem beschreibt eine stationdre Temperaturverteilung auf einer rechteckigen Platte.
Die Randbedingungen sind wie folgt definiert: auf drei Seiten ist die Randtemperatur 0 und
entlang der vierten Seite ist sie durch f(z) gegeben. Es gilt

>

u=00<r<a0<y<b
u(0,y) = u(a,y) = u(x,0) = 0 = Randbedingungen (RB) (4.133)
u(z,b) = f(z) = Randbedingung (RB)

Man kann wiederum Separationsansatz benutzen: sei

u(r,y) = F(z)G(y)
Hier benutze ich folgender Notation: A = ‘?9 und A” = ?;T‘;l

Einsetzen liefert
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Man kann das in ein Gleichungssystem

F" =—kF
. (4.134)
G =kG
Wir betrachten die erste Gleichung und die Randbedingungen.

F(0)=F(a)=0

Man kann sehr leicht sehen dass nur den Fall k£ > 0 Beitrag zur Losung gibt (gleiches Vorgehen
wie bei anderen Féllen). Es gilt

F(x) = Acos(Vkz) + Bsin(Vkz)

Durch Einsetzen der Randbedingungen erhalt man

nm

F,(x) = sin (—;1:) , neN
a
Man betrachtet jetzt die zweite Gleichung (nur fir k£ > 0):
. 2
G- (T) G=0
a
Die allgemeine Losung fiir eine solche Differentialgleichung lautet
Gn<y) = A:‘Le(%y) + BZ@(_%@/)
Mit der letzten Randbedingung folgt
Gnly) = A} <e<%ﬂy) — e(_%ﬂy)> = 2A” sinh <n_7ry>
a
Die komplette Losung ist
up(x,y) = A, sin (T:c) sinh (@y>
a a

Mit dem Superpositionsprinzip folgt

u(z,y) = i A, sin (%m) sinh (%y)
n=1

Mit der gegebenen Bedingung fiir f(x) kann man berechnen:

2 @ . /nT
A, = — L (D) (%b) /0 f(z)sin <7x> dx

Beispiel 48. Finden Sie die zeitlich konstante Losung der zweidimensionale Warmeleitungsgleichung
Up = (Ugy + Uyy)
fir 0 < z, y < 2 unter den Randbedingungen

uw(0,y) = u(2,y) = u(z,0) =0
—_ ==

——
I I T
und .
u(z,2) = sin <—7Tx>
w2 2
v
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Lsg. Da u nicht von t abhéngt, kann man die Gleichung als
Ugg + Uyy = 0

schreiben. Dies entspricht ein Dirichlet-Problem. Man wendet Separationsansatz an mit
u(z,y) = F(x)G(y) und erhdlt die zwei Gleichungen

FT = ke (4.135)
G =kG

In unserem Fall ist a = 2 und also ist vk = %F und mit [ und /7 folgt
F,(z) = sin <@x>
2
Die zweite Gleichung hat die allgemeine Losung

A, cosh(Vky) + B, sinh(Vky)

und der Randwert G(0) =0 (aus I11) liefert A,, = 0. Man kann jetzt die Losung als

u(z,y) = ; By, sin (%x) sinh (%y)
Mit IV folgt
1 o0
sin (§7rx) =u(x,2) = ; By, sin (%x) sinh (n)

Mit einem Koeffizientenvergleich sieht man folgendes:

B,=0Vn#1
und ]
B pu—
' sinh(m)

Insgesamt hat man
1

= m sin (ga:> sinh (gy>

Beispiel 49. Finden Sie die Losung u(z,t) von

u(z,y)

Up = gy, 0<z<m

zoat: T 7t :O, t>0
tz(0,8) = uz(m,1) (4.136)

z, O<z<I
’ 2. 0<zx<m

u(z,0) =
5 s<x<T

Lsg. Da die Randbedingungen abgeleitet sind, muss man den Separationsansatz benutzen! (die
hergeleitete Formel ist nur fiir normale Probleme giiltig). Sei

u(z,t) = F(x)G(t)
Mit der gewohnlichen Notation kriegt man

¢ P
AG(t)  Fl(x)
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Die Randbedingungen tibersetzen sich zu
F'(0)=0
,( ) (4.137)
F'(r)=0
Man lost wie immer zuerst
F'(z) =kF
(z) (z) (4.138)
F'(0)=F'(mr)=0

Die Fallunterscheidung liefert:

k = 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist

F(z)=Axz+ B
Mit den Randbedingungen folgt dass F'(x) = C konstant sein muss.

k > 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist
F(z) = AeVEr 4 BemVhe

Mit den Randbedingungen sieht man leicht dass nur die triviale Losung moglich ist
Also F(z) =0.
k < 0: Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung ist

F(z) = Acos(V—kx) + Bsin(vV—kx)
Sei p = /—k. Die erste Randbedingung liefert

F(z) = Acos(pz)
und die zweite

pn=mn, n €N
Am Ende kriegt man

F,(x) = A, cos(px)
Die Gleichung fiir G(t) liefert fiir die relevante Falle

Gy(t) = Bpe it
wobel

Ap =cp, =cn

Man setzt alle Konstanten zusammen und man kriegt mit dem Superpositionsprinzip

u(z,t) = Zun(m, t) = ZTn cos(nx)e Nt
n=0 n=0

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert:

> ! r, O<zx<?Z
u(x,0) = ZTncos(nx) = f(z) = {% g <jr
n=0 ’
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Die Koeffizienten T,, sind die Fourierkoeffizienten der 2w —periodischen geraden Fortsetzung
(wegen cos(nz)) von f. Es gilt

1 [2 1 [
:—/2xdx+—/ gdx
T J0 T3 (4.139)

0+2

T or

3T

8

Fiir n > 0 gilt

f(z) cos(nz)dx

c\wc\

2 ™
x cos(nz)dx + —/ gcos(vm)dx
™)z

2

) (4.140)

2 (x

= — | —sin(nz)
T \n o n n z
1 2 3 1

= sin(n;) + e cos(nx) ; - sin(n;)

o0

3 I (1Y -1 A 2 1 ,
) = 5t Z M cos(2ja)e M — - Z [CTESE cos((2] + 1)z)e B+
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4.5.4 Unendliches Stab (infinite bar)

Im Fall unendliches Stab wird das Problem zu

= Pl (4.141)
u(z,0) = f(z), 0<2x < oco= Anfangsbedingung (AB) '

Losung mit Fourier-Integral
Man kann wiederum eine Losung
u(z,t) = F(x)G(t)
finden. Einsetzen und anders als vorher Umformen liefert
G )

2G - F
wobei k eine Konstante die weder von ¢ noch von x abhéngt. Man kann das in ein Gleichungssys-
tem umschreiben, nahmlich

= —k

) 4.142
G+ kG =0 ( )

Man hat keine Randbedingung hier. Falls man Fall £ < 0 betrachtet, sieht man leicht dass
F(z) = AeV k4 BeV-he
G(t) =e M

{F”+kF —0

(4.143)

Das liefert
u(x,t) = (Aerx + Be~ Fm) ekt

Die Temperatur ercht sich mit der Zeit: das ist physikalisch unmoglich. Man kann also nur
den Fall & > 0 betrachten, also k positiv oder k& = p?. Es folgt

‘Fuw = A(p) cos(px) + B(p) sin(pz)

2,2 4.144
Gylt) = e

Man berechnet das mit dem Fourier-Integral, wegen den Typ der Funktionen f(z). Mit dem
Superpositionsprinzip folgt

u(z,t) = /0°° (A(p) cos(pzx) + B(p) sin(pz)) e 7dp

Mit u(z,0) = f(z) kann man schreiben

NﬂZAmM@N%mﬂ+B@$MmD@

Das ist das Fourier-Integral von f(z) und man kann die Koeffizienten wie gelernt berechnen:

:l/mﬂwmmm@
/ f(v)sin(pv)d

Man kann (sieh Herleitung auf Skript S.60) alles anders schreiben und die Formel

u(z,t) = C\/_/ fv ch> dv

(4.145)

benutzen.
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Beispiel 50. Bestimmen Sie fiir z € Rund ¢ > 0 die Losung u(z, t) der Warmeleitungsgleichung
Uy = gy
unter der Anfangsbedingung

lz], |z| <1

u(z,0) = fz) = {

0, sonst

in Form eines Fourier-Integrals.

Lsg. Die allgemeine gefundere Losung ist
u(z,t) = / (A(p) cos(px) + B(p) sin(px)) e,czpztdp

Wir berechnen die Koeffizienten A(p) und B(p):

o0

1
— f(w) cos(pv)dv
™ — 0o
1
—/ v cos(pv)d
T
2
— | wcos(pv)dv (4.146)
T™Jo
2 I
=— (E sin(pv)) - —/ sin(pv)dv)
TA\P 0 PJo

— Win (psin(p) + cos(p) — 1).

_ % / Z F(v) sin(po)dv

1
:—/ vsin(pv)dv
T™J-1
= 0.

und

(4.147)

wobei ich benutzt habe, dass |z| eine gerade Funktion ist. Einsetzen in der allgemeine Losung

liefert 5 [®pg .
u(z,t) = _/ psin(p) + gOS(p) -
T Jo p

cos(pz)e P’tdp

Losung mit Fourier-Transform

Wir nehmen nochmals die Anfangsgleichung
Uy = gy
Man kann die linke und die rechte Seite Fourier-transformieren. Es gilt

F (Upy) = —wF (u)

63



Gioele Zardini Analysis I11 HS 2016
und
F (uy(z, 1)) = f(w) —= / e dy
oo
1 d
ﬁ
N dw w,t
Man kann also schreiben: i
d—z(w,t) = —*wi(w,t)
Separation der Variablen liefert
a(w, t) = C(w)e
und mit
(x,0) = f(=)
gilt R
(w,0) = f(w)
und also
N 2,2
a(w,t) = fw)e "
Man kann jetzt mit der Inverse Fourier Transform zuriicktransformieren:
u(z,t) = L /OO f(w —CWt i,
’ V2T J -
i i e e e e e e (4'149)

—
Herleitung S.61 Skript

— %/_OO f(v) (/Ooo e~ cos(wr — wv)dw) dv
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Beispiel 51. Man bestimme mittels Fouriertransformation (beziiglich der Variablen z) die
Losung des Anfangswertproblems (fiir Konstanten D, k > 0)

Uy = Dug, — kug,
5 (4.150)
uw(z,0) =e =

Lsg. Man wendet links und rechts die Fourier-Transform an. Es gilt
iy = —(Dw? 4 ikw)il
Man 16st diese gewohniche Differentialgliechung und erhalt
i(w, t) = 1w, ) (P ikt

mit
w2

W(w,0) =e =

und also
u.;2 2,
&(w,t) — 6—76—(Dw +ikw)t
Man muss hier das umschreiben um die Eigenschaften der Fourier-Transform zu benutzen. Man
betrachtet die Exponenten:

2 1
—% — Dw?t — ikwt = w? (—5 _ Dt) — iktw

w2

= (2Dt + 1) — ikwt
2
(4.151)

1 k’t 2
= —5(2Dt +1) (w T (2])215—_1_1)) + Kompensationsfaktor
1 Qiktw k212 1 k%2
= ——(2Dt+1)(w? — .
52D+ )(w T eDir (2Dt+1)2> 22Dt + 1

Die bessere Form ist also

1 ikt \? 1 KA
—— (2Dt +1 —_— ) —=

p (2Dt )<w+(2Dt+1)> 22Dt + 1
Wieder als Exponentialfunktion geschrieben ist:

1 k%2 1 ikt )?
(w,t) = e 220t1e 3 (2Dt (Wt i )

Man kann hier die bekannte Regeln

flw+a)=e f(w)

und . ,
F(e79") = e e
( ) o
benutzen. Hier hat man
r (2Dt + 1) B 1
4a 2 - 22Dt +1)

und
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Insgesamt hat man

1 K242 kt 1

u fE,t — ¢ 22Dl e2Dt41% .
(z1) V2Dt +1

_1_1 .2
e 22Dt+1 "

1

— —QDt = 67% 2D1+1 (z? —2ktz+k21?) (4.152)
1 1 (z—kt)?

= ———— ¢ 2 2Dt+I |

V2Dt +1

Beispiel 52. Losen Sie das Problem

t*u, —uy = 0, (4.153)
u(z,0) = 3cos(z) '

Tipp: Sie brauchen nicht die Fourier Transform von 3 cos(z) zu berechnen.
Lsg. Man kann wie gewohnt, die Gleichung anders schreiben:
tQuI = Uy
Man wendet Fourier Transform links und rechts und erhélt
iy = iwt*a (4.154)
Das entspricht nochmals eine ODE. Man kann auch den Anfangswert transformieren, es gilt
W(w,0) = F(3cos(z)) = f(w)

Die ODE kann mit dem Anfangswert gelost werden, die Losung lautet

N 3

i, ) = flw)e

Man muss jetzt die inverse Fourier Transform berechnen, um die Losung u(z,t) zu kriegen. Es
gilt

(4.155)

t3
=3 — .
cos(:l:—i— 3>
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4.5.5 Dirichlet auf einem symmetrischen Gebiet

Das Dirichlet Problem wird oft auf einem Gebiet mit Radialsymmetrien. Als Spezialfall, wird
in der Vorlesung den Fall einer Kreisscheibe untersucht. Man benutzt die bekannte Polarko-

ordinaten: 1
T :rc.os(e) o T = (2% + y?)2 (4.156)
y = rsin(0) f§ = arctan (%)
Das Problem wird zu
Au = V?u = ug, +uy, =0, auf {(z,y) s.d. 2* +y* < R*} (4.157)
u=f auf {(z,y) s.d. 22 + y* = R?} '
Man kann das Problem in Polarkoordinaten umschreiben:
Upy + r%uag —l—ur% =0, auf{(r,d)sd 0<r<R, 0<6<2n} (4.158)
u(R,0) = f(0), auf {(R,0) s.d. 0 <0 <27} '

Bemerkung. Man kann die Herleitung von Au in Polarkoordinaten auf S.67 des Skriptes: das
Resultat kann ohne Herleitungen benutzt werden!
4.5.6 Losung der Gleichung

Wie bei der Wellengleichung und der Warmeleitungsgleichung 16st man das Problem durch
Separationsansitze. Die Losung dieser Gleichung kann wiederum durch drei Schritte berechnet
werden:

1. Separation der Variablen.
2. Fallunterscheidung der Losungen (many solutions).

3. Losungen durch Fourier-Reihen zusammensetzen.

4.5.7 Separation der Variablen

Bemerkung. Hier benutze ich folgender Notation: A = %ZT’;‘ und A” = %i‘;‘

Man nimmt an dass die Losung der PDE wieder die Form

u(r,0) = F(r)G(0)
besitzt. Man kann das in der PDE einsetzen: es gilt
1 .. 1
F'G+ PG+ -F'G=0
e
r?F'G+FG+rF'G=0
(r’F" + rF'\G = —FG
o A A

LA = A
- F G

Hier ist sehr wichtig zu bemerken, dass die rechte Seite der Gleichung von r unabhéngig ist
und die linke Seite der Gleichung von # unabhangig ist. Das ist der Hauptgrund fiir die Wahl
dieser Losung! Von hier folgt dass

(4.159)

(4.160)

r?F" +rF —kF =0
G+ kG =0
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wobei k eine Konstante die weder von r noch von ¢ abhangt. Die Randbedingungen lauten:

4.5.8

G(0) = G(2r) (4.161)
G(0) = G(2n) '

Fallunterscheidung: many solutions

Man versucht die zweite Gleichung zu 16sen:

G+ kG =0, G(0) = G(27), G(0) = G(27)

Die Fallunterscheidung lautet:

k=0:

k< 0:

k> 0:

Die Gleichung wird zu )
G=0
und die Losung lautet

GO)=A0+B, A BeR
Mit der ersten Randbedingung folgt:
G(0) =B =21rA+ B =G(2n)

Das heisst A = 0. Mit der zweiten Randbedingung folgt dass G(6) = B =konstant sein
muss.

Aus den Kurs Analysis I/II kennt man eine solche Losung;:
G(0) = CeV™H 4+ DemVH
Mit den Randbedingungen folgt:
C+ D = CeV" 4 pe-V-Fker (4162)
V=kC —=kD = /=kCe V" — \/ZfDe VR

also
C+ D= CeV M 4 pe~V-her
C — D =CeV " _ peV-Fm (4.163)
Man addiert die zwei Gleichungen und erhélt
20 = 20 eV 2"

Die einzige Losung ist C' = 0. Einsetzen in obigen System liefert D = 0. Den Fall £ < 0
gibt also keinen Beitrag zur Losung.

G(0) = E cos(Vk#) + H sin(Vk)
Mit den Randbedingungen folgt:
E = E cos(Vk2r) + H sin(vVk2r)
H = —Esin(Vk2r) + H cos(Vk2n)

Man multipliziert die erste Gleichung mit H und die zweite mit F und vergleicht die
zwei Gleichungen:

(4.164)

H?sin(Vk2r) = —E2sin(Vk2r)
Da —E? = H? nie moglich ist, muss sin(v/427) = 0 gelten. Das heisst vk € N. Es folgt
Gn(0) = A, cos(nf) + B, sin(nh)
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Falls jetzt man das in der ersten Gleichung einsetzt, folgt
r?F" +rF —n*F =0

Man kann dass mit den Kenntnissen aus Analysis I/IT (Euler Differentialgleichung) lésen
und finden:

Falr) = Pt + Qur ™"
Man will aber dass die Losung im Gebiet beschrankt bleibt. Fiir » — 0 hat man ein Problem
mit den zweiten Term der Losung: man setzt (), = 0 um das zu vermeiden.

Bemerkung. Falls man gefragt ist, die Losung ausserhalb der Scheibe beschréankt zu haben,
muss man P, = 0 setzen.

Nach diesen langen Berechnungen man kann alles was gefunden ist zusammensetzen.
Da u(r,0) = F(r)G(0) sein muss, gilt es
un(r,0) = r"(A, cos(nf) + B, sin(nh))

Mit dem Superpositionsprinzip kann man die Losung fiir alle n schreiben, ndhmlich:

Zr” A, cos(nb) + B, sin(nd))

n=0
4.5.9 Zusammensetzung der Losung mit den Fourier-Reihen
Man kann jetzt die Anfangswerte benutzen:
o f(0):
£(0) = u(R,0) = > R"(A, cos(nf) + B, sin(nf))

n=0
Man berechnet die Fourier-Koeffizienten der 2w —periodischen Fortsetzung von f(6) und
kompensiert R" in der Formel:

1 2
to=o- [ 1)
1 27
A, = T f(®) cos(ne)de (4.165)
2
By= = | @)sin(no)ao

Man setzt den Resultate in der allgemeine Losung und nach eine lange Berechnung (sieh S.71
des Skriptes) man kriegt

1 2m R2 _ 7"2
u(r,9) = 2 /0 R? —2rRcos(6 — ¢) + r2f(¢)d¢

Die Funktion
R2 _ 7“2

R? —2rRcos(0 — ¢) +1r?

ist Poisson Integral Kernel genannt und die Losung ist durch

K(r,0,R,¢) =

2

u(r,0) = K(r,0,R,¢)f(¢)d¢

o
gegeben.
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Bemerkung. Ich habe diese Losung nicht nur um prazis zu sein komplett hergeleitet: man
wird sie nicht fiir alle Aufgaben schreiben, ABER man muss sie verstanden haben um ihre
Resultate (einfache Koeffizientenberechnungen) anzuwenden. Es kann sein dass an der Priifung
eine solche Herleitung gefragt wird und es lohnt sich dieses Mechanismus im Kopf zu halten!

Beispiel 53. Finden Sie die zeitlich konstante Losung u der zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung
u = Vu
auf D = {(z,y) € R?|2? + y? < 16}, wobei die Temperatur auf dem Rand durch
u(z,y) = vy
gegeben ist.

Lsg. Die Differentialgleichung wird zu
Vu =0

Man erkennt wie das Gebiet aussehen sollt: D ist eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 4, das entspricht ein Radialsymmetrisches Gebiet. Mit den Polarkoordinaten

= 0
v = reos(d) (4.166)
y = rsin(0)
bekommt man das transformierte Problem
urr—l—r%ueg—i-ur%:(), auf {(r,0)s.d. 0<r <4, 0<6<2r} (4.167)
u(4,0) = 16 cos(f) sin(f), auf {(R,0) s.d. 0 <60 < 27} '
Die allgemeine Losung darf als bekannt benutzt werden. Es gilt
u(r,0) = Z r"(A, cos(nf) + B, sin(nh))
n=0
Mit den Randbedingung folgt
u(4,0) = 16 cos(0) sin(6)
= 8sin(20)
(4.168)

2 Z 4"(A,, cos(nb) + B, sin(nfh)).

n=0

Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A,=0,VneN
B, =0, n € N\{2} (4.169)
1
BQ — 5
Die allgemeine Losung lautet also
2
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Beispiel 54. Gesucht ist die Losung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten der Einheitss-
cheibe, wobei auf dem Rand gilt

ur(1,0) = cos(26) + 3sin(30)

Lsg. Die allgemeine Losung ist immer
u(r,0) =Y r"(A,cos(nf) + B, sin(nf))
n=0

Die Randbedingung verlangt

NE

ur(1,0) =Y n(A, cos(nb) + B, sin(nb))

(4.170)

Il
=)

= cos(26) + 3sin(36).
Man muss hier die Fourier-Koeffizienten nicht berechnen, ein Vergleich reicht und ergibt

A, =0, ne N\{2}

1
Ay ==
DY (4.171)
B, =0, neN\{3}
By =1

Die allgemeine Losung lautet also
2

u(r,0) = % cos(26) + r* sin(36)

Beispiel 55. Bestimmen Sie die Losung des Dirichlet-Problems in Polarkoordinaten auf einer
Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R, wenn

2,
Viu=0 (4.172)
w(R,0) = 0], 0< 6 < 2r

Lsg. Die allgemeine Losung lautet
ir" A, cos(nb) + B, sin(nd))
n=0
Die Randbedingung liefert
u(R,0) = i R"(A,, cos(nf) + B, sin(nh))

n=0

! (4.173)
= |0

Mit den gelernten Formeln kann man die Koeffizienten der Fourierreihen-Entwicklung berech-
nen. Es gilt

1 2w
A== [ seo
1 2m

= or ), 90 (4.174)
2m
2
Eﬁb

:’]T’
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1 2m
A, = R, f(®) cos(np)deo
1 2m
- /0 b cos(ng)do
o ] fo 4175
= gsin(mb) . _ﬁ/o sin(neg)do ( )
=0
1 2
= onzr 09,
=0,
1 2m
Bu= o [ 1(@)sin(no)do
1 2m
| esintno)o
B 1 ¢ o 1 2
= T (_E cos(no) . + E/o cos(ngb)dgzﬁ) (4.176)
1 2 1 2
" R _% * ﬁsin(ngb) 0
=0
2
" R’

Die gesuchte Losung lautet also

(o.9] 7“77' .
u(r,0) =m—2 ; T sin(n@).
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4.6 PDEs mit Laplace Transform losen

Dieser Methode wird normalerweise nicht besprochen: es ist aber ein ziemlich gutes Tool um
besondere PDEs zu 16sen. Die Idee des Verfahren ist dhnlich zur Methode mit den Fourier
Transformationen. Falls man eine Partielle Differentialgleichung zu 16sen hat, muss man:

Vorgehen
(I) Laplace Transform .Z in t auf beiden Seiten der PDE anwenden.

(II) Ableitungsregeln, Anfangsbedingungen und % (u,) = 2£.£(u) benutzen, um eine ODE
zu bekommen.

(III) ODE mit Randbedingungen 16sen.

(IV) Inverse Laplace Transform .Z~! auf beiden Seiten anwenden.

Bemerkung. In Schritt (II) habe ich denselben Trick wir fiir Fourier-Transform benutzen haben
benutzt: fir £ (u,) = &£ (u) hat man

L, 1)) = /0 " et

=% i u(x, t)e *dt (4.177)

d

Beispiel 56. Losen das Problem
Ugg = 100wy + 100u; + 25u
u(0,t) = sin(t), Randbedingung (4.178)
u(z,0) = uy(x,0) = 0, Anfangsbedingung
mit der Laplace-Transform. Die Losung muss fiir alle positive  beschrankt sein.
Lsg. Man wendet die Laplace-Transform auf beiden Seiten an: mit der Ableitungsregel folgt
pe

w2V

— 100520 — 100sU + 25U (4.179)

= (10s + 5)*U
Aus Analysis I/1I folgt
Ulz, s) = Ci(s)e~ (105492 | 0 (5)e105+9)e

Da die Losung muss fiir alle positive x beschriankt sein, setzt man Cy(s) = 0. Fiir die Randbe-
dingung gilt

_ (4.180)

Das heisst

1
U($, 8) _ o 16—(105+5)x

Man wendet die Inverse Laplace Transform an und erhéhlt

u(z,t) = e " sin(t — 10x)u(t — 10z).
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4.7 Harmonische Funktionen

Funktionen die die Poisson Gleichung
Au =10

erfiillen, sind harmonische Funktionen genannt. Fiir alle harmonische Funktionen gelten
wichtige Eigenschaften: ohne die allgemeine Losung u des Problems zu kennen, kann man
Aussagen uber spezielle Werte der Losungsfunktion machen. Diese Eigenschaften kann in dem
Maximumsprinzip und in dem Mittelwertsatz iibersetzt werden.

4.7.1 Maximumsprinzip

Im Innern des Gebiets S nimmt eine harmonische Funktion ihr Minimum und ihr Maximum nie
an, ausser wenn sie konstant ist. Das heisst dass die Funktion nimmt Maximum und Minimum
immer auf dem Rand S an.

4.7.2 Mittelwertsatz

Sei u eine harmonische Funktion auf dem Gebiet S, (xg, o) ein beliebiger Punkt in S und
a € R so dass ein Kreis mit Radius o und Mittelpunkt (zg,yo) vollsténdig in S liegt. Dann
gilt folgendes: eine harmonische Funktion ist an jedem beliebigen Punkt (xq,yo) gleich dem
Mittelwert auf jedem beliebigen Kreis um diesen Punkt.

u(xo, Yo) = S /Tr u(zo + acos(9), yo + asin(e))dep

2m ) .
Auf dem Rand es gilt
1 ™
u(0,0) = o [
T™J_n

wobei f(t) in jedes Problem anders definiert ist.

4.7.3 Well-posed and ill-posed Probleme

Die Losungen von Differentialgleichungen verhalten sich ziemlich gut: man kann die FEin-
deutigkeit der Losung eines Anfangswertproblems und ihre Abhéangigkekit von der Anfangs-
bedingungen beweisen. Man kann nicht immer das auch fiir Partielle Differentialgleichungen
sagen! Wir nennen ein Problem well-posed falls:

e Fristence: Das Problem hat eine Losung.
o Uniqueness: Die Losung ist eindeutig.
e Stability: Die Losung ist von Anfangsbedingungen und Randbedingungen abhangig

Bemerkung. Falls eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist, wie nennen das Problem ill-posed.
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Beispiel 57. Es sei
D = {(z,y)lz* +y* <1}

die Einheitskreisscheibe. die Funktion u : D — R erfiille die Laplacegleichung Au = 0. Ferner
sei f = uls, die Einschrankung von u auf den Rand ép von D. Wie iiblich bezeichnen (r, ¢)
die Polarkoordinaten.

(a) Gilt f(¢) = sin(¢), so folgt u(0,0) =0

Lsg. Mit der Formel berechnet man

1 s
u(0,0) = > /_ S sy
=0

Die Antwort lautet also: wahr.
(b) Ist f(¢) = 0 fiir alle ¢, so folgt u(z,y) = 0 fir alle (z,y) € D.
Lsg. Da f(¢) = 0 folgt mit der oben genannten Formel

u(z,y) =0

auf dem Rand. Die Antwort lautet also: wahr.
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