
BSc - Sessionsprüfung 12.8.2009

Regelungstechnik II (151-0590-00) Prof. Dr. L. Guzzella

Musterlösung

Dauer der Prüfung: 120 Minuten

Anzahl der Aufgaben: 8 (unterschiedlich gewichtet, total 66 Punkte)

Bewertung: Um die Note 6 zu erlangen, müssen nicht alle Aufgaben

gelöst werden. Bei jeder Aufgabe ist die Punktezahl ange-

geben.

Falsche Antworten bei den Multiple-Choice Aufgaben geben

Punkteabzug. (Detaillierte Angaben sind bei den entspre-

chenden Aufgaben zu finden.)

Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Blätter (40 Seiten)

Die Assistenten dürfen keine Hilfe geben.

Eigene elektronische Hilfsmittel sind nicht erlaubt.

Für die nuerischen Auswertungen erhalten Sie von uns einen

Taschenrechner

Zur Beachtung: Lösen Sie die Aufgaben ausschliesslich auf den vorbereiteten

Blättern.
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Aufgabe 1 (Aström-Hägglund) 9 Punkte

Eine Regelstrecke mit der Übertragungsfunktion

P (s) =
1− k ⋅ s

(1 + s)(2 + s)
,

ist gegeben, wobei k eine reelle Zahl ist.

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die kritische Verstärkung k∗p und die zugehörige Periode T ∗ in
Abhängigkeit vom Paramenter k.

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Reglerparameter kp, Ti, Td, und amit Hilfe der Einstellregeln
nach Aström-Hägglund für k = 1 und �min = 0.7. Die notwendigen Daten finden Sie in
der Tabelle 1.

Tabelle 1: Aström-Hägglund Entwurfsparameter

�min = 0.7 �min = 0.5
x �0 �1 �2 �0 �1 �2

kp/k
∗
p 0.33 −0.31 −1.00 0.72 −1.60 1.20

Ti/T
∗
i 0.76 −1.60 −0.36 0.59 −1.30 0.38

Td/T
∗
d 0.17 −0.46 −2.10 0.15 −1.40 0.56

a 0.58 −1.30 3.50 0.25 0.56 −1.20

c) (4 Punkte) Zeichnen Sie das Bode Diagram von P (s) für die beiden Fälle k = 2 und
k = −2. Verwenden Sie dafür die zwei leeren Diagramme auf der folgenden Seite. In
welcher der beiden Fälle kann das Verfahren nach Aström-Hägglund nicht angewendet
werden? Begründen Sie Ihre Antwort.
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Abbildung 1: Strecke P mit k = 2
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Abbildung 2: Strecke P mit k = −2

Lösung 1

a) (3 Punkte) Für den Frequenzgang der Strecke gilt:

P (j!) =
(1− j k !)

(1 + j !)(2 + j !)

=
(2− (1 + 3k)!2)− j !((2k + 3)− k !2)

(2− !2)2 + (3!)2
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Mit den Bedingungen

Im{P (j!∗)} = 0 , Re{P (j!∗)} = − 1

k∗p

erhält man

!∗
1 = 0 !∗

2,3 = ±
√

2k + 3

k

Die Lösung !∗
1 = 0 ist ungültig, und die Lösungen !∗

2,3 führen zum gleichen Wert von k∗p:

k∗p = −
(

((2− (1 + 3k)(!∗)2)
(2− (!∗)2)2 + (3!∗)2

)−1

.

b) (2 Punkte) Für die Bestimmung der Reglerparameter müssen zuerst ∣P (0)∣ = 1/2, k∗p = 3

und � = 1
k∗p⋅∣P (0)∣ = 1

3 1

2

= 2
3 berechnet werden. Daraus erhalten wir dann die folgenden

Reglerparameter:

kp = k∗p ⋅ �0 ⋅ e�1⋅�+�2⋅�2

= 0.516

Ti = T ∗ ⋅ �0 ⋅ e�1⋅�+�2⋅�2

= 0.626

Td = T ∗ ⋅ �0 ⋅ e�1⋅�+�2⋅�2

= 0.138

a = �0 ⋅ e�1⋅�+�2⋅�2

= 1.155.

c) (4 Punkte) Mit k = −2 kann das Verfahren nach Aström-Hägglund nicht angewendet
werden, da es für keine Frequenz ! eine Phase ' < −180∘ gibt.

−40

−30

−20

−10

0

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

90

180

270

360

P
ha

se
 (

de
g)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

Abbildung 3: Strecke P mit k = 2
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Abbildung 4: Strecke P mit k = −2
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Aufgabe 2 (Prädiktiver Regler) 11 Punkte

Die Streche mit der Übertragungsfunktion

P (s) =
K

1 + �s
⋅ e−sT = P0 ⋅ e−sT

wird mit einem Smith Kompensator prädiktiv geregelt. Abbildung 5 zeigt das Signalflussbild
dieses prädiktiven Reglers.
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Abbildung 5: Smith Kompensator

a) (2 Punkte) Abbildung 6 zeigt die Sprungantwort der Strecke P (ungeregelt) von u auf y
(d = 0, n = 0). Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Sprungantwort die numerischen Werte der
Parameter K,� und T der Strecke P .
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Abbildung 6: Sprungantwort der Strecke P

b) (2 Punkte) Für den nominalen Fall P̂ = P erlaubt der Smith Kompensator (Abbildung
5) die Auslegung eines Reglers Cr(s) ohne Berücksichtigung der Totzeit. Zeigen Sie die
Richtigkeit dieser Aussage.

c) (2 Punkte) Verwenden Sie das Resultat von b), um einen PI-Regler Cr(s) = kp(1 +
1

Ti⋅s)
auszulegen. Das dynamische Verhalten des Regelsystems zwischen dem Sollwert r und dem
Systemausgang y soll dabei die folgende Übertragungsfunktion aufweisen:

T (s) =
1

1 + �T s
⋅ e−sT = T0(s) ⋅ e−sT .

Bestimmen Sie analytisch die Reglerparamer Ti und kp des PI-Reglers.
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d) (2 Punkte) Berechnen Sie die Übertragungsfunktion zwischen d(s) und y(s) für den allge-
meinen (P̂ ∕= P ) und für den nominalen (P̂ = P ) Fall.

e) (3 Punkte) Die Strecke wird jetzt mit einem offenen Integrator erweitert

P (s) =
1

s
⋅ K

(1 + �s)
⋅ e−sT

und die Reglerparemeter des PI-Reglers werden angepasst, sodass der geschlossene Regel-
kreis stabil ist. Zeigen Sie im nominalen Fall (P̂ = P ), dass der Smith Kompensator nicht
in der Lage ist, Störungen d(s) = 1/s vollständig zu kompensieren.

Tipps:

∙ Endwertsatz: limt→∞ f(t) = lims→0 s ⋅ F (s)

∙ lims→0

(

1−e−sT

s

)

= T

Lösung 2

a) (2 Punkte) Die Strecke hat eine Zeitkonstante � = 3s, eine Verstärkung K = 4 und eine
Totzeit T = 2s.

b) (2 Punkte) Der geschlossene Regelkreis hat die Übertragungsfunktion

T (s) = T0 ⋅ e−sT =
P0Cr

1 + P0Cr
⋅ e−sT .

Der Regler Cr kann deshalb ohne die Berücksichtigung der Totzeit ausgelegt werden.

Der Regler Cr ist gegeben mit

Cr =
T0

P0 ⋅ (1− T0)
.

c) (2 Punkte) Die Reglerparameter können wie folgt bestimmt werden:

Cr =
T0

P0 ⋅ (1− T0)

=

1
1+�T s

K
1+�s(1− 1

1+�T s)

=
1 + �s

K�T s

= kp
1 + Tis

Tis

Ti = � und kp =
1
K ⋅ (�/�T ).

d) (2 Punkte) Die Übertragungsfunktion wird wie folgt berechnet.

C =
Cr

1 + CrP̂0(1− e−sT )
=

Cr

1 + Cr(P̂0 − P̂ )

Gyd =
P

1 + PC
=

P (1 + Cr(P̂0 − P̂ ))

1 + Cr(P − P̂ ) + P̂0Cr

P̂=P
= P

(

1− PCr

1 + P0Cr

)



Seite 8 Sessionsprüfung Regelungstechnik II

e) (3 Punkte) Das Störverhalten wird mit dem Endwertsatz berechnet.

lim
t→∞

Gyd = lim
s→0

P (1 + (P0 − P )Cr))

1 + P0Cr

= lim
s→0

K
s(1+�s)

(

1 + K
s(1+�s)

(

1− e−sT
)

kp

(

Tis+1
Tis

))

1 + K
s(1+�s)kp

Tis+1
Tis

= lim
s→0

K
(

s+
kpK
Ti

1−e−sT

s

)

kpK

= lim
s→0

K

Ti

1− e−sT

s

=
K

Ti
⋅ T

∕= 0
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Aufgabe 3 (Relative Gain Array) 7 Punkte

Betrachten Sie den in der Abbildung 7 dargestellten Mischprozess. Die Konzentration xA(t) des

Fluids A und der Austrittsmassenstrom
∗
mAB(t) werden durch die Massenströme

∗
mA(t) and

∗
mB(t) geregelt.

∗
mA(t)

∗
mB(t)

∗
mAB(t)

xA(t)

Abbildung 7: Der Mischprozess.

Falls die Konzentration xA(t) überall im Mischer gleich und nur langsame Änderungen der Stell-
signale angenommen werden, kann das System unter quasi-stationären Bedingungen betrachtet
werden, d.h. ẋA(t) ≈ 0 ∀ t. Mit diesen Annahmen kann das System mit folgenden nicht-linearen
algebraischen Gleichungen beschrieben werden:

∗
mAB(t) =

∗
mA(t) +

∗
mB(t) (1)

xA(t) =

∗
mA(t)

∗
mA(t) +

∗
mB(t)

, (2)

wobei
∗
mAB(t) und xA(t) gemessene Ausgänge sind, d.h.

u1(t) =
∗
mA(t), y1(t) =

∗
mAB(t) (3)

u2(t) =
∗
mB(t), y2(t) = xA(t). (4)

a) (1 Punkt) Linearisieren Sie das System, das durch die Gleichungen (1) und (2) im Betriebs-

punkt { ∗
mAB,0, xA,0} beschrieben ist, und zeigen Sie, dass die quasi-stationäre Übertragungs-

matrix P wie folgt angegeben werden kann:

P =

[

1 1
1−xA,0
∗

mAB,0

− xA,0
∗

mAB,0

]

(5)

b) (1 Punkt) Erklären Sie den physikalischen Grund, warum P22 negativ ist, d.h. − xA,0
∗

mAB,0

< 0.

c) (2 Punkte) Berechnen Sie den Relative Gain Array für das linearisierte System.

d) (3 Punkte) Wir möchten nun das in a) linearisierte System um den Betriebspunkt regeln.
Betrachten Sie die drei Fälle: 1) xA,0 = 0; 2) xA,0 = 0.5; und 3) xA,0 = 1. Für welchen xA,0

würden zwei SISO Regler ausreichen und welche Paarungen würden Sie wählen? Erklären
Sie Ihre Wahl.
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Lösung 3

a) The system Eq. (1) and (2) is in the form y(t) = f(u(t)). Linearizing the system transforms
it into the form y(t) = P ⋅ u(t), where P is the steady-state gain matrix given by

P =

[

∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

]

=

[

1 1
1−xA
∗

mAB

− xA
∗

mAB

]

xA = xA,0
∗

mAB =
∗

mAB,0

. (6)

Laplace transformation of y(t) = P ⋅u(t) simply yields Y (s)
U(s) = P such that the steady-state

transfer function matrix equals the steady-state gain matrix.

b) The static gain P22 is negative because an increase in
∗
mB(t) results in a decrease in

concentration xA.

c) For a 2× 2 non-singular matrix P (s), the relative gain array RGA(s) is

RGA(s) =

[

�11 1− �11

1− �11 �11

]

, (7)

where

�11 =
P11 ⋅ P22

P11 ⋅ P22 − P12 ⋅ P21
. (8)

Thus, for the given system we get

RGA(s) =

[

xA,0 1− xA,0

1− xA,0 xA,0

]

. (9)

d) Case 1) xA,0 = 0:

RGA(s) =

[

0 1
1 0

]

. (10)

A concentration of xA = 0 is only achieved by shutting off the entering flow of fluid A

while maintaining constant outflow
∗
mAB by increasing the entering flow of fluid B. Thus,

two SISO controllers with the pairing u1 → y2 and u2 → y1 is chosen.

Case 2) xA,0 = 0.5:

RGA(s) =

[

0.5 0.5
0.5 0.5

]

. (11)

Decoupling is not recommended. A MIMO controller should be chosen.

Case 3) xA,0 = 1:

RGA(s) =

[

1 0
0 1

]

. (12)

A concentration of xA = 1 is only achieved by shutting off the entering flow of fluid B

while maintaining constant outflow
∗
mAB by increasing the entering flow of fluid A. Thus,

two SISO controllers with the pairing u1 → y1 and u2 → y2 is chosen.
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Aufgabe 4 (Robust Performance) 7 Punkte

Aufgaben a) und b) können unabhängig voneinander gelöst werden.

a) (3 Punkte) Die Durchtrittsfrequenz der nominalen Kreisverstärkung L(j!) eines Regel-
systems mit einer Phasenreserve von ' = 60∘ sei !c = 2 rad/s (Vergleich Abbildung 8).
Um robuste Regelgüte sicher zu stellen, wird folgende Begrenzung für die Sensitivität
S(j!) gefordert

W1(s) =
s+ 1

3
2 ⋅ s+ 1

. (13)

Finden Sie die maximal erlaubte Streckenunsicherheit, so dass bei der Durchtrittsfrequenz
!c robuste Regelgüte garantiert ist.

Im

Re−1

'

L(j!)

!c

∣W1(j!)∣

Abbildung 8: Problemdarstellung von Aufgabe a.

b) (4 Punkte) Nun sei die Sensitivitätsbegrenzung W1(s) gegeben durch

W1(s) =
s/B + !1

s+ !1 ⋅A
. (14)

Welcher der beiden Parameter A und B muss verändert werden, um

i) die Sensitivität bei kleinen Frequenzen;

ii) den maximalen Überschwinger der Sensitivität

zu beeinflussen?

Nun sei A = 0.1, B = 10 und !1 = 10 rad/s gegeben. Zeichnen Sie ∣W1(s)∣−1 auf der
nächsten seite in Abbildung 9 ein.

Lösung 4

a) Out of geometrical considerations, the return difference of the nominal plant at !c is
∣1 + L(j!c)∣ = 1. The magnitude ∣W1(j!c)∣ is

∣W1(j!c)∣ =
√

(!c)2 + 12
√

(

3
2 ⋅ !c

)2
+ 12

=

√
22 + 12

√

(

3
2 ⋅ 2

)2
+ 12

=

√
5√
10

=

√
2

2
. (15)
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Abbildung 9: Zeichnen Sie hier ∣W1(s)∣−1.

Thus, the maximum allowable plant uncertainty at the cross-over frequency is ∣W2(j!c)∣ =
1−

√
2
2 .

b) i) The sensitivity in the passband is influenced by A. Consider

lim
!→0

∣W1(j!)∣−1 = A. (16)

ii) The peak of the sensitivity is influenced by B. Consider

lim
!→∞

∣W1(j!)∣−1 = B. (17)

We have seen that ∣W1(j!)∣−1 = AdB = 20 ⋅ log10(0.1) = −20 dB for low frequencies and
∣W1(j!)∣−1 = BdB = 20 ⋅ log10(10) = 20 dB for high frequencies. Furthermore, W1(s) has
a pole � = −!1 ⋅ A and a zero � = −!1 ⋅ B. Thus, the slope of ∣W1(j!)∣−1 is 20 dB/dec
between !� = 10 ⋅ 0.1 = 1 rad/s and !� = 10 ⋅ 10 = 100 rad/s. ∣W1(j!)∣−1 is sketch in Fig.
10.



Sessionsprüfung Regelungstechnik II Seite 13

Frequency (rad/s)

M
ag
n
it
u
d
e
(d
B
)

10−2 10−1 100 101 102 103 104

-20

-10

0

10

20

Abbildung 10: Sketch of ∣W1(s)∣−1.
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Aufgabe 5 (LQG/LTR) 10 Punkte

Sie haben ein System wie folgt modelliert:

ẋ(t) = 3x(t) + 2u(t)
y(t) = 2x(t).

Nun möchten Sie gemäss folgenden Schritten einen Regler für das System auslegen:

a) (2 Punkte) Entwerfen eines LQ-Reglers K mit Zustandsrückführung für C̄ = 2, Q =
C̄T ⋅ C̄, R = 1 (Hinweis: In MATLAB würden Sie schreiben K=lqr(A,B,Q,R);)

b) (2 Punkte) Entwerfen eines Beobachters L für C̄ = 2, Q = C̄T ⋅ C̄ (Hinweis: in MATLAB

würden Sie schreiben L=lqr(A’,C’,B*B’,Q);)

c) (4 Punkte) Nach einigen Untersuchungen stellen Sie fest, dass das ausgelegte Regelsystem
einen stationären Regelfehler aufweist. Entwerfen Sie nun einen neuen LQ-Regler Ke für
R = 1, mit integral action (mit integrierendem Verhalten), dessen Verstärkung 
 = 1
ist!
(Erweitern Sie das ursprüngliche System zu einem System zweiter Ordnung {Ã, B̃, C̃} und
berechnen Sie anschliessend den neuen Regler! In MATLAB würden Sie schreiben:
K_e=lqr(A_tilde,B_tilde,C_tilde’*C_tilde,R);.
Hinweis: Die Vorzeichen der Lösung der resultierenden Matrix-Riccati-Gleichung sind:

Φ =

(

+ −
− +

)

.

d) (2 Punkte) Zeichnen Sie ein detailliertes Signalflussbild des gesamten Regelsystems aus
b) und c) inklusive der erweiterten Regelstrecke, Beobachter und Regler! Setzen Sie die
entsprechenden Zahlenwerte ein!

Lösung 5

a) (2 Punkte) Die Zustandsrückführmatrix des LQG-Reglers wird bestimmt durch

K = r−1 ⋅BT ⋅ Φ,

wobei Φ die positiv-definite Lösung der folgenden Matrix-Riccati-Gleichung ist:

Φ ⋅B ⋅R−1 ⋅BT ⋅ Φ− Φ ⋅A−AT ⋅ Φ−Q = 0.

Für die System-Matrizen A = 3, B = 2 sowie Q = 4 erhalten wir:

Φ ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ 2 ⋅ Φ− Φ ⋅ 3− 3 ⋅ Φ− 4 = 4Φ2 − 6 ⋅ Φ− 4 = 0,

Φ2 − 3

2
⋅ Φ− 1 = 0,

Φ1,2 =
3

4
±
√

9

16
+ 1 =

3

4
± 5

4

Φ1,2 = {2,−0.5} .
Die einzige positiv-definite Lösung der Riccati-Gleichung ist Φ = 2. Daraus erhalten wir
die Zustandsrückführung

K = 1 ⋅ 2 ⋅ 2 = 4.
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b) (2 Punkte) Die Verstärkungsmatrix des LTR-Beobachters wird bestimmt durch

L =
(

Q−1 ⋅ C ⋅ Φ
)T

,

wobei Φ die positiv-definite Lösung der folgenden Matrix-Riccati-Gleichung ist:

Φ ⋅ CT ⋅Q−1 ⋅ C ⋅ Φ− Φ ⋅AT −A ⋅ Φ−B ⋅BT = 0.

Für die System-Matrizen A = 3, B = 2, C = 2 erhalten wir:

Φ ⋅ 2 ⋅ 1
4
⋅ 2 ⋅ Φ− Φ ⋅ 3− 3 ⋅ Φ− 2 ⋅ 2 = Φ2 − 6 ⋅ Φ− 4 = 0,

Φ1,2 = 3±
√

36

4
+ 4 = 3±

√
52

2
,

Φ1,2 =

{

3 +

√
52

2
≈ 6.6056, 3−

√
52

2
≈ −0.6056

}

.

Die einzige positiv-definite Lösung ist 3 +
√
52
2 . Daraus erhalten wir die Verstärkung des

Beobachters

L =

(

1

4
⋅ 2 ⋅ (3 +

√
52

2
)

)

=
6 +

√
52

4
.

c) (4 Punkte) Die System-Matrizen {Ã, B̃, C̃} des mit einem Integrator (Verstärkung 
 = 1)
erweiterten Systems lauten:

Ã =

(

A 0
−C 0

)

=

(

3 0
−2 0

)

B̃ =

(

b
0

)

=

(

2
0

)

C̃ =

(

c̄ 0
0 


)

=

(

2 0
0 1

)

.

Für

Φ =

(

s1 s2
s2 s3

)

lautet die Matrix-Riccati-Gleichung

(

4s21 4s1s2
4s1s2 4s22

)

−
(

3s1 − 2s2 0
3s2 − 2s3 0

)

−
(

3s1 − 2s2 3s2 − 2s3
0 0

)

−
(

4 0
0 1

)

=

(

4s21 − 6s1 + 4s2 − 4 4s1s2 − 3s2 + 2s3
4s1s2 − 3s2 + 2s3 4s22 − 1

)

=

(

0 0
0 0

)

.

Mit der Gleichung an der Position (2,2) erhalten wir direkt s2:

−1 + 4s22 = 0 ⇒ s2 = ±1

2
.
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Mit dem Hinweis zu den Vorzeichen von Φ folgt:

−1 + 4s22 = 0 ⇒ s2 = −1

2
.

Die Gleichung an der Position (1,1) liefert s1, gegeben s2:

s21 −
6

4
s1 + s2 − 1 = 0 ⇒ s1 =

3

4
±
√

9

16
− s2 + 1 =

3

4
±

√
33

4
.

Da Φ positiv definit sein muss, muss s1 positiv sein:

⇒ s1 =
3

4
+

√
33

4
≈ 2.1861.

Den Wert für s3 erhalten wir schliesslich durch die Gleichung an der Position (1,2) oder
(2,1):

4s1s2 − 3s2 + 2s3 = 0 ⇒ s3 =
1

2
(3s2 − 4s1s2) =

√
33

4
≈ 1.4361.

Mit den berechneten Werten lautet die Lösung für die Matrix Φ:

Φ =

(

3
4 +

√
33
4 −1

2

−1
2

√
33
4

)

.

Die Verstärkungsmatrix Ke des LQR-Reglers für die erweiterte Strecke ist somit:

Ke =
(

K −KI

)

= R−1 B̃T Φ = 1
(

2 0
)

(

3
4 +

√
33
4 −1

2

−1
2

√
33
4

)

=
(

3
2 +

√
33
2 −1

)

.

d) (2 Punkte) Das Signalflussbild des LQG/LTR-Regelsystems ist in Fig.(11) dargestellt.
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-12.35

-4.37

2

1 

 2 2 

3

( )r t ( )y tˆ( )x t ( )u t

Abbildung 11: Signal flow diagram of LQG/LTR controller
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Aufgabe 6 (Multiple Choice) 8 Punkte

Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob sie richtig oder falsch sind. Markieren Sie das
entsprechende Kästchen mit einem Kreuz (□×).

Die Antworten sind nicht zu begründen. Alle Fragen sind gleich gewichtet (1 Punkt). Falsch
beantwortete Fragen geben entsprechend Punkteabzug (−1 Punkt). Nicht beantwortete Fragen
geben 0 Punkte. Das Punkteminimum für die gesamte Aufgabe beträgt 0 Punkte.

a) Bei einem Regelsystem mit LQG-Regler ist die Bedingung für die Robustheit

�LQG = min
!

{�min {I + LLQG(j!)}} ≥ 1 (18)

im Allgemeinen nicht erfüllt. Dabei bedeutet �min der kleinste Singularwert und LLQG ist
die Kreisverstärkung des Regelsystems.

□ Richtig.

□ Falsch.

b) Für eine Strecke sind der maximale und minimale Singularwert über die Frequenz gemäss
Abbildung (12) gegeben. Eine Streckenerweiterung durch Integratoren zur Vermeidung
eines stationären Regelfehlers kann beim LQG-Regelentwurf entfallen.
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Abbildung 12: Singularwerte der Strecke

□ Richtig.

□ Falsch.

c) Mit der Aström-Hägglund Reglerauslegungsmethode werden oft bessere Ergebnisse als mit
der Ziegler-Nichols Methode erhalten. Es besteht aber keine Garantie über die Qualität der
Störunggsunterdrückung des geschlossenen Regelkreises, jedoch ist seine Stabilität immer
sichergestellt.

□ Richtig.

□ Falsch.
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d) Sei P0(s) eine stabile Strecke endlicher Ordnung und R(s) ein Regler für die gegebene
Strecke. Das Störverhalten des geschlossenen Regelkreises ist dann

y(s) =
1

1 +R(s)P0(s)
⋅ d(s) = S0(s) ⋅ d(s). (19)

Eine Totzeit wird eingefügt und die neue Strecke P ergibt sich als P (s) = P0(s) ⋅e−sT . Für
die Regelung dieses Systems wird ein Smith Kompensator mit dem Regler Cr(s) = R(s)
verwendet und es wird angenommen, dass P̂ = P (siehe Abbildung 5, Aufgabe 2). Das
Störverhalten des geschlossenen Reglekreises ist dann y(s) = S0 ⋅ e−sT ⋅ d(s).

□ Richtig.

□ Falsch.

e) Die Übertragungsfunktion

P (s) =

[

0 P 2,2
1 P 1,1

2

P 1,1
1 P 2,2

2 0

]

hat das in Abb. 13 dargestellte Signalflussbild.

P1(s) P2(s)

u1(t)

u2(t)

y1(t)

y2(t)

Abbildung 13: Signalflussbild.

□ Richtig.

□ Falsch.

f) Betrachten Sie folgendes 2× 2 MIMO system

P (s) =

[ 1
s+2

1
s+2

1
s−3

1
s+2

]

Die Pole von P (s) sind �1 = 3, �2 = −2, �3 = −2 und �4 = −2.

□ Richtig.

□ Falsch.

g) Jede Zeile und jede Spalte im Relative Gain Array RGA(s) summiert sich zu 1 auf.

□ Richtig.

□ Falsch.

h) Die Bedingung

∣W1(j!)∣+ ∣W2(j!) ⋅ L(j!)∣ < ∣1 + L(j!)∣ ∀! (20)

ist hinreichend, um die Stabilität des geschlossenen Regelkreises zu gewährleisten.

□ Richtig.

□ Falsch.
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Lösung 6

a) Richtig. Der minimale Singularwert der Kreisverstärkungsdifferenz kann beliebig klein wer-
den.

b) Richtig. lim
!→0

(∣G(j!)∣) = ∞ ⇒ lim
!→0

(∣L(j!)∣) = ∞

c) Falsch.

d) Falsch.

e) Richtig.

f) Falsch. Die Pole von P (s) sind nur �1 = 3, �2 = −2 und �3 = −2, d.h. der Pol −2 hat nur
eine Vielfachheit von 2.

g) Richtig.

h) Falsch. Die Kreisverstärkung L(j!) könnte den kritischen Punkt (SISO) auch links pas-
sieren.
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Aufgabe 7 (Systemanalyse eines MIMO-Systems) 8 Punkte

Gegeben sind die folgenden Systemmatrizen eines dynamischen Systems dritter Ordnung in
Abhängigkeit der Variable a:

A =

⎡

⎣

−4 0 4
3 a 0
−1 0 0

⎤

⎦ , B =

⎡

⎣

0 2
1 0
0 0

⎤

⎦ , C =

[

0 0 1
1 0 0

]

, D =

[

0 0
0 0

]

.

a) (2 Punkt) Für welchen Wertebereich von a ist das System asymptotisch stabil?

Für die restlichen Teilaufgaben b), c) und d) sei nun a = −1 gegeben.

b) (1 Punkt) Ist das System vollständig steuerbar? Begründen Sie Ihre Antwort mathema-
tisch.

c) (2 Punkte) Handelt es sich bei diesem Zustandsraummodell um eine Minimalrealisation?
Begründen Sie Ihre Antwort mathematisch.

d) (3 Punkt) Bestimmen Sie die Übertragungsmatrix P (s) des Systems.

Lösung 7

a) Für die Beurteilung der Stabilität des Systems werden die Eigenwerte von A, d.h. die
Wurzeln des charakteristischen Polynoms berechnet.

det(�I −A) = det(

⎡

⎣

�+ 4 0 −4
−3 �− a 0
1 0 �

⎤

⎦) = (�+ 4)(�− a)�+ 4(�− a)

= (�− a) [(�+ 4)�+ 4]

= (�− a)
[

�2 + 4�+ 4
]

= (�− a)(�+ 2)2
!
= 0

⇒ �1 = a und �2,3 = −2

Damit das System assymptotisch stabil ist, muss der Eigenwert �1 = a negativen Realteil
haben, d.h. a < 0.

b) Das System ist genau dann vollständig steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix ℛ vollen
Rang hat. Im vorliegenden Fall ergibt sich für die Steuerbarkeitsmatrix,

ℛ = [B,AB,A2B] =

⎡

⎣

0 2 0 −8 0 24
1 0 −1 6 1 −30
0 0 0 −2 0 8

⎤

⎦ .

Offensichtlich hat ℛ vollen Rang, Rang(ℛ) = 3, d.h. das System ist vollständig steuerbar.

c) Das Zustandsraummodell ist nur dann eine Minimalrealisierung, falls die Realisierung so-
wohl vollständig steuerbar als auch vollständig beobachtbar ist. Aus Teilfaufgabe b) wissen
wir, dass das System vollständig steuerbar ist.
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Das System ist vollständig beobachtbar, falls die Beobachtbarkeitsmatrix O vollen Rang
hat.

O = [CT , ATCT , (AT )2CT ]T =

⎡

⎣

0 1 −1 −4 4 12
0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 −4 −16

⎤

⎦

T

Offensichtlich hat O nicht vollen Rang, Rang(O) = 2, d.h. das System ist nicht vollständig
beobachtbar.
Die Realisierung ist also keine minimale Realisierung.

d) Die Übertragungsmatrix P (s) eines MIMO-Systems wird analog zur Übertragungsfunktion
eines SISO-Systems berechnet,

P (s) = C ⋅ (sI −A)−1 ⋅B +D .

Für das gegebene System ergibt sich,

P (s) = C ⋅

⎡

⎣

s+ 4 0 −4
−3 s+ 1 0
1 0 s

⎤

⎦

−1

⋅B +D

= C ⋅

⎛

⎜

⎝

1

det(sI −A)
⋅

⎡

⎣

s(s+ 1) 3s −(s+ 1)
0 s(s+ 4) + 4 0

4(s+ 1) 12 (s+ 4)(s+ 1)

⎤

⎦

T
⎞

⎟

⎠
⋅B +D

=
1

(s+ 1)(s+ 2)2
⋅ C ⋅

⎡

⎣

s(s+ 1) 0 4(s+ 1)
3s s(s+ 4) + 4 12

−(s+ 1) 0 (s+ 4)(s+ 1)

⎤

⎦ ⋅

⎡

⎣

0 2
1 0
0 0

⎤

⎦+D

=
1

(s+ 1)(s+ 2)2
⋅
[

0 0 1
1 0 0

]

⋅

⎡

⎣

0 2s(s+ 1)
s(s+ 4) + 4 6s

0 −2(s+ 1)

⎤

⎦+D

=
1

(s+ 1)(s+ 2)2
⋅
[

0 −2(s+ 1)
0 2s(s+ 1)

]

+

[

0 0
0 0

]

=

⎡

⎢

⎢

⎣

0
−2

(s+ 2)2

0
2s

(s+ 2)2

⎤

⎥

⎥

⎦

.
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Aufgabe 8 (MIMO-Systeme, Singularwerte) 6 Punkte

a) (3 Punkte) Gegeben sei das folgende lineare, gekoppelte MIMO-System, bestehend aus den
beiden Subsystemen P1 und P2, mit den beiden Eingängen u1 und u2 und den Ausgängen
y1 und y2.

u1(t)

u2(t) y2(t)

y1(t)
P2(s)

P1(s)

Das Subsystem P1 sei gegeben durch die Zustandsraumdarstellung:

A1 =

[

−3 0
2 1

]

, B1 =

[

1 0
2 1

]

, C1 =

[

0 2
3 1

]

, D1 =

[

0 1
0 0

]

.

Und das Subsystem P2 habe folgende Übertragungsfunktion:

P2(s) =
[

1
s−2

s−1
(s+4)(s−2)

]

.

Bestimmen Sie die Übertragungsfuktion P (s) des gesammten Systems.

b) (3 Punkte) Gegeben sei folgende Übertragungsfunktion G(s)

G(s) =

[

2
s+1/2

1
s+1/2

2
s+1/2

−1
s+1/2

]

.

Bestimmen Sie die Singularwerte von G(s) bei der Frequenz ! = 1
2
rad
s .
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Lösung 8

a) Zuerst wird die Übertragungsfunktion des Subsystems P1(s) berechnet:

P1(s) = C1 ⋅ (sI −A1)
−1 ⋅B1 +D1 (21)

P1(s) = C1 ⋅
[

s+ 3 0
−2 s− 1

]−1

⋅B1 +D1 (22)

P1(s) = C1 ⋅
1

det(sI −A1)
⋅
[

s− 1 0
2 s+ 3

]

⋅B1 +D1 (23)

P1(s) =
1

(s+ 3)(s− 1)
⋅ C1 ⋅

[

s− 1 0
2 s+ 3

]

⋅
[

1 0
2 1

]

+D1 (24)

P1(s) =
1

(s+ 3)(s− 1)
⋅
[

0 2
3 1

]

⋅
[

s− 1 0
2 + 2(s+ 3) s+ 3

]

+D1 (25)

P1(s) =
1

(s+ 3)(s− 1)
⋅
[

0 2
3 1

]

⋅
[

s− 1 0
2s+ 8 s+ 3

]

+D1 (26)

P1(s) =
1

(s+ 3)(s− 1)
⋅
[

4s+ 16 2(s+ 3)
3(s− 1) + 2s+ 8 s+ 3

]

+D1 (27)

P1(s) =

[

4s+16
(s+3)(s−1)

2
s−1

5s+5
(s+3)(s−1)

1
s−1

]

+

[

0 1
0 0

]

(28)

P1(s) =

[

4s+16
(s+3)(s−1)

s+1
s−1

5s+5
(s+3)(s−1)

1
s−1

]

(29)

Die gesammte Übertragungsfunktion setzt sich dann folgendermassen zusammen:

P (s) =

[

P 1,1
2 + P 1,1

1 P 1,2
2 P 1,2

1 P 1,2
2

P 2,1
1 P 2,2

1

]

(30)

Eingesetzt erhält man:

P (s) =

[

s+7
(s+3)(s−2)

s+1
(s+4)(s−2)

5s+5
(s+3)(s−1)

1
s−1

]

(31)

b) Die Übertragungsmatrix G(s) hat an der Stelle ! = 1/2rad/s folgenden Wert

G(1/2 ⋅ j) =
[

2− 2j 1− j
2− 2j −1 + j

]

Die Singularwerte einer Matrix P berechnen sich zu �i{P} =
√

�i{ḠTG}.
Berechnen der Hessematrix H = ḠTG:

H = ḠT (1/2 ⋅ j)G(1/2 ⋅ j) =
[

2 + 2j 2 + 2j
1 + j −1− j

]

⋅
[

2− 2j 1− j
2− 2j −1 + j

]

=

[

16 0
0 4

]

(32)

Die Eigenwerte können direkt abgelesen werden:

�1 = 16 �2 = 4

Und schliesslich für die Singularwerte:

�1{G(j)} =
√

�1 = 4 �2{G(j)} =
√

�2 = 2


