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Aufgabe 1 (PID-Regler) 6 Punkte

Amacher (Ochsner)

Ein System P(s) soll mit einem PID-Regler geregelt werden. Der Regler soll Setpoint Weighting
enthalten und mit Hilfe der Astrom-Héagglund Regeln eingestellt werden.

10
(s+1)(s+2)(s+3)

P(s) =

a) (2 Punkte) Berechnen Sie folgende Werte, die notwendig sind um die Reglerparameter zu
berechnen:

i)  Die kritische Zeitkonstante 7™
ii)  Die kritische Verstérkung k;,
iii)  Die statische Verstérkung der Strecke

b) (2 Punkte) Untenstehende Abbildung zeigt das Signalflussbild des Gesamtsystems. Be-
rechnen Sie analytisch (d.h. als Formel) die Ubertragungsfunktion von r nach y.

{a l»0— o k
A _ p
- k Y ou 10
» b »g?_—> = > f > GGG+
d
> C — k,T, > —
_ p'd dt

c) (2 Punkte) Aufgrund der Resultate in Teilaufgabe a) wurden mit Hilfe der Astrom-
Hégglund Regeln die Parameter k, (=3.73), T; (=0.99), Ty (=0.25) und a (=0.26) be-
stimmt. Das Bild unten zeigt die Sprungantwort des geschlossenen Regelkreises. Aus der
Vorlesung wissen Sie, was sinnvolle Werte fiir die Parameter b und c¢ sind. Wurden diese
im vorliegenden Fall korrekt gew&hlt?
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Losung 1

a)  Die gesuchten Werte k; und 7" kénnen durch Auswerten der beiden folgenden Beziehungen
gefunden werden:

« oy ! .
k,-P(jw*) =—-1+0-
= 2T

w*

Die Auswertung ergibt:

v Pl 10 & 10 &
P VY T G T D) (e +2)Gwt +3) . 6w+ 6 + j(—w" + 11w*)

—wB 11wt £ 0 = ot = V11
10-k; |

Towrg TR0

Die statische Verstarkung der Strecke betrigt:

_10

PO) =

Y(s) = P()-U(s) = P(s)- ((aR<s> Y (5)) -k + (bR(s) — Y(5)) -

el A

- % + (cR(s) =Y (s)) - kp-Tq- s)

b 1
R(S)-P(S)-kp- (a+ Ts +cTy) =Y(s) - (1+ P(s) -kp‘(l—i- Ts —l—kadS))
Y(s)  kpP(s)a+ 75 +cTus)

R(s)  1+ky- P(s)(1+ 75 + Tus)
10k, (aT}s + b+ cT;Tys?)
Tis(s +1)(s +2)(s +3) + 10k, (Tis + 1 + T;T;s2)

T(s) =

c)  Sinnvolle Werte fiir b und ¢ sind:

e b=1. Der statische Nachlauffehler des Systems geht mit dieser Wahl gegen Null.

e ¢=0. Die Sollwert wird nicht auf den Differentiator geschaltet. Somit entstehen keine
Probleme bei Spriingen in der Sollgrosse.

Aus den gezeigten Simulationsdaten kann geschlossen werden dass der Wert fiir b nicht
entsprechend der oben genannten Richtlinien gew#hlt wurde, da ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist. Da die Stellgrosse trotz eines Sollwertsprungs beschrankt bleibt, kann
davon ausgegangen werden dass c¢ gleich Null gew&hlt wurde.
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Aufgabe 2 (Pradiktive Regelung) 8 Punkte

Ochsner (Amacher)

Eine Regelstrecke P(s) = P.(s) - e7*" wird mit einem Smith Predictor geregelt. Das Signal-
flussbild des geschlossenen Regelkreises ist in Abbildung 1 dargestellt.

Abbildung 1: Smith Predictor

a) (3 Punkte) Nehmen Sie an, dass das interne Modell des Reglers nicht genau mit dem
Modell der Strecke iibereinstimmt (P.(s) # P.(s) und 7 # 7). Leiten Sie die folgen-
den Ubertragungsfunktionen als Funktion der elementaren Blécke aus dem Signalflussbild
her.

i)  Regler
ii)  Kreisverstirkung

iii) Komplementére Sensitivitét

b) (1 Punkt) Der interne Regler C,(s) kann ohne Beriicksichtigung der Totzeit ausgelegt
werden, sofern Strecke und Modell {ibereinstimmen (P, (s) = P.(s) und # = 7). Zeigen Sie,
dass sich in diesem idealen Fall die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises
darstellen lésst als

T(s) =Tr(s) - e,
wobei T} (s) von endlicher Ordnung ist.

c) (1 Punkt) T,(s) soll sich wie ein Tiefpass erster Ordnung mit einer Eckfrequenz von a ver-
halten. Die Verstarkung von 7). (s) bei tiefen Frequenzen soll dabei so gewihlt werden, dass
kein statischer Nachlauffehler auftritt. Geben Sie die gewiinschte Ubertragungsfunktion
T,(s) an, die diese Eigenschaften erfiillt.

d) (1 Punkt) Die Regelstrecke wurde von Threm Kollegen modelliert. Allerdings hat er nur
die Zustandsraumbeschreibung hergeleitet. Sie ist gegeben durch

j;(t):[g é]-x(tw[g].u(w
und
gity=1[1 0] () y(t) =gt — )

Berechnen Sie die Ubertragunsfunktion P(s) = P.(s) - e

e) (2 Punkte) Berechnen Sie mit den Resultaten fiir 7,(s) und P,(s) die Ubertragungsfunktion
des internen Reglers C,(s).
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Losung 2

a) 1)  Regler

_U(s) _ Cr(s)
O =F6 17 Py(s) - Cp(s) - (1 —e=57)
i)  Kreisverstarkung

P.(s)-Cyp(s)-e*7

L(s) = ~ -
14+ P.(s)-Cr(s) - (1 —e57)
i)  Komplementére Sensitivitét

Y(s) _ _L(s)
) =R 1L
T(s) = P.(s)-Cy(s)-e*"
14 Po(s) - Cr(s) - (1 — e=57) + Pu(s) - Cp(s) - =57

b)  Esgilt P.(s) = P,(s) und 7 = 7, damit wird die die Komplementiire Sensitivitit zu

_ P.(s)-Cy(s)-e*T
14+ P(s)-Cr(s)- (1 —e=7) + Pr(s) - Cp(s) - =57

T(s)




Seite 6 Sessionspriifung Regelungstechnik 11

c)  Ein Tiefpass erster Ordnung hat die Ubertragungsfunktion

k
Ts +1

X(s) =

mit k als DC-gain und w = % als Eckfrequenz. Um keinen statischen Nachlauffehler zwi-
schen r und y zu haben muss der geschlossene Regelkreis eine statische Verstarkung von 1
haben. Mit der Information tiber die Eckfrequenz von a erhilt man als Losung

1 a

T.(s) = - .
r(s) 1s+1 s+a

d) Die beiden Differentialgleichungen sind einzeln geschrieben

1
t1(t) = t to(t) = — - u(t
1 (t) = wa(t) aa(t) = — - u(t)
mit
g(t) = x1(2) y=9(t—7).
Laplace transformiert lauten die Gleichungen dann
1
sX1(s) = Xa(s) sXs(s) = ol U(s)
und
Y (s) = X1(s) Y(s)=Y(s) e .
Diese Gleichungen werden zu
X1 (s) = sXa(s) = —U(s)
1{s) = sXa(s) = —
und die Ubertragungsfunktion damit zu
Y(s) Xi(s)-e 1 _ _
P = g pr— . ST e P'r . ST'
() U(s) Xi(s)-ms?>  ms? ¢ (s)-e
e) Ausb) gilt
Pr s Lp
rs) = D Cls)
1+ C(s) - Pe(s)
Aufgelost nach C,(s) ergibt sich
T
Cr(s) = (5) .
Po(s)- (1 =T(s))
mit den oben hergeleiteten T'.(s) = ;1 und P(s) = # ergibt sich
a 2 2
Cr(s) = e = =2 ams.

L. 1-2%) (s+a)—a s

ms? s+a



Sessionspriifung Regelungstechnik IT Seite 7

Aufgabe 3 (Diagonal Dominante Systeme) 10 Punkte

Shafai (Guzzella)

An Threm ersten Arbeitstag in der Firma SCS Inc. (Super Control Systems, Incorporated) er-
halten Sie die Aufgabe zu beurteilen, ob fiir ein MIMO-System mit der Ubertragungsmatrix

1
o
s+1 )
P(s) = mit o € R
5+ 2
s+1 s

ein “echter” MIMO-Entwurf notwendig ist oder die Regelungsaufgabe auch zufriedenstellend
mit zwei voneinander unabhéngigen SISO-Regelkreisen (“one-loop-at-the-time”) gel6st werden
kann.

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die frequenzabhéngige Matrix der Relative-Gain Array RGA(s)
in Funktion von . Nutzen Sie dabei die Eigenschaften der RGA-Matrix, damit Sie RGA(s)
mogllichst effizient bestimmen kénnen!

b) (1 Punkt) Fiir welchen Wert von « kénnen Sie die Regelungsaufgabe fiir alle Frequenzen
w € [0,00) mit dem Ansatz “one-loop-at-the-time” 16sen?

Nun erhalten Sie die Zusatzinformation, dass o = 1 ist.

c) (4 Punkte) Verwenden Sie die Betrége der Elemente der RGA-Matrix, um zu beurteilen,
ob das Regelsystem fiir das Frequenzband von w € [0,0.1] rad/s mit dem “one-loop-at-
the-time” Ansatz entworfen werden kann.

d) (2 Punkte) Verwenden Sie ebenfalls die Betrége der Elemente der RGA-Matrix, um zu
zeigen, dass das Regelsystem fiir den Frequenzbereich w € [10,00) rad/s mit dem “one-
loop-at-the-time” Ansatz entworfen werden kann. Geben Sie an, welche Paarung der Ein-
und Ausgangsgrossen fiir die Regelung ausgewéhlt werden muss.
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Losung 3

a)

b)

d)

(3 Punkte) Das RGA(s) ist durch eine 2 x 2-Matrix mit den folgenden Elementen gegeben,
die in Abhéngigkeit von s und « berechnet sind.

1
P11 Py B TG+

- — - 1 a(s+2)
Pi1Poy — P1oPy;  _ o — S
1

[RGA(S)]H = [RGA(S)]QQ

1
14 as(s+2)  as?+2as+1

1
1+ as(s+2)
_as(s+2) as(s+2)
T 14as(s+2)  as?+2as+1

[RGA(S)]Q = [RGA(S)]Ql =1- [RGA(S)]H =1-

(1 Punkt) Fiir o = 0 ist RGA(s) = I und somit ist das System P(s) (unabhingig von
Frequenz s) diagonal-dominant. Deshalb kann die Regelungsaufgabe fiir alle Frequenzen
w € [0,00) mit dem “one-loop-at-the-time” Ansatz gelost werden.

(4 Punkte) Fiir a = 1 erhalten wir fiir die RGA-Matrix
- 1 B 1
82425+ 1 (s+1)2
o os(s+2)  s(s+2)
82425+ 1 (s+1)2

Die Betréige der Emente der RGA-Matrix in Funktion von Kreisfrequenz w erhalten wir

[RGA(S)]H = [RGA(S)]QQ

[RGA(S)]lQ = [RGA(S)]Ql

wie folgt:

[[RGA(jw)]11| = [[RGA(jw)]22| = jw+ 12 1+w?

—_— o el 2] oVt w2
1RGAGw)hel = IRGAGW)a = 25 2o =

Fiir den Frequenzbereich w € [0,0.1] rad/s kann in den obigen Ausdrucken w? < 0.01 im
Vergleich zu 1 und 4 vernachlésigt werden. Daraus resultiert:

[[RGA(jw)|11| = [[RGA(jw)]22| ~ 1
[[RGA(jw)hz2| = [[RGA(jw)]21] < 0.2.

Da die Diagonalemente ungefihr 1 sind und die Ausserdiagonale viel kleiner als 1 sind, kann
angenommen werden, dass das System diagonal-dominant ist. Deshalb kann empfohlen
werden, das Regelsystem mit dem “one-loop-at-the-time” Ansatz zu entwerfen.

(2 Punkte) Fiir den Frequenzbereich w € [10,00) rad/s konnen die Zahlen 1 und 4 ge-
geniiber w? > 100 vernachlissigt werden. Daraus resultiert fiir die Diagonalelemente un-
gefihr 0 und fiir die Ausserdiagonale ungefihr 1. Deshalb ist das System P(s) auch in
diesem Fall diagonaldominant und das Regelsystem kann mit dem “one-loop-at-the-time”
Ansatz entworfen werden.

Da die Diagonalelemente ungefihr 1 und die Ausserdiagonale ungeféihr 0 sind, muss aller-
dings die folgende Paarung der Ein- und Ausgangsgrossen fiir die “one-loop-at-the-time”
Behandlung gewihlt werden: u; flir yo und wueo fiir y;.
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Aufgabe 4 (Robust Performance) 6 Punkte

Ebbesen (Ott)

a) (2 Punkte) Bild 2 zeigt die gemessene Unsicherheit einer Regelstrecke. Jeder Punkt stellt
eine Messung des Betrages |U; ;| der Unsicherheit. Die Indizes beziehen sich auf die k-te
Messung bei der ¢-ten Frequenz.
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Abbildung 2: Der Betrag der Unsicherheit der Regelstrecke (|U; |V 4,k).

Wiihlen Sie aus den folgenden vier Ubertragungsfunktionen eine sinnvolle Begrenzung
Ws(s) fiir die gemessene Unsicherheit aus: |[Wa(jw)| > |U; | V 4, k. Geben Sie eine mathe-
matisch klare Begriindung fiir Thre Auswahl.

VI0 1+0.1-s 1 1+410-s VIO 1+s VIO 1+s
RS S S . _
100 1+ s 100 14 vI0 ¢ 100 1+ b5 100 14 VIO

b) (1 Punkt) Skizzieren Sie den Amplitudengang Threr ausgew&hlten Unsicherheit Wa(s) im
Bild 2.

c) (3 Punkte) Schlagen Sie eine Ubertragungsfunktion W;(s) fiir die Begrenzung der Sensiti-
vitidt S(s) vor, die im Bild 3 dargestellt ist, d.h. |W;(jw) - S(jw)| < 1Vw.
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Mag. (dB)
|
|
64 - — - — .
1S(jw)l
-40
|
10 w (rad/s)

Abbildung 3: Begrenzung der Sensitivitit.

Losung 4

a)  All four possible bounds are in the general form

1+T-s

Wels) =k "5

(1)

Figure 4 demonstrates how the amplitude of this general transfer function (lead) can be
sketched given the parameters k, T, and a.

Mag. (dB)

Mo |l ...

w (rad/s)
Abbildung 4: Sketch of W (jw).

The only transfer function of the four possibilities which does not violate one or more of
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the uncertainties is

V10 14+s )

100 1+ b5

WQ(S) =

b)  The correct transfer function given above is plotted in Figure 5.

20 Y Y Y Y Y
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o
T

Magnitude (dB)
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—920}
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_40%; *i;o-*u@fj §+ ; ;t%#‘ HIFTE " R T R fi‘ i
1072 1071 10° 10* 102 103 10*

Frequency (rad/s)
Abbildung 5: Plot of Wa(jw).

c)  The correct transfer function is

14+ L .
Wi(s) = 100 - ~ " 2000 ¢ (3)
1
I1+5-s
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Aufgabe 5 (LQG) 10 Punkte

Ott (Ebbesen)

Gegeben sei eine Regelstrecke

.flz.rg
:'ngu
y=a

Das Giitekriterium sei
1
J:/x%+3-x%+zl'u2 dt
Sie mochten einen LQG-Regler (Zustandsriickfithrung mit Zustandsbeobachter) dafiir auslegen.

a) (4 Punkte) Gehen Sie in einem ersten Schritt davon aus, dass Sie die Zustandsgrdssen
(x1,2z2) direkt messen kénnten. Berechnen Sie die Zustandsriickfithrungsmatrix K so, dass
das Giitekriterium J minimiert wird (v = —Kz).

Hinweis: Die Vorzeichen der Losung der resultierenden Matrix-Riccatti-Gleichung sind:

o (T T
+ +
b) (1 Punkt) Da die Zustandsgrossen nicht messbar sind, miissen Sie einen Zustandsbeobach-

ter verwenden. Zeichnen Sie ein Signalflussbild der Regelstrecke mit Zustandsbeobachter
und Zustandsriickfithrung.

c) (4 Punkte) Die Beobachterriickfithrungsmatrix hat Ihr Kollege schon fiir Sie berechnet
(L=[1 1]7). Berechnen Sie die Ubertragunsfunktion des resultierenden LQG-Reglers.

U(s)
C =
) =30
Verwenden Sie fiir die Zustandsriickfithrungsmatrix K =[1 2.

d) (1 Punkt) Wie wiirden Sie Aufgabe a) mit MATLAB ltsen?

Losung 5
a) Fiir die Zustandsriickfithrung muss folgende Riccatti-Gleichung gelést werden:
0=¢-B-R'"B - od-3.-4-4T.0-Q
Die Systemmatrizen A, B, C, D sind:
ool m=[Y]
Die Gewichtungsmatrizen Q und R sind:

10 1
Q:[o 3} =7



Sessionspriifung Regelungstechnik IT Seite 13

Die Matrix @ ist symmetrisch, somit gilt:
0 0] _| ¢ d2| [0} P P2 | |1 p2 | |01
R E R R ER U it B b Y
00 b1 P2 10
10 [ ¢ o3| |03
_4. [ ¢ d203 ]<_ [ 0 ¢ ] __[ 10 ]
bag3 b3 1 202 0 3
Woraus ¢1, ¢2, ¢3 gefunden werden:
¢1:2 ¢2:0.5 (b3:1

Fiir die Zustandsriickfithrungsmatrix ergibt sicht:

K=R'.B" ®=[2 4]

b) Die Losung ist aus Abbildung 6 ersichtlich

Abbildung 6: Signalflussbild Strecke mit Beobachter und Zustandsriickfiihrun

c) Die Zustandsgleichung des Reglers ist:
=A% — BK#— LC% + Ly
Der Ausgang des Reglers ist:
u=—Kz
Somit gilt fiir die Ubertragungsfunktion des Reglers:
C(s)=—K (s —(A—BK —LC)) 'L

1
s+1 -1 } I

:_K[ 2 s+2
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(1 2] 1 s+2 1 1
B (s+1)(s+2)+2| -2 s+1 1
o 3s+1
. s243s5+4

d) Losung in MATLAB

A=[01;001;
B=[0;11;
Q=[10;031];

R = 1/4;
K=1qgr(A , B, Q, R);
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Aufgabe 6 (Stabilitéit) 8 Punkte

Guzzella (Shafai)

Bild 7 zeigt die zu analysierende Strecke (ein Zwei-Massen-Schwinger). Beide Wagen haben
die Masse 1 kg und rollen reibungsfrei auf der Ebene. Zwischen den beiden Wagen wirkt eine
Kopplungskraft welche von einer linearen Feder mit Federsteifigkeit £y = 1 N/m und einem
linearen Dampfer mit Dampferkonstante k; = 1 N/(m/s) erzeugt wird.

Nur die Position y(t) des linken Wagens wird gemessen. Auf den rechten Wagen wirkt eine Kraft
u(t) welche durch einen Regler vorgegeben werden kann. Auf den linken Wagen wirkt eine Kraft
d(t) welche nicht beeinflussbar und nicht messbar ist.

Um diese Stérung d(t) zu kompensieren wird das System mit einem P-Regler geregelt, d.h.

u(t) = kp - (r(t) —y(t))

wobei r(t) der Sollwert fiir die Position y(t) ist.

2(t)

y(t)

Y

d(t)—= /\/\ﬂ - u(t)
OO Y OO

Abbildung 7: Schema der zu analysierenden Strecke.

a) (3 Punkte) Welche Ordnung n hat eine Zustandsraumdarstellung der Strecke? Wihlen Sie
einen sinnvollen Zustandsvektor fiir die Strecke. Leiten Sie die Matrizen {Ag, be, cq} des
geschlossenen Regelsystems her.

b) (4 Punkte) Fiir welche Werte von k), ist das geschlossene Regelsystem asymptotisch stabil?
Begriinden Sie IThre Antwort mathematisch. Tip: das charakteristische Polynom det (s I — A)
ist das Polynom s* + 23 +25% + kp s+ kp.

c) (1 Punkte) Welcher Regler wiirden Sie vorschlagen, wenn Sie das Systemverhalten verbes-
sern miissten? Eine qualitative Begriindung ist ausreichend.
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Losung 6

a) Die Dynamik einer Masse in einer Bewegungsrichtung wird durch ein System zweiter Ord-
nung beschrieben. Da zwei solcher Massenpunkte vorkommen wird die Strecke die Ordnung
n = 4 haben. Eine mogliche und sinnvolle Wahl der Koordinaten des Zustandsvektors ()
lautet

Die Systemmatrizen des offenen Regelsystems

d
Ex(t) =A-z(t)+b-u(t), y(t)=c-z()
lauten
[0 1 0 0 ] [0 ]
-1 -1 1 1 0
A= b= L e=[1000]
0 0 O 1 0
11 -1 -1 | 1

Die Systemmatrizen des geschlossenen Regelsystems
d
Eaz(t) =A-x(t)+b-ky (r(t)—yt) =(A—Fkp-b-c)-x(t)+kp-b-r(t)

haben dann die folgende Form

Ag=A—Fk,-b-c=

o o O

bet = kb= ca=[1 00 0].

oy

b)  Die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises kann man in diesem Fall am einfachsten durch
die Berechnung der Eigenwerte von A bestimmen. Das charakteristische Polynom von A
ist in der Aufgabenstellung gegeben

det (s — Ag) =s*+253+252 + kys+k,
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und die gesuchten Eigenwerte sind die Losungen der Gleichung
det (sI —Ay) =0

Die geschlossene Berechnung dieser Losungen ist schwierig, aber zum Gliick nicht nétig.
Mit der Methode von Hurwitz kann die Frage beantwortet werden, ob alle Eigenwerte von
A, in der linken Halbebene sind indem man nachweist, dass alle Hurwitzdeterminanten
grosser als 0 sind. Die dazu benétigte Hurwitzmatrix hat in diesem Beispiel die Form

2 1 0 0
k, 2 2 1
Hy=
0 ky kp 2
0 0 0 Ky

Entsprechend lauten die vier Hurwitzdeterminanten

Hy=2, Hy=4—k, Hs3=-k,

Hy=k, Hs

Hy ist immer positiv, Hy und Hy fiithren auf die Bedingung 0 < k, < 4. Die dritte Hur-
witzdeterminante fithrt aber auf einen Widerspruch: die Bedingung —kg > 0 ist fiir kein
reelles k, erfiillbar und damit ist gezeigt, dass die Regelstrecke mit einem P-Regler nicht
stabilisierbar ist. Trotz der Ddmpfung zwischen den Wagen geniigt ein einfacher P-Regler
also nicht. Die intuitive Begriindung dafiir ist, dass der Schwerpunkt der beiden Wagen
sich wie ein reibungsloser Massenpunkt bewegt, von dem man weiss, dass er nicht mit
einem P-Regler zu stabilisieren ist.

Offensichtlich muss dem Regelsystem zusétzliche Dampfung mitgegeben werden. Das er-
reicht man am einfachsten indem man einen PD-Regler einsetzt. Andere Losungen sind
natiirlich auch denkbar (LQG-Regler etc.).
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Aufgabe 7 (Systemanalyse)

Gegeben sei das System
10 10
zt)=1-1 2 0| x(t)+ [0 Of u(t)
0 2 01

vo=y 3 5w

mit der zugehorigen Ubertragungsmatrix

s—2 0
P(s) = s2—6s5+9

-1 1

—6s+9 s—2

8 Punkte

Alberding (Shafai)

(1 Punkt) Ist das System im Sinne von Lyapunov stabil, asymptotisch stabil oder instabil?
b) (2 Punkte) Ist das System vollsténdig steuerbar? Ist das System vollstindig beobachtbar?
(

2 Punkte) Bestimmen Sie die Pole und Nullstellen des Systems und deren Vielfachheit.

d) (2 Punkte) Tritt eine Pol-Nullstellenkiirzung auf? Welche der vorigen Teilaufgaben miissen
Sie gelost haben, um diese Frage in jedem Fall ohne weitere Rechnung beantworten zu

konnen?

e) (1 Punkt) Das Zustandsraummodell sei in Matlab durch A, B, C und D definiert. Schreiben
Sie einen Matlab-Code, der die Ubertragungsmatrix bestimmt.

Losung 7

a)  Aus der Blockdiagonalform von A ldsst sich ohne weitere Rechnung erkennen, dass ein

Eigenwert

Al =2

in der rechten Halbebene liegt und das System somit instabil ist.

Die anderen beiden Eigenwerte lauten

Ao 3 = 3.

)

b) Die Steuerbarkeitsmatrix

10 4 0 15 O
R=]0 0 -1 0 =6 O
01 0 2 0 4

besitzt vollen Rang, das System ist vollstéindig steuerbar.
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d)

Die Beobachtbarkeitsmatrix

1 00
0 1 1
4 10

O=1.1 2 9
15 6 0

-6 3 4]

besitzt vollen Rang, das System ist vollstédndig beobachtbar.
Da bereits die ersten drei Spalten von R und die drei ersten Zeilen von O linear unabhéngig
sind, kann auf die Berechnung von A% - B und C - A? verzichtet werden.
Die Pole sind die Wurzeln des kleinsten gemeinsamen Nenners aller Minoren der Uber-
tragungsmatrix.
Minoren 1. Ordnung sind:
5—2 -1 1

s2—6s+9 s2—6s+9 s—2’

Minor 2. Ordnung ist:

1
s2—65s+9°

Das Pol-Polynom ergibt sich zu (s —2)(s? —6s+9), woraus die Pole des Systems und deren
Vielfachheit folgen:

71'1:2, 7'(‘2,3:3.

Das System ist vollstdndig steuerbar und vollsténdig beobachtbar, somit entsprechen die
Pole den Eigenwerten.

Die Nullstellen sind die Wurzeln des grossten gemeinsamen Teilers der Z&hler der Minoren
hochster Ordnung, nachdem diese auf das Pol-Polynom als gemeinsamen Nenner normiert
wurden.

Es gibt nur einen Minor 2. Ordnung m, nach Normierung des Nenners auf das Pol-

Polynom (s —2)(s? — 65 +9) lautet der Zihler s — 2. Somit hat das System eine Nullstelle
bei

G =2

Nein. Zwar liegen sowohl ein Pol 73 = 2 als auch eine Nullstelle {(; = 2 bei der glei-
chen Frequengz, fiir eine Kiirzung muss bei einem MIMO-System jedoch auch die Richtung
iibereinstimmen.

Um die Frage in jedem Fall ohne weitere Rechnung beantworten zu kénnen, kann b) ver-
wendet werden. Ist das System vollstdndig steuerbar und vollstdndig beobachtbar, ist das
System eine Minimalrealisierung und es tritt keine Pol-Nullstellenkiirzung auf. Ist das
System nicht vollsténdig steuerbar und/oder nicht vollstdndig beobachtbar, tritt eine Pol-
Nullstellenkiirzung auf.

Alternativ kann auch c¢) zur Losung fithren. Allerdings nur, indem man die Anzahl der
gefundenen Pole mit der Anzahl der Zusténde vergleicht. Gibt es weniger Pole als Zusténde,
findet eine Pol-Nullstellenkiirzung statt. Gibt es gleich viele Pole und Zusténde, findet keine
Pol-Nullstellenkiirzung statt.



Seite 20

Sessionspriifung Regelungstechnik 11

e) P = tf(ss(4,B,C,D))

Alternativ:
s = tf(Cs?);
P = Cxinv(s*eye(3)-A)*B+D
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Aufgabe 8 (MIMO-Systeme, Singulidrwerte ) 6 Punkte

Ott (Alberding)

a) (2 Punkte) Gegeben sei das folgende lineare, gekoppelte MIMO-System, bestehend aus den
zwei Subsystemen R(s) und @Q(s). Es hat die Eingéinge u; und us und die Ausginge y;

und ¥s.
Uy + n
— > :( )
>
up Q) Y2
> >

Abbildung 8: Blockdiagramm des in a) zu analysierenden Systems.

Die Subsysteme R(s) und Q(s) haben folgende Ubertragunsmatrizen:

B R (S) - Q , (S) Ql,Q(S)
Rls) = [ Ra(s) ] e} = [ @rls) @oale

Bestimmen Sie die Ubertragunsmatrix P(s) des gesamten Systems.

b) (2 Punkte) Gegeben sei das Signalflussbild eines linearen MIMO-Systems. Leiten Sie daraus
die Zustandsraumdarstellung dieses Systems ab.

Uy x x Al
> [ 2 ol [ = >
3 |«€
+ +
+ r3 T4 + Y2
——> 4 J > | >é—>
_|_
-1 |«

Abbildung 9: Blockdiagramm des in b) zu analysierenden Systems.

c) (2 Punkte) Gegeben sei folgende Ubertragunsmatrix G(s):

0
2
s+1

Bestimmen Sie die Singulédrwerte von G(s) bei der Frequenz w = 1%

v} V)
T

G(s) = [
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Losung 8
a) Die beiden Ausgéne y; und yo werden folgendermassen berechnet:
y1 =Ry -up + Q11 Ra-up + Q2 - ug

Y2 = Q21 - Ro - ur + Q22 - u2

Daraus kann die Ubertraungsmatrix bestimmt werden:

| R+ QiR Q2
P(s) = Q21 - Ro Q22

b)  Die Zustandsraumdarstellung kann aus dem Signalflussbild abgelesen werden.

O O N O

O w oo

— =0 O

OO OO

OO O

O = O O
N

_[oroo0] Too]
Y=1o 101 0 0

c) Die Ubertragunsmatrix G(s) hat bei der Frequenz w = 17 folgenden Wert:

. .
Sl

0
2
1 41

Die Singulérwerte einer Matrix G berechnen sich zu 0;{G} = /N {GTG}

—j+1 PRSI EST

G-y - |

<

J+

Die Eigenwerte von H kénnen mit det(A\] —H) = 0 bestimmt werden. Das charakteristische
Polynom ist dann:

A=3)(A—2)—2=0

MN_BA+4=0 = MN=1, ) =4

Die Singulédrwerte sind dann:

o =\ A\ o1=1 o09=2



