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Aufgabe 1 (Wurzelortskurve, Astrom-Higglund) 8 Punkte

Ashouri(Ott)

Ein System bestehend aus zwei Strecken mit den Ubertragungsfunktionen Py (s) und Py(s) wird,
wie in Abbildung 1 dargestellt, in zwei Regelkreisen geregelt. Die Wurzelortskurve der Strecke
Pi(s) mit Ci(s) = 1 ist in Abbildung 2 dargestellt. Es ist ausserdem bekannt, dass die Strecke
P (s) keine Nullstellen besitzt und einen stationéiren Verstirkungsfaktor von £ hat.

Abbildung 1: Block-Diagramm des gesamten Regelsystems.
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Abbildung 2: Root-locus of the plant P (s).
Die Regler (' (s) und Ca(s) miissen nun nacheinander in zwei Schritten entworfen werden:

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie zunichst die Ubertragungsfunktion P;(s) der ersten Teilstrecke.

b) i) (1 Punkt) In einem ersten Schritt wird fiir C(s) ein PI-Regler eingesetzt, um P;(s)
intern zu regeln:

1

CI(S)ka'(l‘FTi_S

).

Setzen Sie k, = 1 und wenden Sie die Methode der Wurzelortskurve (mit Pol-
Nullstellen-Kiirzung) an, um den Reglerparameter T; so zu bestimmen, dass die
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Wurzelortskurve dieses Regelsystems mit der Kreisverstérkung Li(s) = Ci(s) - Pi(s)
durch die Pole —1.5 + j1.5 geht.

ii) (1 Punkt) Nun betrachten Sie bei der Anwendung der Methode der Wurzelortskurve
den Verstiarkungsfaktor k, des PI-Reglers als statische Kreisverstérkung £ und be-
stimmen Sie ihn so, dass das interne Regelsystem genau die Pole —1.5+ j1.5 besitzt.

(3 Punkte) In einem zweiten Schritt soll fiir Ca(s) ein PID-Regler eingesetzt werden, um
das gesamte System P(s) zu regeln (siehe Abbildung 3). Dabei ist P(s) wie folgt gegeben:

2—5

P(s) = Py(s) - Ti(s) = (s+2)-(s+3)

Bestimmen Sie fiir das zu regelnde System P(s) den kritischen Verstérkungsfaktor k; und
die kritische Periode T™.

r y

Abbildung 3: Block-Diagramm zum Auslegen des zweiten Reglers Cs(s).

d) (2 Punkte) Wenden Sie die Methode von Astrom-Hégglund an, um die Reglerparamer
des PID-Reglers k,, T;, Ty, und a mit p,, = 0.7 zu bestimmen. Die dazu bendtigten
Informationen sind in der Tabelle 1 zusammengestellt.

Tabelle 1: Entwurfsparameter zur Astrém-Hégglund-Methode
x (7)) (05} a9
kp/ky, | 0.33 —0.31 —1.00
T;/Tr | 0.76 —1.60 —0.36
Tq/T; | 017 —0.46 —2.10
a 0.58 —1.30 3.50

Losung 1

a) (1 Point) The poles m = —2 and m = —3 of Pj(s) can be read off the given root locus in
Fig.1. Since the static gain of P;(s) is % and it has no zeros, the transfer function must be

_ 1
Pi(s) = e

b)

i) (1 Point) In order to make the root-locus plot to pass over the desired poles —1.5 +
j1.5, a straightforward solution is the zero/pole cancellation approach. Since the
asymptotes must start at the point o, = —1.5, the zero of the controller must be
placed on —2, which implies 7; = 0.5. The resulting root-locus is shown in Fig. 4.
with k, = 1 the transfer function of the controller is

1 s+ 2

) =

C’l(s)zkp(l—i-Tl's S
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Abbildung 4: Root-locus of the controlled plant. Desired poles are shown with squares.

ii) (1 point) The proportional gain k, is calculated as follows:

2 1 k
1+k;.]:1(s):1+k;.(11(5)-131(s):1+k;p-str . —14

=0
(s +2)(s+3) +s2+35

The characteristic polynom is therefore: s% + 3s + k, = 0.
= 243s+k,=(s+15+155)(s+15—15j) = k,=45

c) (3 Points) P(jw) is calculated as

(2 jw)

(jw+2)(jw + 3)

(12 — 7Tw?) + j(w3 — 16w)
(6 —w?)? + (5w)?

Pjw) =

Applying the two conditions
Im{P(jw*)} =0, K- Re{P(ju")} = -1

will result in

P~ Re{P(jw*)}’

The critical gain and period are calculated as

" =m/2, k,=5
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d) (2 Points)

First we need to calculate the value of k:

[PO)|=1/3, k,=5

1 1

ky-|PO) 5-

K

Then the controller parameters are found using the Astrém-Hégglund method:

ky =k ag-etntorn’ = (.956
T, =T* ap- e tozs’  — (401
T, =T* ap- e rtazs® =095

2
a = qq-edrtazk =0.937.
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Aufgabe 2 (Pradiktive Regelung) 8 Punkte
Ott (Ashouri)
Eine Regelstrecke P(s) = P.(s) - e7*" wird mit einem Smith Predictor geregelt. Das Signal-

flussbild des geschlossenen Regelkreises ist in Abbildung 5 dargestellt. Zur Vereinfachung wird
angenommen, dass Modell und Strecke perfekt iibereinstimmen.

\

Abbildung 5: Smith Predictor

a) (3 Punkte) Leiten Sie die folgenden Ubertragungsfunktionen als Funktion der elementaren
Blocke aus dem Signalflussbild her.

i) Regler
ii)  Kreisverstiarkung

iii) Komplementére Sensitivitét

b) (2 Punkte) Wihlen Sie die folgende Ziel-Ubertragungsfunktion fiir das geschlossenen Re-
gelsystem:

Tref(s) = Trefo(s) -e "

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des internen Reglers C, und erkliren Sie, weshalb
sich der Smith-Pradiktor nur fiir asymptotisch stabile und minimalphasige Strecken eignet.

c) (3 Punkte) Thr Kollege hat den Regler fiir Sie berechnet, er gibt ihnen die folgenden
Ubertragungsfunktionen:

PO =y et G0 =2 (1 g)  TO=gg e

" s +1
Das System erfihrt einen Sollwertsprung

r(t<0)=0 r(t>0)=1,

Zeichnen Sie den Verlauf folgender Signale in Abbildung 6:

i)  Ausgang der Strecke y(¢) (im oberen Diagramm)
ii)  Ausgang des internen Modells der Strecke y,(¢) (im oberen Diagramm)
iii) Regelfehler e(¢) (im unteren Diagramm)

iv)  Interner Regelfehler €(¢) (im unteren Diagramm)
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Abbildung 6: Vorlage fiir die Losung von Teilaufgabe c

Losung 2

a) i)  Regler

UGs) _ Co(s)
E(s) 14+ P(s):-Cp(s) (1 —e7)

C(s) =

ii)  Kreisverstirkung

10
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ili) Komplementére Sensitivitét

b)

_ PT(S) ’ CT(S) —sT _ —sT
T =170 P ¢ = Tols)-e

Der Regler ergibt sich somit aus Ty(s) = Trer0(s):

B Trero(s)
Cr(s) = P0<3) . (1 — Tref,O(s))

Der Regler enthélt die Invertierung der Strecke, weist die Strecke nich-minmalphasige
Nullstellen oder instabile Pole auf, so kommt es zu einer Kiirzung eines Instabilen Poles
mit einer nicht-minimalphasigen Nullstelle.

c) Die Losungen sind aus Abbildung 7 ersichtlich.

i) Die Ubertragung r — y ist gegeben durch T'(s). Sie setzt sich zusammen aus einer
Totzeit von 2 Sekunden und einem Tiefpass 1. Ordnung mit einer Zeitkonstante von
2 Sekunden.

ii)  Da Strecke und Modell {ibereinstimmen entspricht der Ausgang des Streckenmodells
yr bis auf die fehlende Totzeit dem Ausgang der wahren Strecke y.

iii)  Der Regelfehler e(t) ergibt sich aus r(t) — y(t).

v

~—

Da sich der Ausgang der Strecke und der um die Totzeit verschobene Ausgang des
internen Modells aufheben, ergibt sich der interne Regelfehler zu: €(t) = r(t) — yr(t).
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Abbildung 7: Lésung A2 ¢
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Aufgabe 3 (Diagonal Dominante Systeme) 8 Punkte

Shafai (Moser)

Fiir ein MIMO-System mit zwei Eingangsgrossen und zwei Ausgangsgrossen wurde nur der
erste Eintrag der Matrix der Relative-Gain Array RGAp(s) wie folgt in Funktion von einem
Systemparamer p bestimmt:

1

BEA ) = et T

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die restlichen Eintridge der Matrix der Relative-Gain Array
RGA,(s) und beurteilen Sie fiir welchen Wert von p die Regelungsaufgabe fiir alle Fre-
quenzen w € [0,00) mit zwei voneinander unabh#ngigen SISO-Regelkreisen (“one-loop-at-
the-time”) perfekt gelost werden kann.

Nun erhalten Sie die Ubertagungmatrix eines weiteren MIMO-Systems:

1 s+2
s s+1
1

s+1

P(s) =

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die frequenzabhéngige Matrix der Relative-Gain Array RGA(s)
dieses MIMO-Systems.

c) (3 Punkte) Verwenden Sie die Betréige der Elemente der RGA-Matrix von Aufgabe 3b),
um zu beurteilen, ob das Regelsystem fiir den Frequenzbereich w € [3,10] rad/s mit dem
“one-loop-at-the-time” Ansatz entworfen werden kann.
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Losung 3

a) (3 Punkte) Die restlichen Eintrége der RGA-Matrix werden wie folgt bestimmt:

1
[RGAp(s)]11 = [RGAy(s)]22 = P
[RGA (8o = [RGA(s)ar = 1= [RGA(s)]n =1 = s
ps(s+2)  ps(s+2)

:1+ps(s+2)  ps?4-2ps+1

Fiir p = 0 ist RGAp(s) = I und somit ist das System (unabhingig von Frequenz s)
diagonal-dominant. Deshalb kann die Regelungsaufgabe fiir alle Frequenzen w € [0, 00)

mit dem “one-loop-at-the-time” Ansatz geltst werden.

b) (2 Punkte) Die RGA-Matrix des Sytems berechnet sich wie folgt:
1
Py1 Py )

- — [
P11 Py — PiaPo oI e

[RGA(S)]U = [RGA(S)]QQ

I
s24+25+1  (s+1)2

T1+s(s+2)
[RGA(s))12 = [RGA(s)]21 = stf ;ﬁ 1= ?28:1?3'

c) (3 Punkte) Die Betridge der Emente der RGA-Matrix in Funktion von Kreisfrequenz w

erhalten wir wie folgt:

. . 1 1
[RGAGw)]| = [[RGA(jw)]22| = TSI

. . jwlljw +2] _ wv4d +w?
[[RGA(jw)|i2| = |[[RGA(jw)]21] jw + 12 1+ w?

Mit Hilfe der obigen Ausdrucken bestimmen wir die Elemente der RGA-Matrix fiir die

beiden Grenzwerte des Frequenzbereich w € [3,10] rad/s:

[[RGA(j3)]11| = [[RGA(j3)]22] = 0.10
[RGA(j3)]12| = [[RGA(53)]21] ~ 1.08

und

[[RGA(j10)]11| = [[RGA(j10)]22| ~ 0.01
[RGA(j10)])12] = |[RGA(j10)]21| ~ 1.01.

Da die Diagonalemente ungefihr 0 und die Ausserdiagonale ungefihr 1 sind, ist das System
P(s) diagonaldominant und das Regelsystem kann mit dem “one-loop-at-the-time” Ansatz
entworfen werden. Allerdings muss die folgende Paarung der Ein- und Ausgangsgrossen fiir

die “one-loop-at-the-time” Behandlung gewahlt werden: wq fiir yo und ug fiir ;.
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Aufgabe 4 (Robust Performance) 6 Punkte

Amacher (Ochsner)

Hinweis: Die beiden Teilaufgaben a) und b) kénnen unabhéngig voneinander geldst werden.
Gegeben sei eine Strecke P(s). Diese wird mit einem P-Regler geregelt.

a)

b)

Pls) = é C(s) = k,

Es wurde eine Gewichtung Wi (s) fiir die Sensitivitit des geschlossenen Regelsystems fest-
gelegt:
0.5s+1

Wils) =10 22

i) (1.5 Punkte) Geben Sie die Ubertragungsfunktionen fiir die Kreisverstirkung, die
Sensitivitdt und die komplementére Sensitivitidt des nominalen Regelsystems an.

ii) (2.5 Punkte) Bestimmen Sie &, mdoglichst klein, so dass nominal performance (nomi-
nale Regelgiite) gerade erfiillt wird. &, soll eine ganze Zahl sein. Tipp: Skizzieren Sie
fiir sich die Bode-Plots von S(s) und Wy(s)~ L.

(2 Punkte) Es soll nun ein Aktuator ausgewihlt werden, der robust performance (robuste
Regelgiite) garantiert. Die Bedingung fiir robuste Regelgiite nach der Modellunsicherheit
Wh(jw) aufgelost ergibt sich zu:

1 W)
TGw)l [L(Gw)]
Die rechte Seite der Gleichung ist fiir eine sinnvolle Losung aus a) in folgendem Bild
dargestellt:

[Wa(jw)| < ,Vw

=
B e

© 0 owowu

— —

Magnitude (dB)

[any
&
T

R
o

10° 10 10°
Frequency (rad/s)

[E=N
o
=
o

Es stehen drei verschiedene Aktuatoren zur Verfiigung. Die Aktuatoren haben folgende
Unsicherheit (modelliert als Lead-Element), die multiplikativ auf den Eingang der Strecke
wirkt:

Aktuator 1: | 0.1 | 10
Aktuator 2: | 0.3 | 0.1
Aktuator 3: | 0.1 | 0.1

Waihlen Sie den Aktuator aus, der robuste Regelgiite garantiert und zeichnen Sie dessen
Unsicherheitsschranke in obigem Bild ein.
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Losung 4

a)

b)

i)

ii)

k s
L(S) = ?7 T(S) = S +Pk 9 S(S) = s+ L
P P

Die Bedingung fiir nominale Regelgiite kann wie folgt formuliert werden:

1
S(jw)| < =———,Vw
5 < G

Da kj, der einzige zu wéhlende Freiheitsgrad ist, wird er dazu verwendet um den Pol

von S(s) an die gleiche Stelle zu legen wie den Pol von #(s) Es ergibt sich k), = 2.

Eine grafische Uberpriifung der nominalen Regelgiite zeigt, dass die Bedingung so
erfiillt ist:

10

Magnitude (dB)
N =
o o

)
S

40

10? 10 10° 10 10
Frequency (rad/s)

Eine Analyse der gegebenen Ubertragungsfunktionen fiir die verschiedenen Aktuatoren
zeigt dass nur Aktuator 3 robuste Regelgiite erfiillt. Dies ist im folgenden Bild dargestellt:

15

T
m— Schranke
— Aktuator 1
10 | s Aktuator 2 1
Aktuator 3

Magnitude (dB)

210 E 3

-20 i i - i
10 10 10 10
Frequency (rad/s)

10



Seite 14 Sessionspriifung Regelungstechnik 11

Aufgabe 5 (LQR) 10 Punkte

Ochsner (Amacher)

In dieser Aufgabe sollen Sie einen Regler mit Zustandsriickfithrung herleiten. Die Regelstrecke
(ein Wasserreservoir) ist in Abbildung 8a) dargestellt. Die zu regelnde Grosse ist der Wasserpegel;
als Aktuatoren stehen zwei Zufliisse zur Verfiigung.

uy(?) uy(1)

/I\ /N u(f)

x0) (o)

i vAncll

JAN
a) b)

Abbildung 8: Regelstrecke: a)Wasserreservoir mit zwei Zufliissen; b) Signalflussbild des lineari-
sierten und normierten Systems.

Die normierte und linearisierte Differentialgleichung fiir dieses System lautet:

dg(ciit) _ _gx(t) " éul(t) + ém(t),

mit k = 2 und a > 0. Die Zustandriickfithrung soll das Giitekriterium

J(u) = /000 ()T Qx(t) + u(t)” Ru(t))dt

minimieren, wobei

1 0
@=1 R:{o 0.25]'

a) (4 Punkte) Berechnen Sie die optimale Zustandriickfithrungsmatrix K;. Achten Sie darauf,
dass K7 € R™™ die richtigen Dimensionen n und m hat.

b) (1 Punkt) Zeichnen Sie den in a) hergeleiteten Regler in das Signalflussbild in Abbildung
8b) ein.

c) (1 Punkt) Berechnen Sie alle Pole des geschlossenen Regelkreises.

d) (2 Punkte) Nach dieser Auslegung erfahren Sie, dass 1 m?® Wasser aus Zuleitung 1 CHF 1.-
kostet, wihrend 1 m?® Wasser aus Zuleitung 2 nur CHF 0.25 kostet. Geben Sie eine Zustands-
riickfiihrungsmatrix Ky an, die gleich performt wie K; (gleiche Pole des geschlossenen
Regelkreises) aber minimale Kosten verursacht. (Tipp: Kein LQR beniitzen)

e) (2 Punkte) Erkléren Sie anhand des Giitektriteriums J(u) weshalb Sie mit LQR (und der
oben gegebenen Matrix R) nicht die gleiche Losung erhalten wie in Aufgabe d).
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Losung 5

a) Die Systemgleichungen lassen sich darstellen als

dz(tt) [ 2

Die Formel fiir die Berechung der Zustandsriickfiihrungsmatrix K lautet
K, = R~'B7¢,

wobei ¢ mit Hilfe der Matrix-Riccatti-Gleichung berechnet werden kann:
¢BRI'BT¢p —pA - AT¢p—Q =0.

Zur Berechnung von ¢ wird noch die inverse von R gebraucht:

1L 10
w=lh L =[o i)
755 0 4

Die Matrix-Riccatti-Gleichung ist im Fall mit nur einem Zustand eine skalare Gleichung
und lautet:

S 4
—¢* +—¢—1=0,
(&7 a

da ¢ positiv-definit sein muss, lautet die einzige Losung ¢ = «/5. Die Zustandsriickfithrungs-
matrix K; lautet dann

K, =R 'BT¢ = [ 411?2 ] .

b)  Der geschlossene Regelkreis ist in Abbildung 9 dargestellt.

Abbildung 9: Signalflussbild des gschlossenen Regelkreises.

c) Die Dynamik des geschlossenen Regelsystems ist gegeben durch A — BK = —2/a—1/a =
—3/a. Im skalaren Fall entspricht dieser Wert dem Pol des Systems.
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d)

Um minimale Kosten zu erhalten beniitzen wir nur uy(t). Da beide Eingéinge den gleichen
Finfluss auf das System haben, miissen wir nur schauen, dass die Summe der Eintrége in
Ky gleich gross ist wie die Summe der Eintrédge in K. Es ergibt sich

k=[],

Der Pol des geschlossenen Regelkreises bleibt bei m = —3/a.

Die Kosten fiir das Wasser wie sie in Aufgabe d) beschrieben werden sind lineare Kosten,
wihrend das Giitekriterium J(u) quadratische Kosten beschreibt.

Da eine quadratische Funktion beim Ursprung die Steigung Null hat, fithren quadratische
Kosten in diesem Beispiel dazu, dass unabhéngig von den R jeder input beniitzt wird.
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Aufgabe 6 (Stabilitéit) 8 Punkte

Moser (Shafai)

Sie mochten die Abgaszusammensetzung einer Olheizung auf einen Sollwert regeln, um damit
die Schadstoffemissionen zu reduzieren. Dazu messen Sie die Abgaszusammensetzung mit einem
geeigneten Sensor. Die Stellgrosse u(t) ist die zugefithrte Olmenge; die Messgrosse y(t) das Aus-
gangssignal des Abgassensors. Die Strecke P(s) : u(t) — y(t) setzt sich somit geméiss Abbildung
10 zusammen aus der Gasdynamik in der Brennkammer Pycpner($) und des Sensors Psepsor(S).
Die Strecke sei wie folgt modelliert:

P(S) = Psensor(s) ’ Pbrenner(s) (1)
1
Pbrenner(s) = m (2)
1
Psensor(s) = T—H (3)
s

Dabei ist 7, = 0.2 die Zeitkonstante der Gasdynamik in der Brennkammer und 7 diejenige des
Sensors. Die Strecke P(s) sei totzeitfrei.

Sie haben bereits einen PI-Regler C(s) =k, - (1 + ﬁ) entworfen, der die geforderten Spezifika-
tionen erfiillt. Die gefundenen Reglerparameter lauten k, = 0.5 und 7; = 0.05s. Nun hat Ihnen
Thr Chef mitgeteilt, dass der Abgassensor einer starken Alterung und Verschmutzung unterliegt.
Dadurch kann sich dessen Zeitkonstante 7, verdndern.

Pbrenner(s) Psensor(s)
0+ _elt) (1) AL
—>»(O—>{ C(s)
A - Abgassensor
—>» Gasstrom
Brennkammer

Abbildung 10: Geschlossenes Regelsystem eines Olbrenners.

Sie sollen nun bestimmen wie gross die Zeitkonstante 75 werden darf, damit das geschlossene
Regelsystem noch stabil bleibt (Teilaufgaben a) und b)). Gehen Sie dazu wie folgt vor:

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom fiir die Beurteilung der Stabilitét
des geschlossenen Regelsystems.

b) (4 Punkte) Berechnen Sie anhand des in a) gefundenen charakteristischen Polynoms ana-
lytisch die Obergrenze fiir 75, bei welcher das geschlossene Regelsystem instabil wird.

c) (2 Punkte) Sie fithren nun verschiedene Messungen durch und stellen fest, dass die Zeit-
konstante des Abgassensors 7, trotz Alterung stets deutlich unter dem Limit aus b) bleibt;
hingegen weist der Sensor eine alterungsbedingte Totzeit auf. Mit der grossten zu erwar-
tenden Zeitkonstante des Sensors haben Sie fiir die offene Regelstrecke L(s) = P(s) - C(s)
bereits eine Durchtrittsfrequenz w, = 5?” rad/s und eine Phasenreserve ¢, = 15° gefunden.

Wie gross darf in diesem Fall die Totzeit 74 (time delay) werden, damit das geschlossene
Regelsystem stabil bleibt?
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Losung 6

a) Um die Stabilitéit des geschlossenen Regelkreises zu iiberpriifen muss zuerst dessen
Ubertragungsfunktion 7'(s) bestimmt werden. Diese berechnet sich aus

L(s)

T =156

wobei L(s) = P(s) - C(s) die open-loop Ubertragungsfunktion bezeichnet.
Eingesetzt ergibt sich

L(S) = Psensor(s) * Pyrenner - 0(3)
1 1 kst
- TS'S—I—I.Tb'S—I-l. S
kp-s+%?

TsTpSS + (Tp + T5)s2 + 5
Die closed-loop Ubertragungsfunktion wird damit zu

by
o) — kp- s+ 52 _bs) "
7583 + (1 + 75)s2 + (1 + kp)s + ]%’ a(s)

Das gesuchte charakteristische Polynom ist der Nenner von 7'(s).

b) Das geschlossene Regelsystem ist stabil falls alle Pole von T'(s) in der linken komplexen
Halbebene liegen. Da das Nennerpolynom a(s) von T'(s) aber von dritter Ordnung ist,
lassen sich dessen Nullstellen i.A. nicht analytisch bestimmen.

Mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums lassen sich aber trotzdem analytisch Bedingungen fiir
die Stabilitéit des geschlossenen Regelsystems bestimmen.

Gemaéss Hurwitz liegen die Nullstellen eines Polynoms
a(s) = ass® + ass® + ays + ag (7)

in der linken komplexen Halbebene falls fiir die Hurwitzdeterminanten d; gilt:

0< d1 = a2 (8)
0<dy = asaq — aszao (9)
0< d3 = dgao (10)

Im vorliegenden Fall ergeben sich folgende Bedingungen

0<di = 7+ (11)
k
0<dy = (mp+71)1+kp) —7p7s- —1? (12)
O<ds = dy- 2 (13)
3 = dp

dy > 0 ist fiir alle realen Sensorzeitkonstanten 75 > 0 erfiillt. Aus Ungleichung 12 folgt

k
(1 + kp) > 75(73 - %) —1—kp) (14)

7
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Mit den gegebenen Werten 7, = 0.2, k, = 0.5 und 7T; = 0.05s ergibt sich

0.5
2-(1+0. (0.2 — —1-—0. 1
0.2-(1+0.5) > 75(0 0.05 0.5) (15)
und aufgelost
Ts < 0.68 (16)

Falls die Sensorzeitkonstante grosser als 0.6s wird, wird das Regelsystem instabil. Die
Dynamik des Sensors muss folglich im Betrieb {iberwacht werden.

Das Regelsystem wird instabil sobald die Phase bei der Durchtrittsfrequenz 180° betrigt,
d.h. sobald die Nyquist-Kurve den -1 Punkt kreuzt. Die zusétzliche Totzeit im Regelsystem
beinflusst nur die Phase, nicht aber die Verstirkung des offenen Regelkreises. Die Nyquist-
Kurve wird mit zunehmender Totzeit so gedreht, dass sich der Durchtrittspunkt durch
den Einheitskreis in Richtung -1 Punkt bewegt. Die Beziehung zwischen der erlaubten
zusétzlichen Totzeit 74, Phasenreserve ¢, und Durchtrittsfrequenz w. lautet

Om = We * Tq (17)

Mit den gegebenen Werten ergibt sich die maximal erlaubte Totzeit zu 74 = 50 ms.
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Aufgabe 7 (Systemanalyse) 8 Punkte

Alberding (Wang)

Gegeben ist das System

-2 0 0 10
zt)=10 =2 5|z(t)+ |0 0| u(t),
0 -1 0 11

vo=30 0 o],

mit zwei Eingangsgrossen uq (t) und usg(t) sowie zwei Ausgangsgrossen yi(t) und yo(t).

Die zugehorige Ubertragungsmatrix lautet

2s —1 s+ 2
2 2
P(s) = (s2+25+5)(s+2) s2+25+5
5 5
s2+2s+5 s24+2s+5

a) (2 Punkte) Wie viele Zustandsvariablen werden mindestens benétigt, um das Ein-/Aus-
gangsverhalten des Systems zu beschreiben?

b) (3 Punkte) Wie viele der Ausgangsgrossen werden mindestens benétigt, um daraus den
Anfangszustand z(0) rekonstruieren zu kénnen?

c) (3 Punkte) Fiir jedes z(0) # 0 soll sichergestellt sein, dass lim; .o z(t) = 0. Wie viele der
Fingangsgrossen werden mindestens benétigt, um diese Anforderung erfiillen zu kénnen?

Losung 7

a)  Gesucht ist die minimale Ordnung des Systems, diese entspricht der Anzahl der Pole.
Minoren 1. Ordnung sind

25 —1 s+ 2 5
(2+2s+5)(s+2) s2+2s+5  s2+2s+5

Minor 2. Ordnung ist

-5
(s24+2s+5)(s+2)

Das Pol-Polynom ergibt sich zu (s? + 2s + 5)(s + 2). Es ist dritten Grades, folglich gibt es
drei Pole

T = *2, 7T273:*1:|:2j.

Die minimale Ordnung des Systems ist somit n = 3; die gegebene Darstellung ist also
bereits eine Minimalrealisierung.
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b)

Alternativ konnen die Steuerbarkeitsmatrix

10 -2 0 4 0
R=100 5 5 —10 —10
11 0 0 -5 -5

und die Beobachtbarkeitsmatrix

-1 0 1
0 1 0
2 -1 0
O=1lo —2 5
—4 2 -5
0 -1 —10]

aufgestellt werden; aus deren ersten drei Spalten bzw. Zeilen bereits ersichtlich ist, dass sie
vollen Rang besitzen. Das System ist vollstdndig steuerbar und vollstéindig beobachtbar
und somit eine Minimalrealisierung, d.h. die minimale Ordnung ist n = 3.

Eine. Wird nur y;(t) verwendet, entspricht dies einer Ausgangsmatrix
C=[-1 0 1].
Die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix

-1 0 1
O=|(2 -1 0
-4 2 =5

besitzt vollen Rang, somit ist das System vollstéindig beobachtbar und der Ausgangszu-
stand kann aus dem Ausgangssignal rekonstruiert werden.

Anmerkung: y»(t) wire nicht ausreichend, fiir

C=1[0 1 0
ist die Beobachtbarkeitsmatrix
0 1 0
O=10 -2 5
0 -1 -10

singulér.

Keine. Das System besitzt die Eigenwerte (welche aufgrund der minimalen Ordnung den
Polen entsprechen)

Al =2, Ad3=-1%£2]
und ist somit asymptotisch stabil, d.h. der Zustand kehrt von selbst in den Ursprung

zuriick.

Anmerkung: Wire dies nicht der Fall, miisste die Riickfithrung in den Ursprung mithil-
fe einer Regelung realisiert werden, wofiir das System vollstéindig steuerbar sein miisste.
Hierfiir wiirde u;(t) geniigen, d.h.

1
B=10
1
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mit der reguldren Steuerbarkeitsmatrix

1 -2 4
R=1]0 &5 -10
1 0 -5

Der zweite Eingang us(t) wére nicht ausreichend, denn fiir
0
B=10
1

hat die Steuerbarkeitsmatrix

00 O
R=10 5 -10
10 -5

einen Rangverlust.
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Aufgabe 8 (MIMO-System, Singularwert-Zerlegung) 8 Punkte

a)

b)

Wang (Alberding)

(3 Punkte) Wir betrachten das folgende lineare MIMO-System mit dem Eingangsvektor
u = [ur,us]” und dem Ausgangsvektor y = [y1,y2]” .

U1 P(s) _‘ Y1
R(s)
__us | Q(s) 2,

Abbildung 11: Blockdiagramm des in a) zu analysierenden Systems

Die drei Subsysteme P(s), Q(s) und R(s) seien wie folgt gegeben:

P = | ) |- = @@l R = | 1) T

Bestimmen Sie die Ubertragunsmatrix (s) des gesamten Systems.

(2 Punkte) Die Verldufe der grossten und kleinsten Singularwerte eines Systems T'(s) ist

in der Abbildung 12 dargestellt. Was kénnen Sie zur Verstéirkung der MIMO-system %
im stationdren Zustand sagen?

(3 Punkte) Gegeben sei folgende Ubertragungsmatrix G(s):

1 2
s+1 (s+1)(s—2)
G(s) =
s 3s—4
2s+1 5s

Bestimmen Sie die Singularwerte von G(s) bei der Frequenz w = 1 rad/s,

Losung 8

a)

Der Ausgang des P(s) ist:

Pour(s) = { Pi(s) - up ]

PQ(S) Ul
Der Ausgang des Teilsystems Q)(s) kann beschrieben werden als:

Qout(s) = [Q1(s) - Pa(s) - ur + Qa2(s) - ua]
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b)

Singular Values

20

10

-10

220

230 |

Singular Values (dB)

.40 +

50 |

-60 +

-70 +

-80 5 5
10 10 10 10 10
Frequency (rad/s)

Abbildung 12: Verldufe der grossten und kleinsten Singularwerte eines Systems T'(s)

Schliesslich ist der Ausgang y:

_ [ Rn(s) . Pl(S) cuq + Rlz(S) . Ql(s) . PQ(S) cUuUp + ng(s) . QQ(S) © U9 :|
J Ro1(s) - Pi(s) - w1 + Raa(s) - Q1(s) - Pa(s) - w1 + Raa(s) - Qa(s) - ua

Daher ist die Ubertragunsmatrix (s) des gesamten Systems:

N(s) = [ Rui(s) - Pi(s) + Raa(s) - Qu(s) - Pa(s)  Ria(s) - Qa(s) ]
Roy (3) . Pl(S) -+ RQQ(S) . Ql(s) . PQ(S) RQQ(S) . QQ(S)

Es kann aus Abbildung 12 entnommen werden, dass im stationdren Zustand die grossten
und kleinsten Singuldrwerte etwa 3.16 (10dB) und 0.316 (-10dB) sind. Daher sollte die
Reaktion des Systems die fogende Ungleichung erfiillen:

0.316 < ——+ < 3.16

Die Ubertragunsmatrix G(s) hat bei der Frequenz 1 rad/s folgenden Wert:

1 2 . .

' 1 GG 0.5—-0.55 —0.640.25
G(1j) = _ o =

ﬁ %—] 044025 0.6+4+0.85

Die Singulirwerte einer Matrix G' berechnen sich mit o;{G} = /A {GTG}

054055 04-0.2j5

& =
—0.6—0.2j 0.6—0.8j
. 07 0
H_GG_[O M]
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Da H eine Diagonalmatrix ist, sind ihre Eigenwerte A\; = 0.7 und Ay = 1.4. Daher sind die
Singularwerte der Matrix G:

g1 =V )\1 =v0.7= 0.8367, g9 =/ )\2 =+v1.4=1.1832.



