
BSc - Sessionsprüfung 07.08.2013

Regelungstechnik II (151-0590-00) Prof. L. Guzzella

Musterlösung

Dauer der Prüfung: 120 Minuten + 15 Minuten Lesezeit am Anfang!

Anzahl der Aufgaben: 7 (unterschiedlich gewichtet, total 54 Punkte)

Bewertung: Um die Note 6 zu erlangen, müssen nicht alle Aufgaben
gelöst werden.

Bei jeder Aufgabe ist die Punktezahl angegeben.

Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Blätter (40 Seiten)

Taschenrechner (zur Verfügung gestellt)

Die Assistenten dürfen keine Hilfe geben.

Zur Beachtung: Alle Lösungen, ausser den Antworten bei Multiple-Choice
Aufgaben, sind zu begründen.

Lösen Sie die Aufgaben ausschliesslich auf den beigelegten
Lösungsblättern. Ihre Notizen und Angaben auf den Auf-
gabenblättern werden bei der Korrektur nicht berücksichtigt!
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Aufgabe 1 (PID, Åström-Hägglund) 9 Punkte

Ashouri (Ott)

Das Nyquist-Diagramm eines asymptotisch stabilen Systems mit der Übertragungsfunktion P (s)
ist in Abbildung 1 dargestellt.

P (s) =
s + 1

(s2 + s + 2) ∙ (s3 + 2s2 + 3s + 1)
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Abbildung 1: Nyquist-Kurve der Strecke P (s) nur für ω ≥ 0 dargestellt.

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie den statischen Verstärkungsfaktor der Strecke P (s).

Um einen PID-Regler auszulegen, benötigen Sie die kritische Verstärkung k∗
p.

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die kritische Verstärkung k∗
p mit Hilfe der in Abbildung 1 an-

gegebenen Nyquist-Kurve.

Ihre kollegin hat bereits einen PID-Regler ausgelegt. Dabei hat sie die Methode von Åström-
Hägglund mit μ = 0.5 angewendet. Das Blockschaltbild des Regelsystems mit der Angabe der
detaillierten Blöcke des Reglers sind in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Blockschaltbild des Regelsystems mit dem PID-Regler Ihrer Kollegin.

c) (3 Punkte) Bestimmen Sie anhand der Abbildung 2 die Reglerparameter des PID-Reglers
kp, Ti und Td. Geben Sie auch die entsprechende Übertagungsfunktion des PID-Reglers an.

d) (3 Punkte) Sie möchten den PID-Regler nochmals mit der Methode von Åström-Hägglund
mit μ = 0.7 auslegen. Bestimmen Sie die Änderungen der Parameter des PID-Reglers und
füllen Sie auf dem Lösungsblatt zu dieser Aufgabe die Lücken ... mit den entsprechenden
Vergleichszeichen (>, < or =) aus. Jede richtige Antwort gibt 1 Punkt. Bei jeder falschen
Antwort wird die Punktezahl um 0.5 Punkte reduziert. Das Minimum der Punktezahl
beträgt 0 Punkte.

Hinweis : κ = 0.8 .

Zur Erinnerung:

Tabelle 1: Einstellparameter nach Åström-Hägglund

μ = 0.7 μ = 0.5
α0 α1 α2 α0 α1 α2

kp/k∗
p 0.33 -0.31 -1.00 0.72 -1.60 1.20

Ti/T ∗ 0.76 -1.60 -0.36 0.59 -1.30 0.38
Td/T ∗ 0.17 -0.46 -2.10 0.15 -1.40 0.56

Die Parameter werden wie folgt bestimmt:

x = α0 ∙ e
α1∙κ+α2∙κ2

mit κ−1 = |P (0)| ∙ k∗
p und x =

{
kp/k∗

p, Ti/T ∗, Td/T ∗
}
.

Lösung 1

a) (1 point) The static gain is calculated as

|P (0)| =
0 + 1

(02 + 0 + 2) ∙ (03 + 2 ∙ 02 + 3 ∙ 0 + 1)
= 0.5

The same value can be read from the Nyquist plot at ω = 0.
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b) (2 points) The critical gain k∗
p is found using the two conditions

Im{P (jω∗)} = 0 , k∗
p ∙ Re{P (jω∗)} = −1 .

According to the first condition, ω∗ is defined as the frequency at which P (jω) crosses the
real access. From the Nyquist curve it is observed that

P (jω∗) = −0.4 + 0j ⇒ Re{P (jω∗)} = −0.4 .

Therefore, k∗
p is calculated as

k∗
p =

−1
P (jω∗)

=
−1
−0.4

= 2.5 .

c) (3 points) The block diagram of a PID controller is shown in Fig. 3.

Abbildung 3: Block diagram of the PID controller and the plant.

Therefore, the PID parameters are calculated as

kp = 1.08,

kp

Ti
= 0.88 ⇒ Ti =

1.08
0.88

≈ 1.23,

kp ∙ Td = 0.35 ⇒ Td =
0.35
1.08

≈ 0.32 .

The transfer function of the PID controller is

C(s) = kp ∙ (1 +
1

Ti ∙ s
+ Td ∙ s)

=
kp ∙ Ti ∙ Td ∙ s2 + kp ∙ Ti ∙ s + kp

Ti ∙ s

≈
0.43 ∙ s2 + 1.33 ∙ s + 1.08

1.23 ∙ s

d) (3 Points) The ratio between the old and new PID parameters are calculated as

k μ=0.7
p

k μ=0.5
p

=
0.33 ∙ e−0.31∙κ−1∙κ2

0.72 ∙ e−1.6∙κ+1.2∙κ2 ≈ 0.31 ⇒ k μ=0.7
p < k μ=0.5

p

T μ=0.7
i

T μ=0.5
i

=
0.76 ∙ e−1.6∙κ−0.36∙κ2

0.59 ∙ e−1.3∙κ+0.38∙κ2 ≈ 0.63 ⇒ T μ=0.7
i < T μ=0.5

i

T μ=0.7
d

T μ=0.5
d

=
0.17 ∙ e−0.46∙κ−2.1∙κ2

0.15 ∙ e−1.4∙κ+0.56∙κ2 ≈ 0.44 ⇒ T μ=0.7
d < T μ=0.5

d .
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Aufgabe 2 (Prädiktiver Regler) 8 Punkte

Ott (Ashouri)

Gegeben sei eine Strecke, die mit folgender Übertragungsfunktion modelliert wurde:

P (s) = e−s

Ziel der Aufgabe ist es, einen Regler für die gegebene Strecke auszulegen. Sie sollen einen Smith-
Prädiktor verwenden. Das Blockshaltbild eines Regelsystems mit Smith-Prädiktor ist aus Ab-
bildung 4 ersichtlich.

r e
Cr(s)

e−sτ

Pr(s)

Pr(s) e−sτ

−

−

−

yr

y

C(s) P (s)

w

u

Abbildung 4: Smith Prädiktor.

Das gewünschte Übertragungsverhalten des geschlossen Regelkreises vom Referenzsignal r auf
den Streckenausgang y ist gegeben durch:

Tref (s) = Tref,0 ∙ e
−s =

1
2s + 1

∙ e−s

Sie können davon ausgehen, dass das Modell der Strecke genau mit der wahren Strecke übereinstimmt.

Die beiden Teilaufgaben a) und b) können unabhängig voneinander gelöst werden.

a) (4 Punkte) Als erstes soll der interne Regler des Smith-Prädiktors Cr berechnet werden:

i) Berechnen Sie die Übertragungsfunktion des internen Reglers Cr

ii) Um was für einen Regler handelt es sich ?

b) (4 Punkte) Der geschlossene Regelkreis ist einer Sprunghaften Störung ausgesetzt, die auf
den Streckeneingang wirkt ( w(t < 0) = 0, w(t >= 0 ) = 1).

i) Berechnen Sie die Übertragungsfuntion von der Störung auf den Ausgang der Strecke
für den geschlossenen Regelkreis. (w → y).

ii) Skizzieren Sie den Verlauf von y(t). Die Skizze soll so genau sein, dass alle charakte-
ristischen Werte erkennbear sind (Zeitkonstanten, Totzeiten, Endwerte ...)

iii) Skizzieren Sie den Verlauf von u(t). Die Skizze soll so genau sein, dass alle charakte-
ristischen Werte erkennbear sind (Zeitkonstanten, Totzeiten, Endwerte ...)
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Lösung 2

a) i) Für den Regler gilt:

U(s) = Cr(s) ∙
[
E(s) − Pr(s) ∙

(
1 − e−sτ

)
∙ U(s)

]

Das kann umgeformt werden zu:

[1 + Pr(s) ∙ Cr(s) ∙ (1 − esτ )] ∙ U(s) = Cr(s) ∙ E(s)

Daraus lässt sich die Übertragungsfunktion des Reglers bestimmen:

C(s) =
U(s)
E(s)

=
Cr

1 + Pr(s) ∙ Cr(s) ∙ (1 − e−sτ )

Für die komplementäre Sensitivität gilt:

Y (s) = L(s) ∙ (R(s) − Y (s))

Das kann umgeformt werden zu:

(1 + L(s)) ∙ Y (s) = L(s) ∙ R(s)

Für die komplentäre Sensitivität folgt:

T (s) =
Y (s)
R(s)

=
L(s)

1 + L(s)

Setzt man L(s) = C(s) ∙ P (s) ein, wobei C(s) oben berechnet wurde, so folgt:

T (s) =
Pr(s) ∙ Cr(s) ∙ e−sτ

1 + Pr(s) ∙ Cr(s) ∙ (1 − e−sτ ) + Pr(s) ∙ Cr(s) ∙ e−τ
=

Pr(s) ∙ Cr(s)
1 + Cr(s) ∙ Pr(s)

∙e−sτ

Setzt man die Angaben aus der Aufgabenstellung ein (Pr(s) = 1 , τ = 1), so folgt:

T (s) =
Cr(s)

1 + Cr(s)
∙ e−s

Gleichsetzen mit der Referenzübertragungsfunktion ergibt:

Cr(s)
1 + Cr(s)

= Tref,0(s)

Auflösen nach Cr und Einsetzen von Tref,0 aus der Aufgabenstellung ergibt:

Cr =
Tref,0(s)

1 − Tref,0(s)
=

1
2s+1

1 − 1
2s+1

=
1
2s

ii) Es handelt sich um einen I-Regler.

b) i) Die Übertragungsfunktion von Störung (w) auf Streckenausgang (y) für den geschlos-
senen Regelkreis ist gegeben durch:

Y (s)
W (s)

= P (s) ∙ S(s)
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Abbildung 5: Lösung Aufgabe 2 b)

wobei S(s) die komplementäre Sensitivität bezeichnet. Über den fundamentalen Zu-
sammenhang ( T (s) + S(s) = 1 ), erhält man:

Y (s)
W (s)

= P (s) ∙ (1 − T (s))

Setzt man die Übertragungsfunktionen der Strecke und der komplementären Sensi-
tivität aus der Aufgabenstellung ein, so erhält man:

Y (s)
W (s)

= e−s −
1

2s + 1
∙ e−2s

ii) Die Lösung ist aus Abbildung 5 ersichtlich. Die Antwort ist die Summe aus dem um
eine Sekunde verzögerten Sprung und einem um 2 Sekunden verzögerten Tiefpass
mit einer Zeitkonstanten von 2 Sekunden.

iii) Die Lösung ist aus Abbildung 5 ersichtlich. Es gilt:

u(t) = y(t − 1)
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Aufgabe 3 (Robust Performance) 6 Punkte

Amacher (Ochsner)

Um eine Regelung für ein System P (s) zu entwerfen, wurde eine Schranke für die zu erreichende
Sensitivität des Regelsystems erstellt:

W1(s) = 60 ∙
2 ∙ s + 1

200 ∙ s + 1
.

In einem iterativen Prozess wurde ein Regler C(s) ausgelegt, der zur folgenden komplementären
Sensitivität (Verhalten des geschlossenen Regelkreises) führt:

T (s) =
ω2

0

s2 + 2 ∙ δ ∙ ω0 ∙ s + ω2
0

,

wobei ω0 = 1 rad/s und δ = 1.

a) (2 Punkte) Man kann zeigen, dass der maximale Betrag der Sensitivität |S(jω∗)| bei
ω∗ =

√
2 auftritt. Berechnen Sie den Wert von |S(jω∗)|.

b) (1.5 Punkte) Zeigen Sie, dass die Bedingung “nominale Regelgüte” bei der Frequenz ω∗

erfüllt ist. Begründen Sie Ihr Resultat numerisch.

c) (1.5 Punkte) Die Bedingung “robuste Regelgüte” kann geschrieben werden als

|W1(jω)| + |W2(jω) ∙ L(jω)| < |1 + L(jω)| ∀ω.

Wie gross darf Betrag der multiplikativen Modellunsicherheit W2(jω∗) bei der Frequenz
ω∗ sein, damit die Bedingung “robuste Regelgüte” gerade erfüllt ist? (Hinweis: Der Betrag
der Kreisverstärkung (Loop Gain) bei der Frequenz ω∗ ist |L(jω∗)| = 0.29.)

d) (1 Punkt) Zeichnen Sie auf dem Lösungsblatt zu dieser Aufgabe im vorbereiteten Bild die
Kreisscheibe Δ(jω) ∙W2(jω∗) ∙L(jω∗), zentriert um L(jω∗) ein, wobei die Modellunsicher-
heit der richtigen Lösung von c) entsprechen soll.

Lösung 3

a)

S(s) = 1 − T (s) = 1 −
1

s2 + 2 ∙ s + 1
=

s2 + 2 ∙ s
s2 + 2 ∙ s + 1

S(jω) =
−ω2 + 2jω

−ω2 + 2jω + 1
=

(−ω2 + 2jω) ∙ (1 − ω2 − 2jω)
(−ω2 + 2jω + 1) ∙ (1 − ω2 − 2jω)

=
ω4 + 3ω2 + 2jω

(1 − ω2)2 + 4ω2

|S(jω∗)| =

∣
∣
∣
∣
∣
10 + j2

√
2

9

∣
∣
∣
∣
∣
=

√
108
81

= 1.16.

b) Folgende Bedingung muss erfüllt sein:

|S(jω∗)| ∙ |W1(jω
∗)| < 1

|S(jω∗)| <
1

|W1(jω∗)|
.
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|W1(jω
∗)| =

∣
∣
∣
∣60 ∙

2jω∗ + 1
200jω∗ + 1

∣
∣
∣
∣ = 60 ∙

∣
∣
∣
∣

(2jω∗ + 1) ∙ (1 − 200jω∗)
(200jω∗ + 1) ∙ (1 − 200jω∗)

∣
∣
∣
∣ = ...

... = 60 ∙

∣
∣
∣
∣
(1 + 400ω∗2 − 198jω∗)

1 + (200 ∙ ω∗)2

∣
∣
∣
∣ = 60 ∙

√
(1 + 400ω∗2)2 + (198ω∗)2

1 + (200 ∙ ω∗)2
= ...

... = 0.64 <
1

1.16
= 0.86

Die Bedingung die überprüft werden muss ist also

1.16 <
1

0.64
= 1.56,

daraus folgt dass “nominale Regelgüte” bei der Frequenz ω∗ erfüllt ist.

c) Die Bedingung für “robuste Regelgüte”

‖|W1(s) ∙ S(s)| + |W2(s) ∙ T (s)|‖∞ < 1

kann wie folgt umgeschrieben werden

|W1(jω)| + |W2(jω) ∙ L(jω)| < |1 + L(jω)| ∀ω.

Die rechte Seite der obigen Ungleichung entspricht der inversen der Sensitivit ät |1 +

L(jω∗)| =
∣
∣
∣ 1
S(jω∗)

∣
∣
∣, deren Wert bei der gewünschten Frequenz in Teilaufgabe a) berech-

net wurde. Der Wert |W1(jω∗)| wurde in Teilaufgabe b) berechnet. Die maximal erlaubte
Modellunsicherheit kann also wie folgt berechnet werden:

|W1(jω
∗)| + |W2(jω

∗) ∙ L(jω∗)| <

∣
∣
∣
∣

1
S(jω∗)

∣
∣
∣
∣

|W1(jω
∗)| + |W2(jω

∗)| ∙ |L(jω∗)| <

∣
∣
∣
∣

1
S(jω∗)

∣
∣
∣
∣

|W2(jω
∗)| <

1
|L(jω∗)|

∙

(∣∣
∣
∣

1
S(jω∗)

∣
∣
∣
∣− |W1(jω

∗)|

)

|W2(jω
∗)| <

1
0.29

∙

(
1

1.16
− 0.64

)

|W2(jω
∗) < 0.77.

d) Die gesuchte Kreisscheibe hat ihren Mittelpunkt auf L(jω∗). Dieser Punkt ist dadurch
gekennzeichnet, dass er den kleinsten Abstand zum kritischen Punkt (-1,0) hat. Der Radius
der Kreisscheibe ist so, dass die Kreisscheibe definiert durch W1(jω∗) berührt wird.
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Aufgabe 4 (Zustandsbeobachter) 8 Punkte

Ochsner (Amacher)

Bei Ihrer Arbeit an einem Wasserreservoir erhalten Sie die Aufgabe die Störung d(t) zu bestim-
men. Abbildung 6a) zeigt eine Skizze dieses Reservoirs.

Abbildung 6: a) Skizze des Wasserreservoirs; b) Ein- und Ausgänge des Beobachters; c) Blöcke
für das Signalflussbild.

Der einzige Zustand des Systems ist das Wasservolumen x(t) = V (t). Die Volumenströme in das

Reservoir
∗
V in (t) sind der bekannte Systemeingang u(t) und eine unbekannte Störung d(t) > 0.

Der Volumenstrom aus dem System sei nur abhängig vom Wasservolumen, d.h.
∗
V out (t) =

−β ∙ x(t). Der Systemausgang y(t) ist der Wasserpegel h(t). Die Modellgleichungen für dieses
Reservoir sind deshalb gegeben durch

dx(t)
dt

= −β ∙ x(t) + u(t) + d(t) y(t) =
1
α
∙ x(t) α > 0, β > 0.

Das Ziel besteht nun darin die Störung d(t) zu bestimmen. Ihr Kollege hat versucht die System-
gleichungen nach d(t) aufzulösen. Er konnte die Änderung des Wasservolumens dx(t)

dt allerdings
nicht gut genug bestimmen. Deshalb haben Sie die Aufgabe übernommen und versuchen nun
das Problem mit einem Zustandsbeobachter zu lösen.

a) (2 Punkte) Zeichnen Sie das Signalflussbild eines Zustandsbeobachters entsprechend der
gestrichelten Box in Abbildung 6b). Benützen Sie dafür die Blöcke aus Abbildung 6c).

b) (2 Punkte) Die Rückführmatrix L ist in diesem Fall ein Skalar. Welche Werte darf L
annehmen, so dass der Zustandsbeobachter asymptotisch stabil ist?

c) (2 Punkte) Führen Sie ein weiteres Signal d̂(t) aus dem Zustandsbeobachter, welcher die
reale Störung d(t) approximiert (in Zeichnung aus Aufgabe a) einzeichnen).

d) (2 Punkte) Geben Sie die Zustandsraumdarstellung des Beobachters mit den Eingängen
u(t) und y(t) und dem Ausgang d̂(t) an.

Lösung 4

a) Das Signalflussbild des Zustandsbeobachters in Abbildung 7 dargestellt.
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Abbildung 7: Signalflussbild des Zustandsbeobachters.

b) Die Stabilität des Beobachters wird bestimmt über die Eigenwerte von A−LC. In unserem
Beipiel ist A − LC ein skalar, d.h. A − LC < 0 muss gelten. Nach L aufgelöst heisst das
L > A/C. Mit A = −β und C = 1/α ergibt sich

L > −β ∙ α.

c) Der gestrichelte Pfeil in Abbildung 7 zeigt den gewünschten neuen Ausgang aus dem
Beobachter. Der Integrator in Abbildung 7 hat 3 Eingänge. Der Pfeil von unten ent-

spricht dem Ausfluss aus dem Reservoir
∗
V out (t), der Pfeil von links entspricht dem Zufluss

u(t) =
∗
V in1 (t). Wenn das System mit nur diesen zwei Eingängen in den Integrator simuliert

wird (ohne Pfeil von oben), gibt es eine Abweichung zwischen dem simulierten Ausgang
ŷ(t) und dem gemessenen Ausgang y(t). Diese Abweichung kommt vom zusätzlichen Zu-

fluss d(t) =
∗
V in2 (t), welcher in der Simulation nicht berücksichtigt wird. Wird nun der

simulierte Ausgang dem gemessenen Nachgeführt (über den Pfeil von oben) muss dieser
Eingang also der Störung d(t) entsprechen.
Wenn der Beobachter mit einem falschen Startwert für den Integrator x̂0(t) gestartet wird,
stimmt diese Aussage während einer transienten Phase nach der Initialisierung allerdings
nicht.

d) Die Zustandsraumdarstellung lautet

dx̂(t)
dt

=
[
− β −

L

α

]
∙ x̂(t) +

[
1
]
∙ u(t) +

[
L
]
∙ y(t) (1)

d̂(t) =
[
−

L

α

]
∙ x̂(t) +

[
0
]
∙ u(t) +

[
L
]
∙ y(t). (2)
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Aufgabe 5 (Stabilität) 7 Punkte

Fux (Shafai)

Die Firma Air Attack AG möchte einen neuartigen Hybrid-Hubschrauber entwickeln. Bei diesem
Hubschrauber soll der Heckrotor nicht wie üblich von der Turbine des Hubschraubers angetrie-
ben werden, sondern von einem Elektromotor im Heck des Hubschraubers (siehe Abbildung 8).
Bekanntlich ist der Heckrotor bei einem Hubschrauber nötig, um das Giermoment M(t) an der
Rotorachse zu kompensieren.

Abbildung 8: Der Hybrid-Hubschrauber mit Elektromotor als Antrieb für den Heckrotor.

Ihre Aufgabe ist es nun, für eine automatische Schwebeflug-Stabilisierungsanlage einen Regler
zu entwickeln, welcher den Gierwinkel ϕ(t) auf den Sollwert ϕsoll = 0 regelt. Die Stellgrösse
u(t) ist der Motorstrom des Elektromotors. Als Messgrösse y(t) steht der von einer inertialen
Messeinheit in der Hubschrauberkabine gemessene Gierwinkel ϕ(t) zur Verfügung.
Das Verhalten der Strecke in der Nähe des Soll-Gierwinkels ϕsoll = 0 lässt sich mit folgendem
normalisierten und linearisierten Modell beschreiben:

P (s) = PRotor(s) ∙ PHubschrauber(s)

PRotor =
1

τr ∙ s + 1

PHubschrauber =
1

Θh ∙ s2

Dabei ist τr > 0 die Zeitkonstante der Elektromotordynamik (inkl. Heckrotor) und Θh > 0
beschreibt die Dynamik des Hubschraubers um die Gier-Achse.

a) (2 Punkte) Ein externer Berater empfiehlt ihrem Chef, dass man für die Gierwinkel-
Regelung den folgenden Regler C(s) verwendet:

C(s) =
ν1 ∙ s − ν2

γ1 ∙ s + γ2
, ν1, ν2, γ1, γ2 > 0 .

Bestimmen Sie für Ihren Chef das charakteristische Polynom für die Beurteilung der Sta-
bilität des geschlossenen Regelsystems mit dem Regler C(s).

Ihnen als Regelungstechnik-Experte/in fällt natürlich sofort auf, dass der Regler C(s) für
die Regelung der betrachteten Strecke nicht geeignet ist. Begründen Sie das.
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b) (4 Punkte) Da der Regler aus Aufgabe a) nicht brauchbar ist, schlagen Sie vor, stattdessen

einen PID-Regler CPID(s) = kp ∙
[
1 + 1

Ti∙s
+ Td ∙ s

]
zu verwenden. Berechnen Sie mit Hilfe

des Hurwitz-Kriteriums analytisch (in Funktion von {kp, Td}) den Bereich von Ti, für
welchen das geschlossene Regelsystem aysmptotisch stabil ist.

Tipp: das charakteristische Polynom des geschlossenen Regelsystems mit PID-Regler ist
das Polynom τr ∙ Θh ∙ s4 + Θh ∙ s3 + kp ∙ Td ∙ s2 + kp ∙ s + kp

Ti
.

c) (1 Punkt) Bei Hubschraubern werden Schwingungen in den rotierenden, elastischen Blättern
des Hauptrotors durch die Rotornabe weitergeleitet und führen zu Vibrationen in der Hub-
schrauberkabine1.

i) Was für ein Problem verursachen diese Vibrationen für den PID-Regler?

ii) Wie würden Sie den Regler erweitern, um dieses Problem zu verhindern?

Qualitative Begründungen sind jeweils ausreichend.

Lösung 5

a) Um das charakteristische Polynom zu bestimmen, muss die Übertragungsfunktion des ge-
schlossenen Regelkreises T (s) bestimmt werden. Diese berechnet sich aus

T (s) =
L(s)

1 + L(s)

wobei L(s) = P (s) ∙ C(s) die open-loop Übertragungsfunktion bezeichnet.

Eingesetzt ergibt sich

L(s) = PRotor(s) ∙ PHubschrauber(s) ∙ C(s)

=
1

τr ∙ s + 1
∙

1
Θh ∙ s2

∙
ν1 ∙ s − ν2

γ1 ∙ s + γ2

=
1

τr ∙ Θh ∙ s3 + Θh ∙ s2
∙
ν1 ∙ s − ν2

γ1 ∙ s + γ2

=
ν1 ∙ s − ν2

τr ∙ Θh ∙ γ1 ∙ s3 + (Θh ∙ γ1 + τr ∙ Θh ∙ γ2) ∙ s3 + Θh ∙ γ2 ∙ s2

Die closed-loop Übertragungsfunktion wird damit zu

T (s) =
ν1 ∙ s − ν2

τr ∙ Θh ∙ γ1 ∙ s3 + (Θh ∙ γ1 + τr ∙ Θh ∙ γ2) ∙ s3 + Θh ∙ γ2 ∙ s2 + ν1 ∙ s − ν2

Das gesuchte charakteristische Polynom ist der Nenner von T(s).

Der vom externen Berater vorgeschlagene Regler ist ungeeignet, da das geschlossene Re-
gelsystem mit diesem Regler nicht asymptotisch stabil ist. Dies erkennt man daran, dass
nicht alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms positiv sind.

1T. Mannchen, ”Helicopter Vibration Reduction Using Robust Control”, PhD thesis, Universit ät Stuttgart,
2003
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b) Das geschlossene Regelsystem ist asymptotisch stabil falls alle Pole der closed-loop Über-
tragungsfunktion T(s) in der linken komplexen Halbebene liegen. Die Übertragungsfunktion
des geschlossenen Regelkreises mit PID-Regler ist

T (s) =
kp ∙ Td ∙ s2 + kp ∙ s + kp

Ti

τr ∙ Θh ∙ s4 + Θh ∙ s3 + kp ∙ Td ∙ s2 + kp ∙ s + kp

Ti

.

Da das Nennerpolynom von T (s) aber von vierter Ordnung ist, lassen sich dessen Nullstel-
len i.A. nicht analytisch bestimmen.

Mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums lassen sich aber trotzdem analytisch Bedingungen für
die Stabilität des geschlossenen Regelsystems bestimmen. Gemäss Hurwitz liegen die Null-
stellen eines Polynoms

a(s) = a4s
4 + a3s

3 + a2s
2 + a1s + a0

in der linken komplexen Halbebene falls für die Hurwitzdeterminanten di gilt:

0 < d1 = a3

0 < d2 = a3a2 − a4a1

0 < d3 = d2a1 − a2
3a0

0 < d4 = d3a0

Im vorliegenden Fall ergeben sich folgende Bedingungen

0 < d1 = Θh

0 < d2 = ΘhkpTd − τrΘhkp

0 < d3 = Θhk2
pTd − τrΘhk2

p −
Θhkp

Ti

0 < d4 = d3
kp

Ti

Die Bedingung für die Determinante d1 ist trivialerweise erfüllt. Aus der Bedingung für
die Determinante d2 folgt dass Td > τr sein muss (nicht gefragt). Die dritte Hurwitzdeter-
minante führt dann zu folgender Bedingung:

Ti >
Θh

kp(Td − τr)
.

Aus der Bedingung für die Determinante d4 folgt noch dass kp > 0 sein muss (nicht gefragt).

c) i) Die Vibrationen verursachen eine hochfrequente Störung der Messung des Gier-
Winkels. Diese hochfrequenten Störungen werden durch den D-Teil des PID-Reglers
verstärkt.

ii) Der D-Teil des PID-Reglers muss mit einem Tiefpasselement ergänzt werden, um die
hochfrequenten Störungen aus der Messung des Gier-Winkels herauszufiltern (”Roll-
off”).
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Aufgabe 6 (Systemanalyse eines Mehrgrössensystems) 6 Punkte

Alberding (Shafai)

Das Modell von Son und Nomoto2 beschreibt die Dynamik eines Schiffes. Es wird zum Entwurf
von Autopiloten verwendet, welche über die Rudersteuerung gleichzeitig einen Kurs halten und
die Rollbewegung stabilisieren.

Rollen

Gieren

Stampfen

Abbildung 9: Drehbewegungen eines Schiffes3

Für ein gegebenes Schiff lässt sich das Modell vereinfacht durch die Übertragungsmatrix

P (s) =








2s + 2
s3 + 3.2s2 + 0.6s

2.5s2 − 5s − 20
(s2 + 3.2s + 0.6)(s2 + 0.4s + 13)








beschreiben. Der Systemeingang ist der Ruderwinkel u(t), die Ausgänge sind Gierwinkel (Kurs)
y1(t) und Rollwinkel (Krängung) y2(t).

a) (3 Punkte) Ihr Kollege hat das System in einer Zustandsraumdarstellung mit den Zuständen
Gierwinkel, Giergeschwindigkeit, Quergeschwindigkeit, Rollwinkel und Rollgeschwindigkeit
ausgedrückt. Er sieht Gier- und Rollwinkel als Messgrössen vor, der Ruderwinkel ist aus
dem Steuersystem bekannt. Ihr Kollege behauptet, auf Basis seines Modells könne man
theoretisch den gesamten Zustandsvektor bestimmen und auf beliebige Werte regeln. Hat
er mit dieser Aussage Recht? Begründen Sie Ihre Antwort mathematisch.

b) (3 Punkte) Der Ruderwinkel wird aus der Geradeausfahrt heraus sprunghaft auf einen
konstanten Wert gelegt. Neigt sich das Schiff von Beginn des Sprungs bis zu einer erneu-
ten Änderung des Ruderwinkels zu jedem Zeitpunkt zur gleichen Seite oder wechselt der
Rollwinkel während des Manövers das Vorzeichen? Der Einfluss von Wind und Wellen sei
vernachlässigt. Begründen Sie Ihre Antwort mathematisch.

2T.I. Fossen and T. Lauvdal, “Nonlinear Stability Analysis of Ship Autopilots in Sway, Roll and Yaw,” Proc.
Int. Conf. Manoevring and Control of Marine Craft, Southhampton, UK, 1994.

3T. Pérez and M. Blanke, Mathematical Ship Modeling for Control Applications, Technical University of Den-
mark, Technical Report, 2002.
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Lösung 6

a) Damit die Aussage gilt, muss das System vollständig beobachtbar und vollständig steuerbar
sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zustandsraumdarstellung minimale Ordnung
besitzt. Das vorgeschlagene System besitzt fünf Zustände (Gierwinkel, Giergeschwindig-
keit, Quergeschwindigkeit, Rollwinkel und Rollgeschwindigkeit), d.h. die minimale Ord-
nung müsste fünf sein. Damit dies gilt, muss die Übertragungsmatrix fünf MIMO-Pole
besitzen.

Die Pole von P (s) sind die Wurzeln des kleinsten gemeinsamen Nenners aller Minoren von
P (s). Die Minoren sind

2s + 2
s3 + 3.2s2 + 0.6s

,
2.5s2 − 5s − 20

(s2 + 3.2s + 0.6)(s2 + 0.4s + 13)
,

d.h. das Pol-Polynom ist

s ∙ (s2 + 3.2s + 0.6) ∙ (s2 + 0.4s + 13)

und das System besitzt die fünf Pole

π1 = 0, π2 = −3, π3 = −0.2, π4,5 = −0.2 ± 3.6j.

Somit besitzt die Zustandsraumdarstellung minimale Ordnung, das System ist vollst ändig
beobachtbar und vollständig steuerbar und die Aussage ist korrekt.

b) Damit die Sprungantwort des Rollwinkels immer das gleiche Vorzeichen beibehält, muss die
zugehörige Übertragungsfunktion minimalphasig sein. Andernfalls ergibt sich ein inverse
response behavior, die Sprungantwort bewegt sich zu Beginn in Gegenrichtung.

Für Minimalphasigkeit müssen alle Nullstellen in der linken Halbebene liegen. Da nur die
Rollbewegung isoliert betrachtet wird, darf nur die Übertragungsfunktion

P2(s) =
2.5s2 − 5s − 20

(s2 + 3.2s + 0.6)(s2 + 0.4s + 13)

untersucht werden, nicht die MIMO-Nullstellen. Die Übertragungsfunktion besitzt zwei
Nullstellen

ζ1 = 4, ζ2 = −2.

Eine Nullstelle besitzt einen Realteil grösser Null, d.h. das System ist nicht-minimalphasig
und der Rollwinkel wechselt in der Anfangsphase des Manövers das Vorzeichen.
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Aufgabe 7 (MIMO-System, Singularwert-Zerlegung) 10 Punkte

Shafai (Alberding)

a) (2 Punkte) Wir betrachten das folgende lineare MIMO-System mit dem Eingangsvektor
u = [u1, u2]T und dem Ausgangsvektor y = [y1, y2]T .

P (s)

Q(s)

R(s)

-

-

-

-

-

-

-u1

u2

y1

y2

Die drei Subsysteme P (s), Q(s) und R(s) seien wie folgt gegeben:

P (s) =

[
P1(s)
P2(s)

]

, Q(s) =

[
Q11(s) Q12(s)
Q21(s) Q22(s)

]

, R(s) = [R1(s), R2(s)]

Bestimmen Sie die Übertragunsmatrix Σ(s) des gesamten Systems.

b) (2 Punkte) Für das obige System beabsichtigen Sie, einen Regulator mit vollständiger
Zustandsrückführung zu entwerfen. Der eigentliche Entwurf ist nicht Gegenstand dieser
Aufgabe. Sie möchten die Kanäle möglichst entkoppoppeln (one-loop-at-the-time), aber
gleichzeitig soll der Regler bei den Eingangsgrössen keine grosse Amplituden generieren.
Zu diesem Zweck haben Sie zunächst die RGA-Verläufe des Systems bestimmt (siehe Ab-
bildung 10). In welchem Bereich würden Sie für Ihren Entwurf die Durchtrittsfrequenz ωc

auswählen? Begründen Sie Ihre Antwort!
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Abbildung 10: |RGA(jω)1,1|dB und |RGA(jω)1,2)|dB des in a) angegebenen Systems

c) Für ein asymptotisch stabiles Regelsystem sind in Abbildung 11 die Verläufe der grössten
und kleinsten Singularwerte der Kreisverstärkungsdifferenz 1 + L(s) dargestellt.

i) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Robustheit dieses Regelsystems.

ii) (2 Punkt) Wie gross kann höchstens der stationäre Regelfehler werden?
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Abbildung 11: Verläufe der grössten und kleinsten Singularwerte der Kreisverstärkungsdifferenz
1 + L(s) des in c) angegebenen Systems

d) Gegeben sei nun die Übertragungsmatrix Σ(s) eines weiteren MIMO-Systems:

Σ(s) =





1
s+1

s
s+3

−1
s

s+1
s+2
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i) (1 Punkt) Bestimmen Sie die frequenzabhängige Matrix der Relative-Gain Array
RGA(s) dieses Systems.

ii) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Singularwerte von Σ(s) bei der Frequenz ω = 1 rad/s.

Lösung 7

a) Der Ausgang des P (s) ist:

Pout(s) =

[
P1(s) ∙ u1

P2(s) ∙ u1

]

Der Ausgang des Teilsystems Q(s) kann beschrieben werden als:

Qout(s) =

[
Q11(s) ∙ P2(s) ∙ u1 + Q12(s) ∙ u2

Q21(s) ∙ P2(s) ∙ u1 + Q22(s) ∙ u2

]

Schliesslich ist der Ausgang y:

y =

[
R1(s) ∙ P1(s) ∙ u1 + R2(s) ∙ Q11(s) ∙ P2(s) ∙ u1 + R2(s) ∙ Q12(s) ∙ u2

Q21(s) ∙ P2(s) ∙ u1 + Q22(s) ∙ u2

]

Daher ist die Übertragunsmatrix Σ(s) des gesamten Systems:

Σ(s) =

[
R1(s) ∙ P1(s) + R2(s) ∙ Q11(s) ∙ P2(s) R2(s) ∙ Q12(s)

Q21(s) ∙ P2(s) Q22(s)

]

b) Ab eine Frequenz von ca.10 rad/s ist die RGA-Matrix praktisch diagonal und eine Entkopp-
lung der Kanäle ist praktisch gewährleistet (one-loop-at-the-time). Deshalb ist es sinnvoll
die Durchtrittsfrequenz ωc mindestens bei 10 rad/s auszuwählen. Die Auswahl einer viel
höheren ωc würde verursachen, dass der Regulator grössere Inputamplituden erzeugt. Ein
sinnvoller Bereich wäre deshalb: 10 < ωc < 30 Rad/s.

c) i) Robustheit wird durch das Minimum des kleinsten Singularwertverlaufs der Kreis-
verstärkungsdifferenz bestimmt. Für den vorliegenden Fall beträgt es

μmin = min
ω

(σmin(1 + L(jω)) = −5 dB.

Das entspricht einem Abstand der Kreisverstärkung L(jω) vom Nyquistpunkt von
10−

5
20 ≈ 0.56, was eine brauchbare aber nicht sehr hohe Robstheit bedeutet.

ii) Stationärer Regelfehler wird durch die Sensitivität S(jω) = [1 + L(jω)]−1 für ω → 0
bestimmt. Da die Sensitivität der Inverse der Kreisverstärkungsdifferenz entspricht,
wird der grösstmögliche stationäre Regelfehler durch den kleinsten Singularwert der
Kreisverstärkungsdifferenz bei ω = 0 bestimmt. Aus der Abbildung 11 kann dieser
Wert abgelesen werden und beträgt σmin(I + L(j ∙ 0) = 25dB = 10

25
20 ≈ 17.8. Der

Kehrwert davon 17.8−1 ≈ 0.056 ≈ 5.6% entspricht dem grösstmöglichen stationären
Regelfehler.
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d) i) Die RGA-Matrix des Sytems berechnet sich wie folgt:

[RGA(s)]11 = [RGA(s)]22 =
P11P22

P11P22 − P12P21
=

1
s+1 ∙ s+1

s+2
1

s+1 ∙ s+1
s+2 + s

s+3 ∙ 1
s

=
1

s+2
1

s+2 + 1
s+3

=
s + 3
2s + 5

[RGA(s)]12 = [RGA(s)]21 = 1 − [RGA(s)]11 = 1 −
s + 3
2s + 5

=
s + 2
2s + 5

.

ii) Die Übertragunsmatrix Σ(s) hat bei der Frequenz 1 rad/s folgenden Wert:

Σ(1j) =






1
j+1

j
j+3

−1
j

j+1
j+2




 =




0.5 − 0.5j 0.1 + 0.3j

j 0.6 + 0.2j





Die Singulärwerte einer Matrix G berechnen sich mit σi{G} =
√

λi{ḠT G}

Σ̄T =




0.5 + 0.5j −j

0.1 − 0.3j 0.6 − 0.2j





H = Σ̄T Σ = ∙ ∙ ∙ =

[
1.5 0.1 − 0.4j

0.1 + 0.4j 0.5

]

Die Eigenwerte werden wie folgt bestimmt:

det(sI − H) = det

[
s − 1.5 −0.1 + 0.4j

−0.1 − 0.4j s − 0.5

]

= ∙ ∙ ∙ ≈ s2 − 2s + 0.6 = 0

⇒ λ1 ≈ 1 +
√

0.4 ≈ 1.65 und λ2 ≈ 1 −
√

0.4 ≈ 0.35 .

Daraus ergeben sich die folgenden Singularwete:

σ1 =
√

λ1 ≈
√

1.65 ≈ 1.2845 und σ2 =
√

λ2 ≈
√

0.35 ≈ 0.5916.


